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Die partiellen Differentialgleichungen der Abel’schen Theta- 
functionen dieier Argumente. 


Von 


Ep. Witrueiss in Halle a./S. 


Durch Herrn Klein wurde in der Sitzung am 1. Juni 1889 der 
Kénigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen eine vom Verf. 
ausgefiihrte Entwicklung derjenigen partiellen Differentialgleichungen 
der Abel’schen Thetafunctionen dreier Argumente vorgelegt, in welcher 
die Invarianteneigenschaft der Thetafunctionen vollkommen zur Geltung 
kommt. Diese Entwicklung, die dort nur in kurzen Ziigen angegeben 
war, will ich im folgenden in ihrer Vollstiindigkeit mittheilen. 


§ 1. 
Die Normalintegrale erster und zweiter Gattung. 


Die Curve vierter Ordnung, welche den Abel’schen Integralen 
vom Range III zu Grunde liegt, sei 


4 42 
f(z) = Ps > Ai, n,4-a—-p Oo" ZA, 


4=0 u=0 
und werde symbolisch mit 
Az 4 = bx 4 = Cz* ame eee 


bezeichnet. Es sind dann die drei Normalintegrale erster Gattung 
bekanntlich gleich 


* (ka dz) (ka dx) aaa 
Indem ich dieselben mit den Variabeln U,, bez. v, , U;, die zu x, 
bez, 2, %, contragredient sind, multiplicire und addire: 


(1) J(a, U) = f uy, 22s" 


“4,5a, 7 





s 


erhalte ich eine Zusammenfassung dieser Integrale, welche die In- 
Mathematische Annalen, XXXVIII. 1 














2 E, Wirrnrtss. 


varianteneigenschaft besitzt, d. h. welche abgesehen von einer multi- 
plicativ hinzutretenden Potenz der Substitutionsdeterminante ungeiindert 
bleibt, wenn man fiir z,, 7,, x, und k,, k,, k, durch lineare Substitution 
neue Variable einfiihrt und zugleich mit U,, U,, U, und den Coef- 
ficienten von f(x) die entsprechenden Aenderungen vornimmt. 

Die drei Normalintegrale zweiter Gattung will ich von vornherein 
mit Hilfe der Variablen y,, y,, y, in der Weise in ein Integral zusam- 
mengezogen einfiihren, dass ihre Invarianteneigenschaft zum Ausdruck 
kommt. Dies kann auf verschiedene Weise geschehen, je nach den 


Functionen, die man zu dieser Darstellung benutzt. Setzt man 
nimlich 


)2) y (x,y, 2) = y(y, 2,2) =2 a, a, b,3b, + 2az? ayasb.b/?b, — az?a,2bzb,3 
— Arty a,?b,7b,; — a, a? b,°b,, 

(3) T(@, y) = (abe)*[a,? b,?¢,? + azdybzby cz"), 

(4) F(a, y) =T, (y, ©) = (abe) (Baz? be byey? + az dybe byez ty], 


wobei die Variablen z,, ¢,, 2, vollkommen beliebig sind, die Variablen 


Yi> Yo, Ys dagegen der Bedingung f(y) = 0 unterliegen, so kann man 
dies Integral in der folgenden Weise schreiben: 


© Ten— (eke Soe — fee See 
a ? — 


4(vyz) a,3a, 8a,3a, a,3a, 
me T,(a,y) (kx dz) 
a l2a,?a,? a,3a, 


Die beiden ersten Formen des Integrals sind bekannt.*) Die dritte 
Form wird hier zum ersten Mal angefiihrt; sie hat mit der ersten die 
Kigenschaft gemein, in 2,, 2,, #, einerseits und y,, y,, yy andererseits 
symmetrisch zu sein, zeichnet sich aber vor derselben dadurch aus, 
dass sie die Variablen z,, z,, 2, nicht enthiilt, 

Die Gleichheit dieser drei Formen des Integrals beruht auf dem 
Umstand, dass 


(6) y(@,y,2) _§ (a,y) _ Fy (a, y) 





(ay2)® 2a 224,  3a,2a,2 
ist, und diese Relation beweist man am leichtesten , indem man [ (2, y) 
und [,(#, y) mit (wy)? multiplicirt und zur Umformung die [dentitiit 
(7) (abe) (xyz) = azby Ce. — dab. ty + ayb.ee — Aybels + Asda ly — dz by Ce 


benutzt. Man bekommt nimlich auf diese Weise 


*) Die erste Form gab Herr Pick an (Math. Annalen Bd. 29, 8. 259) an, die 
zweite verdankt man Herrn Klein (Math. Annalen Bd. 36, 8, 20), 
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T (x,y) (xyz)? =2az ayy (x,y, 2) +2 ae'bz? by? c,? ¢,? + 2az4b, b,c, cyc, 
: +2aztby\ cz? ¢,7 — 4az'beby bs ty>c, — 2az* bz by? bs cee, ¢, 
— 2a,'b,°b,c2°¢,, 


T, (a, y)(wyzP? =3a, ayy (x,y, 2) + darby! cecyc. + 3az'bzb,3c,?¢,? 

+ 3ay' bz byc,?c,? — 6a, be by? bety>c, — 6 ay*bz? byb,c2°¢,, 
und, da a,4=/f(z)=0O und a,‘=—/f(y)=0, so folgt hieraus die 
Richtigkeit der obigen Gleichung (6). — 

Da die erste Polare von 2f (a, y), die unter Einfiihrung von 
Yi» Yo, Y3 an Stelle von 2,, 2, 2, gebildet wird, mit [, (x, y) identisch 
ist, so kann man dem letzten Theil dieser Gleichung (6), wenn man 
die symbolische Bezeichnung 


(x, y) = AxtB,’ . 





gebraucht, auch die Form 
(8) 4a, a,A,°A,B,? — 3a,?a,?A,'B,? = 0 
geben, in welcher diese Beziehung in der Folge benutzt werden wird. 


§ 2. 
Die Function Th. 


Die Jacobi’schen Thetafunctionen #(v,, v,, v,), mit deren Hilfe die 
Umkehrung der Abel’schen Integrale ausgefiihrt wird, geniigen den 
von Riemann aufgestellten Differentialgleichungen 


- oF ee 

1) ik ie 
( 

a5 ot at 





Ota,  O0g00,? 
(wobei « und B die Werthe 1, 2, 3 annehmen kénnen, und Teg die 
einzigen Parameter sind, die in der Function # vorkommen,) und sind 
in der Weise periodisch, dass 
B(Y,, V2, Vs) = + (Y, +1, %, v3) =---, 
und 
1 
\ —le+ = 22 

9(0, + tia, Vp + Tea, Vg + Ta) = + O(r, Vo, Vg)e ( aS “4 . 
Diese Thetafunctionen lassen sich nun so umformen, dass bei ihrer 
Reihenentwicklung nach Potenzen der Argumente die Glieder derselben 
Dimension Covarianten, freilich keine rationalen, von f sind*). Man 
erreicht dies, indem man an Stelle der Argumente »,, v,, v, durch 
die lineare Substitution 


*) Vergl. den Aufsatz von Herrn Klein: Zur Theorie der Abel’schen Func- 
tionen, § 25 und 27 in den Math, Annalen Bd. 36, 


1* 





| 
| 
| 
| 
| 





4 E, Witrueiss. 


(2) Va = Carty + Cant, + Cas Uy, a= 1, 2, 3, 
neue Variable u,, u., wu; einfiihrt, und ausserdem die Thetafunction 


mit einer Constanten ¢ und einem Exponentialfactor ¢1(%»%™), der 
quadratisch in den Argumenten ist: 


(3) (Uy, Uy, Ug) =>’ Hag Uae ; Hag = Hees 
ap 


multiplicirt, Bei der so entstehenden Function, die ich mit Th (u, , u., us) 
bezeichne: 


(4) Th(u, , U, Us) = cell») H(v,, VZ, V3), 
driickt sich die Periodeneigenschaft in der Weise aus, dass fiir sechs 
verschiedene Werthsysteme @,, @,,@, und y;, %, 43 die Gleichung 


"a (“a +7 a) 
(5) Th(u, + a, , u,+ 0, Uy-+ 3) = + Th(u,, u,, Us) e “ 
besteht. Insbesondere kann man es durch passende Bestimmung der 
Coefficienten H.s und ¢, dahin bringen, dass die Gréssen @,, @,, @, 
und — %,, — %, — 43 Periodensysteme der Normalintegrale erster 
und zweiter Gattung werden und zwar der Art, dass die Integration 
des Integrals (1) auf einem geschlossenen Wege 


(6) @, U, + @, U, + a, U; 
liefert, wahrend man dadurch bei dem Integral (5) 
(7) — 191 — M292 — 139s 


bekommt*). Es enthalten alsdann die Coefficienten ¢.; und Hag und 
der Factor c nur transcendente Parameter, indem die c.g und c Aggregate 
der verschiedenen Periodensysteme @,, @,, @, sind, wahrend sich in 
den H,g ausserdem noch die Periodensysteme »,, ,, 3, vorfinden. Sie 
haben ausserdem fiir alle 64 Thetafunctionen denselben Werth. — 

Wegen ihrer Invarianteneigenschaft geniigen die Functionen Th 
den beiden Differentialgleichungen 


4 4-2 
mTh + u, =. = > > A Aiua-a—n. 4 =. ‘ 
Aad | ' ; OA) yw s—a—u 
4=1 u=0 
(8) 


4 4a 

oTh oTh 

_ a 

2 Ou 22 et Tae” 

und ausserdem noch den sieben weiteren Differentialgleichungen, welche 
durch die Vertauschung der Indices entstehen. Da aber die Form f 
fiinfzehn Coefficienten hat und beztiglich jeder derselben eine Differen- 
tialgleichung bestehen muss, so existiren ausser jenen neun Gleichungen 








*) Vergl. § 3 in der oben erwihnten Arbeit von Herrn Klein, 

















Abel’sche Thetafunctionen dreier Argumente. 5 


noch sechs andere Differentialgleichungen fiir die Function Th. Diese 
werden den sechs Riemann’schen Differentialgleichungen (1) entsprechen 
und sich aus denselben ableiten lassen. Dies ist nun die, Aufgabe, 
die ich im folgenden zu lésen habe. 


§ 3. 
Die Form der Differentialgleichung fiir die Function Th. 


Zuerst- will ich die Form bestimmen, auf welche man die Differen- 
tialgleichung der Function Th mit Riicksicht auf ihre Invarianten- 
eigenschaft bringen wird. Die Entwicklung ist im wesentlichen analog 
derjenigen, welche ich bei den hyperelliptischen Thetafunctionen 
gemacht habe, aber sie unterscheidet sich doch in einigen Punkten 
von derselben, und desshalb will ich sie noch einma)] ganz durchfiihren. 

Um aus den Riemann’schen Differentialgleichungen (1) in § 2 fiir 
die Function # diejenigen fiir die Function Th abzuleiten, muss ich 
damit beginnen, die Beziehungen aufzustellen, die zwischen den 
partiellen Ableitungen beider Functionen bestehen. Zu dem Zwecke 
differentiire ich die Gleichung 


(1) e Th = c@, 


welche dieselben verbindet (vergl. (4) in § 2), zuerst zweimal partiell 


nach den Argumenten u,, %., %,, indem ich die Ausdriicke (2) und (3) 
in § 2 beriicksichtige: 


, OTh = 0a 
1a — 2e Th Di Hayy = 6 3 ere Fe 


Y 
und 


ty gs a Sune Com 
os "Fu, Ou, "Fe ay Herlty — 2e "9 tg Hert 
Y 
m aa 
+ fe-nTh DS) Har Hpowyus —- 2e-" Th Has = Zoey 
Y Y 
Die Indices a, B, y, d haben hierin wie im folgenden die Werthe 
1, 2, 3 anzunehmen. Das erste dieser Gleichungssysteme kann ich, 


da die Determinante |cas| von Null verschieden sein muss, weil sonst 
zu Folge der Gleichungen (2) in § 2 die Argumente v,, v,, v, linear 


von einander abhaingig waren, nach den * auflésen : 


“ 


WO Cy die durch |¢ag| dividirten, ennai: Shuneeiicin von 
Cza bedeuten. 








i 
| 
| 
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Sodann bezeichne ich, aber nur voriibergehend, sechs beliebige 
der Coefficienten der Form f mit A,, A,,..., A, und differentiire 
partiell die Gleichung (1) nach einem dieser Coefficienten : 


e- ae a ja, P+¢ 2 te, hu 
0% Ot 
Sap 
wobei die letzte Summe beziiglich der sechs verschiedenen Parameter 


Tag ausgefiihrt werden soll. Da diese sechs Parameter 1, vollkommen 
beliebig sind, ist die Determinante 


Ot Ot Ots3 Oty Ot13 OTe | 
GA,’ 04,’ 04,’ 04,’ OA,’ OA, | 
nicht Null; man kann demnach aus diesen Gleichungen die Ausdriicke 
fiir nd bestimmen. Wenn man zugleich <" mittels der Gleichung 
ap @ 
(3) und @ selbst mittels der Gleichung (1) eliminirt, so erhailt man die 
folgende Darstellung: 


- —n oy (8) am i (a3), OTh 
(4) ae i, ub) F 34, + ts Uy ou, 


4=1 








+ "Th >) U9” uy ws + Cage-"Th. 
yd 


Da durch die Betrachtung in diesem Paragraphen nur die Form der 
Differentialgleichungen festgestellt werden soll, so kommt es auf die 
nihere Bestimmung der Coefficienten X{°" , 9", ({f) und C.¢ nicht an. 

Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen (2) und (4) kann man nun 
aus den Riemann’schen Differentialgleichungen diejenigen fir die 
Function Th herstellen Ersetzt man niimlich in der ersteren gemiiss 
der Riemann’schen Relationen (vergl. (1) in § ) 3 tat durch 427 fe ‘ 

_ ee 


durch 27 —2° und substituirt far —2°- ae aus der zweiten 
Ou, du, Ws Ota sg 

Gleichung sich dafiir ergebenden Ausdruck, so resultirt eine Differen- 
tialgleichung fiir Th von der Form 


6 
Th Glas) @Th . (8) om ; > (ap) 
OU, 0%, +4 04, +28 ee Ou; + sag Th lg Uy Us 
si Y 
+ Cog Th= 0. 


Dieselbe vereinfache ich noch dadurch, dass ich mittelst der Be- 
dingungsgleichungen fiir die Invarianteneigenschaft der Function Th 
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(vergl. (8) in § 2) die Terme uy aa entferne, Es andert sich dadurch 


nur das zweite und das letzte Glied der Gleichung, und zwar das zweite 
Glied insofern, als jetzt in demselben nach den simmtlichen Coefficien- 
ten von f differentiirt wird. Ich erhalte auf diese Weise die end- 
giiltige Gestalt der arate: 


4 
rm o?Th (af) Th 1 mp (a, 
(5) Ou, Ou. mite S Aye. A—u Sy rae sadiiads + sw Th > Wu, Us 
=0 u=0 
+ Cup Th = i. 


wobei a, 8 die sechs Werthsysteme 
1,1; 2,2; 3,3; 1,2; 1,3; 2,8 
annehmen kann. 

Diese sechs Differentialgleichungen bestehen, wie aus ihrer Ab- 
leitung hervorgeht, gleichmiissig fiir alle die vierundsechzig existirenden 
Functionen Th. Die transcendenten Parameter haben sich in derselben 
weggehoben, denn substituirt man fiir Th die Reihenentwicklung nach 
Potenzen der Argumente, so miissen die Gleichungen identisch erfiillt 
sein, und da die Glieder dieser Reihenentwicklung, wie schon oben 
in § 2 erwihnt, algebraische inate der Coefficienten von / sind, 
so folgt daraus, dass die Aj“? ,., Wf und Cys dieselbe Eigenschaft 
haben und keine transcendenten Constanten enthalten, Zieht man jetzt 
noch weiter den Umstand mit in Betracht, dass die Differentialglei- 
chungen fiir alle Functionen Th gelten, so muss man schliessen, dass die 
Gréssen Aj“?-2-», Wf und Cys eindeutig, also rationale Functionen 
der Coefficienten von f sind, — 

Um nun die Invarianteneigenschaft dieser Differentialgleichungen 
zum Ausdruck zu bringen, multiplicire ich (5) mit wg, WO W,, W., Ws 
ein mit u,, ¥,, Us cogredientes Variablensystem sein soll, und summire 
iiber @ und B, indem ich 


2 Ax? 4—4— uWe,3 = == Aj, u,4- a—n> 


S67 w.0, <b, 


ap 


Po Cag WaWs = C 
ap 


setze: 
Th éTh 1 ony 
———— —— Th 
2 a ow, Wa Wg + ; Ss Ai, u,4-a “TA, ne oe ont Sa ty ua 
«p 4=0 “=v yo 


+ CTh=0, 








; 
} 
\ 


8 Kk. Wi.raeiss. 


oder wenn ich 
4 4a 





7] 
(6) >> 4 Aj, w,A-a—n —? é, 
i=0 u=0 
vd 
bezeichne: 
(8) éTh +2 60,08, Wate +s; LTh + CTh =0. 
Hierin kann man aii dadurch eine Beschrinkung einzufiihren , 
(9) lag = Vga 
annehmen. — Da die Function Th die Invarianteneigenschaft hat und 
W,, W,, W, und %, MU, Us cogrediente Variabeln sind, so besitzt 
o?Th 


ap OU, OU, oe 
ebenfalls diese Eigenschaft, und dasselbe muss mithin beziiglich der 


tibrigen Glieder der Gleichung’ der Fall sein; es miissen also Z sowohl 
wie C, und wenn 


4 4-2 
A; a 4-1— ft 
> > Aj, u,4—1—p Ey" Ey" gt" = f 


gesetzt wird, auch f eine Covariante sein, und demgemiiss muss 0 
einen Aronhold’schen Process bedeuten. 


§ 4. 
Die Differentialgleichungen der Normalintegrale. 


Die Bestimmung der Covarianten f und Z will ich genau in der- 
selben Weise, wie ich es bei den hyperelliptischen Functionen gethan 
habe, mit Hilfe der Periodicitat der Thetafunctionen auf die Differen- 
tialgleichungen der Normalintegrale erster und zweiter Gattung zuriick- 
fiihren. Theils der Vollstindigkeit halber, theils weil ich im Anschluss 
an die Arbeiten von Herrn Klein*) die Perioden der Normalintegrale, 
die ich auf einem und demselben Integrationswege erhalte, mit @,, @,, 
@,, bez. —%,, —, — 43 bezeichne, werde ich diese Betrachtung 
wiederholen. 


Die Gleichung (5) in § 2, welche die Periodicitét der Function Th 
ausdriickt, kann ich in der Form 





*) Es ist damit hauptsiichlich der oben in § 2 angefiihrte Aufsatz gemeint. 








ee 
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Ig Th(u,-+-@,, U.-+ @,, Us + ws) 
= Ig Th (uy, 5 Uy) + > ta (te +4 We) + emi 


schreiben, wo é je nach der Thetafunction, die unter Th verstander 
werden soll, und je nach dem Periodensystem, welches die @,, @,, @5 
bedeuten, entweder den Werth 0 oder den Werth 1 hat. Durch partielle 
Differentiation nach den Argumenten folgt hieraus 





é lg Th (u,+-o,, Ug We, Us-+ ws) a= élg Th(w,, Ue, Us) + 
ou, Ou, Na» 


Gig Th (y+ O1, tat mp, Uy cos) __ G21 Th (ty, they ths) 
OU, 0 Uy OU, 0%, 








Sodann ergiebt sich bei der Ausfiihrung der Operation 0, wenn man 
: beriicksichtigt, dass @,, @,, @, ebenfalls von den Coefficienten von f 
; abhingen und dass 


6 lg Th (uy ay, Me mp, Ug mg) __ 1g Th (uy ,, Ue-+-@q, Uy +s) 


Ow, Ou 





Qa 


Olg Th (tw, ue, Us) 
= Ou, + Ne 








ist, die Gleichung 
0 lg Th (u;+o,, U,+- @,, Uy Ws) = O lg Th(u,, uM, ts) 


+ Sw thot) dae Sy (Mette 4 1g) 


Nun besteht die Differentialgleichung (8) in §3 fir alle Werthe der 
Variablen u,, %., u;. Man kann also u, + @,, %, + @, Us + @ 
; an Stelle von u,,%., %, setzen, Durch diese Substitution, und indem 
ich zugleich lg Th an Stelle von Th einfiihre, bekomme ich 





des... ms 





| 8 lg Th(w,+ a, U.+-@,, u;-+ ms) 
21g T » thy - lg Th ‘ : a 
+a(° g aie a Mata) dlg erro te Us + @,) 





cammeamet sed Us-+@s) ) 6 1, 


+ a5 2 lap (ta-+ @2) (p+ os) + C= 0, 


oder wenn ich unter Benutzung der eben aufgestellten Gleichungen 
die partiellen Ableitungen von Th (u,-+-@,, u.-+-@,, u,-+-@,) durch 
solche von Th(u,, «,, u,) ersetze, und dabei beachte, dass lag = ga 


(vergl. (9) in § 3) ist: 

















10 E. Witrseiss. 


r lg Th (u, » Uy) Us) +> @ lg Th (uy, te, tts) -- 0 Ig Th (w, » Ue, Us) 
ap 


OU, 0Us Ou, 


lg Th (t,, up, Us) 1 '5! } 
Ou, 3 Watog + seg > les thetts + 7 
ap 


-f- > (e+ gee) {One + see Di loser} 
B 
— 5 (Bete +71) {Bee — 20D wore =), 


B 
Die erste Klammer ist wieder die urspriingliche Gleichung und hat 
also den Werth Null; die iibrigen Klammern miissen, da die u,, u., us 


- OTh @Th OTh 
und die — ’? linear unabhingig sind, einzeln ebenfalls 


Null sein. Dieser Umstand liefert die Differentialgieichungen der 
Perioden: 
0 Wy = 2We > % Wp, 
8 


—1 
8 je = Fr >) aplap. 
B 
Da aber wie schon oben in § 2 bemerkt, die Integration der Normal- 
integrale (1), bez. (5) in § 1 auf einem geschlossenen Integrationsweg 
gleichzeitig die Ausdriicke 


wo, U, + @, U, + a3 U3, 








(1) 


bez. 
— 19% — 292 — 39s 
ergeben, so bestehen nothwendig auch Differentialgleichungen dieser 


Integrale, welche den eben abgeleiteten Differentialgleichungen der 
Perioden entsprechen: 


8 J (a, U) = — 2U oJ’ (a, w) + ¥, 
7 C d 
0 J'(x, =a flew +, 


xz 


(2) 


wo zur Abkiirzung 
(3) > lestayp = L(x, y) 
ap 


’ bezeichnet ist und Y und ¥, Functionen bedeuten, deren genauere 
Beschaffenheit erst im folgenden festgestellt werden wird. 

Diese Gleichungen bilden den Ausgangspunkt fiir die weiteren 
Untersuchungen iiber die Functionen f und LZ. Ehe ich aber direct 
darin fortfahren kann, muss ich erst feststellen, wie sich die Ausfiihrung 
der Operation d an Integralen mit homogenen terniiren Variablen 
gestaltet. 
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g 5. 


Ausfithrung der Operation d an Integralen mit homogenen ternéren 
Variablen. 


Die Operation ¢ besteht ihrer Definition nach darin, dass die 
Function g, an welcher die Operation ausgefiihrt werden soll, nach 
den in derselben vorkommenden Coefficienten A, ,,, einer anderen 
Function f partiell differentiirt, die Ableitungen mit dem entsprechenden 
Coefficienten Aj,» einer dritten Function f, die mit f gleicher Dimen- 
sion ist, multiplicirt, und dann die simmtlichen erhaltenen Ausdriicke 


addirt werden. Wenn nun g noch die Variablen x,, 2, x, enthilt, 
welche durch die Gleichung 


f(z) =0 
von den Coefficienten A,,,,, abhingig gemacht sind, so miissen beim 
Differentiiren nach diesen Coefficienten diese Gréssen x,, 2,, 2, als variable 
betrachtet werden, denn wenn man sich die Aj,,,, indern lisst, so 
findern sich zu Folge der Gleichung f(«) =O auch die a, 2, 2 
Demnach bekommt mar beim Differentiiren nach A,,,, den Ausdruck 
09 = og 0x, 


OA, MY 0x; é Aa u,y : 


i=l 








und multiplicire ich denselben mit A;,.,, und summire iiber die ver- 
schiedenen Indicessysteme, so gelange ich zu einer Darstellung, 
welche ich gemiiss der eben angefiihrten Definition der Operation 0 
als das Resultat dieser Operation ansehen muss : 


7 Ox, 
oe 69 = D)Aiws 94,0 +>2 ee wy hme Fa 
oder wenn ich 

> 4 add The 9 
Shin gate 
bezeichne: 


8 
(1b) ég9=5+ >) 2 Ox;. 


i=1 





Die Operation d ist demnach in diesem Fall, wo g auch eine Function 
der Variablen z,, x,, x, ist, die durch die Gleichung f(x) = 0 ver- 
bunden sind, kein unmittelbarer Aronhold’scher Process mehr, sondern 
besteht aus einem gewohnlichen Aronhold’schen Process, — welcher 
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g in g iiberfiihrt, — und einer partiellen Differentiation nach den 
Variablen 2,, 2, 23. 

Die Gréssen d2,, Ox%,, dx, sind iibrigens uicht ganz beliebig, 
sondern durch eine lineare Gleichung verbunden. Denn, da f(z) = 0, 
muss auch 

0 f(z) =0 
sein, und da ich fiir d f(a) gemiss der Formel (1b), wenn ich beriick- 


sichtige, dass > dans re 


»Hyv 





3 
=f ist, den Ausdruck f +> aa 0 x; 


i=1 


finde, so besteht also die Gleichung 
3 
sani ’ 


Zu Folge derselben sind zwei der Gréssen dx,, dx,, Ox, beliebig, die 
dritte aber alsdann dadurch bestimmt. — 
Diese Formel (1) muss ich speciell auch benutzen, wenn ich die 


Operation 0 an einem Integrale f gy (kad) ausfiihren will. Nach der- 
selben erhalte ich, wenn 


a 7] 
(3) > 0A, 


C 
gesetzt wird: iil 


8 foe dz) -{{( +> iE an)aede + o(kéx dz) 


+ o(kx aaa). 


Hierin kann ich durch Integration die Gréssen d2,, dx,, dx, unter 
dem Integralzeichen entfernen. Um die dazu nothwendigen Um- 
formungen zu machen, gehe ich von der bekannten Identitit 
(ka dx) je — (ka 0x) Gar + (kdxdx)a, — (wdxdx) a, = 0 

aus, in der aj, = a, 02, + «,0x2, + «,02,, u. 8. w. ist, und substituire 
in derselben fiir «,, a, a, die Ableitungen von gm, bez. von f nach 
den 2,, %,, %,. Dadurch ergeben sich, wenn ich beachte, dass f von 
der Dimension — 2 sein muss, weil sonst bekanntlich das Integral 
keinen Sinn hitte, und wenn ich mit D, die Polarenbildung unter 
Einfiihrung der Variablen k, , k,, k, bezeichne, die beiden Beziehungen 





= 


8 
(kx dz) at 8x;—(ka dx) dp—(kdxdx)2p+(xdxdx2)2D,p=0, 


i=1 


(ka dz) ate dx,— (ka dx)df +(kdadx) 4f —(adxdx)4D, f =0, 
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von denen sich die letztere, da f= 0, df =O und nach (2) 


> i 6a— —f 


ist, in ao 
~ (kadz)f + (adxdz) 4 Dif =0 
vereinfacht. Aus a eliminire ich (wdxzdx) und setze den 


Ausdruck von (edny>! 22 oe , as, den ich dadurch erhalte: 


(ka dz) ye da;—= + (kadn) fF ae: E ? +(kxdx)dp+(kdx dx)2q, 


in obiges Integral ein: 
5 foes dz) -/ (e+? ae. (ke dz) + (kxd2)dg 


+ (kdz dx)p + (kx ddz) y)}. 


Die zweite Klammer hierin ist aber das Differential von (k dx) und 
lisst sich also unmittelbar integriren. Man bekommt dadurch die 
definitive Formel: 


(4) df o(ke ds) — (kx dx) p +f(e+3 f 7) beds), 


welche anzeigt, wie man die Operation 0 an Integralen mit homogenen 
terndren Variablen ausgufiihren hat. 
Diese Formel will ich insofern noch ein wenig weiter bilden, als 
ich ~: Dy,f fiir p setze: 
See 
(5) Pp er OE 


ag HR 





da ja bekanntlich m diese Form haben muss, sobald das Integral von 
k,, k,, k, unabhiingig sein soll. Es ist dann zu Folge der Bedeutung 


von @ (vesgl. (3), wenn ich dabei die symbolische Bezeichnung 


F=f 
f= Az 
gebrauche: 
—-$ — 
— wp Ya, 4, 
7; =-; 


a, (a? a,)" : 


oi yo ey 
vo > Arms 0A, , vi 


(wo wiederum 
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ist,) und ferner, (da, wie aus (5) hervorgeht, » von der ersten Dimen- 
sion ist): 
D 3paraz 
=e 2 Dig = Ld 9G2% 


a, a (a; a,)° , 


so dass die Gleichung (4) die Form 


(6) a fy tade _ Gees) Ad 
a® a, “ 
a,a>a oa 


-+ (aa aia [4a kak a> a, 








annimmt. 


§ 6. 
Die Bestimmung der Function /. 


Fiihre ich nun die Operation d an den Normalintegralen erster 
Gattung aus, so erhalte ich gemiiss der eben aufgestellten Formel 


8 J(x, U) ad hae oe Seen U, 


a, a, 


a4 
& Mey Ue gang ata 27 } (eed) 
tf {az wa + a, [4a8a,a3a, — 3a2azas) no 


Da das Differential | Sade , und mithin auch die ganze linke Seite, 


von k,,k,,k, unabhingig ist, kann sich die Bedeutung der Gleichung 
durch Specialisirung dieser Gréssen nicht aindern. Ich werde daher, 
damit nicht zwei verschiedene Reihen von Variablen in dem zu inte- 


grirenden Ausdruck vorkommen, k,, k,, k, gleich w,, w,, w, werden 


lassen, dann aber der Gleichférmigkeit halber fiir =. den davon 





a; 4,, 
nur in der Bezeichnung verschiedenen Ausdruck L -—| schreiben: 
a, %, 
dJ(z,U)= Seen Uz 
a, w 
a‘ U, (k xdx) 
r es 24274 ee 
-if{ Uw = a)? [4aka,a3a,, — 3a? azas)} oom 


Aber durch anderweitige Betrachtung haben wir oben in § 4 (vergl. (2) 
gefunden: 


0J(z, U) = — 2U,,J' (x, w) + ¥. 
Die Vergleichung dieser beiden Relationen liefert nun unmittelbar 











————— 


2. 
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die Functionen © und f. Denn zu Folge der in § 1 aufgestellten 
Gleichung (8): 


4azayA2A,By — 3aza, A,B, = 0, 


ALB, (kada) _ T(w,w) (ke de) 
! 8asa,, a® a, 8a) a,, aka, 


eine Form des Integrals J’(x, w) ist, geht eine derselben in die andere 


iiber, wenn man pate U, fir ® und AB? fir af = f annimmt. 


a, ay 


und da 








Dadurch ist jetet f bestimmt: es ist ° 
f= T(x, w) = (abc)? [arbi cy + aedubeby cz]. — 

Dass f gleich diesem Ausdruck sein muss, hiitte ich auch in der- 
selben Weise feststellen kénnen, wie ich es im 33. Bd. (Seite 279 u. f.) 
der Math. Annalen bei den hyperelliptischen Functionen gethan habe. 
Man kommt in derselben Weise wie dort zu dem Schlusse, dass die 
Operation 0 an der Discriminante von f ausgefiihrt, entweder Null 
geben, oder dieselbe reproduciren muss. Die Differentialausdriicke aber, 
die diese Kigenschaft haben, sind, wenn dies auch nicht ausdriicklich 
hervorgehoben wurde, durch die Form der Discriminante von f, wie 
sie Herr Gordan mitgetheilt hat*), vollstiindig gegeben. Dieselbe 
ist nimlich dort so dargestellt, dass sie zugleich die Determinante ist, 
welche als Nenner auftritt, wenn man die Gleichungen (8) in § 2 


und (5) in § 3 nach den oe auflést. 


§ 7. 
Bestimmung der Function L. 
In § 4 sind wir zu der Gleichung 


, 4 kad 
(1) oI (2, ") = saz f Ley) SS + 


aU, 





gelangt und aus derselben erhiilt man den Ausdruck von L(z, y), 
indem man die Operation 6 thatsiichlich ausfiihrt und ¥, so bestimmt, 
dass L(x, y) eine ganze Function wird. Dabei muss noch ein Punkt 
besonders beriicksichtigt werden: Wie aus der Entwicklung dieser 
Gleichung hervorgeht, bezieht sich die Operation 6 nur auf die Coeffi- 
cienten von y;, Y, y, in diesem Integral. Es diirfen dementsprechend 
die Variablen y,, y,, y; wihrend der Ausfiihrung der Operation @ nicht 





*) Sitzungsberichte der Academie der Wissenschaften zu Miinchen, Sitzung 
am 3. December 1887, 











16 E, Wirrnerss, 


der Bedingung f(y) = 0 unterliegen, sondern miissen dabei ganz be- 
liebig sein, (denn sonst miissten nach der Betrachtung am Anfange 
des Paragraphen 5 auch diese Gréssen bei der Operation @ beriick- 


sichtigt werden,) und erst, wenn dieselbe beendet ist, darf man sie ~ 


auf solche Werthe beschriinken, fiir welche f(y) =O ist. Freilich 
ist dann wahrend der Operation das betreffende Integral kein Normal- 
integral zweiter Gattung. 

Demgemiiss wende ich also unter der Voraussetzung, dass f(y) 
nicht Null ist, die Formel (6) in § 5 auf das Integral 


y(z, y,8%) (kx dz) 

4(xyz)* a) a, 
an, welches fiir f(y) 0 die zu der weiteren Rechnung geeignetste 
Form des Integrals J’(x, y) zu sein scheint, und bekomme 














F) y(a, y, 2) f= dz) ali (kx da) y(x, 928) 2 y(a, YY, 2) 
4(wyz)* a> a, a® a, ~ &(ay 2)? ~ (yz? 
ay 3 ALB, Dj, ¥(&, 5 2) 1 AY B? y(@,Y¥, 2) (ky2) 
4 (xyz)? a? a, 2 (wy2)* aka, 


’ 


a 4 Ai. 3a, ASA, Bt — sas pr) | 2242) 
4 Gy at (@a,) ~ [403 a, A3A, BE BazaiA:B:]| - 


wo 
4 4-4 
= A dy (x, y, 2) 
2 2,Y,2)= > > Aa u,4-a-2 SO 
( ) 7 ( y ) = —— a, uM, 4 a # OA) u,4—a—u 


bedeutet und ASB: die schon 6fters gebrauchte symbolische Bezeich- 
nung fiir [(x,w) =f ist. Alsdann gebe ich den y,, y, ys solche 
Werthe, fiir welche f(y) —0, so dass dadurch die rechte Seite der 


Ausdruck von 0 J’(z, y) wird, und substituire denselben in die obige 
Gleichung (1), indem ich zu gleicher Zeit 





(kx 02) y (x, y, 2) 
ba eae asa, a(zyz? , 
setze: 


) eae) Hey.) 
fren si —— moto ffs We.¥e 


g AeBeDav(@sy,2) | 4 ALBuy (es y, 4) (ky) 





(wy2)*aa, (wyz)*a’ a, 
__¥(@,Y, 2) [4a3a ASA B? — 3a? atA‘B?| (kadz) | 
cyanate) MatesAe AB oe 


Indem ich jetzt diese Gleichung differentiire, erhalte ich die Dar- 
stellung von L(x, y) selbst: 


- 





——— 





e- 
ge 
eo 
ie 
+h 
]- 


y) 


te 


1- 


ie 


re 


{- 





Abel’sche Thetafunctionen dreier Argumente. 17 


L(z,y)= o{4 7@,¥,2) _3 AL Bi, Dy y(2,y,2) 9 A‘B? y(a,y,2) (ky2) 
y=! 











(@eyz® (vyz)aea, + ayaa a, 
7(@, ¥, 2) , 
(wy)? (a2a,)> [4a8.a, ASA, B? — 3a? af ALBi] 
. a 


Da in L(x, y) die Variablen k,, k,, k, und 2,, 2,, 2, nicht vorkommen, 
muss auch die rechte Seite von diesen Gréssen unabhingig sein, und 
folglich kann man, ohne damit eine Beschriinkung einzufiihren, die- 
selben mit w,, w,, w, zusammenfallen lassen. Wenn man ausserdem 
diese w,, w,, w, noch der Bedingung f(w) = 0 unterwirft und die 
Gleichung (8) in § 1 beriicksichtigt, so vereinfacht sich dieser Aus- 
druck in 


= : At B? D Ys 3 
(3) Le, = ois Sete) _ 9 Senta _ 5 ee ao}. 


(xyw)* (wyw)ta%a,, (wx dx) 








3 


Auf der rechten Seite kommt noch der Term —“*“"_ do vor, 
(wa da) 


und es ist nun zuerst nothwendig, denselben auf die Form einer ge- 


wohnlichen Covariante zu bringen. Aus dem Umstande, dass L(a, y) 


3 
‘2 w 


(wa da) 
folgt, dass ® hierin von der Dimension 0, also der Quotient zweier 
Functionen gleich hoher Dimension, g = gt und h = /h#, sein muss: 


sowohl wie von der Dimension 1 beziiglich 2,, x,, x, ist, 


Demnach ist 


do = (i Ag > 9,dx, — gi Al? S" he de) : (ha)?, 


oder da 
[=¢* a Jay 
und : 
hi == fi-t P haXe 
ist : r . 


a—1,4—1 
Ix ax 
dd = 4 a {(hy 9» — hyg,) (&, dx, — %, dx,) 
. + (hogs — hs G2) (%_ dX, — Xz dx) 
+ (gg, — hy 9) (%, 4x, — x, das)}. 


Mathematische Annalen, XX XVIII. 2 
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Hieraus eliminirt man die Differentialausdriicke mittels der Relationen 
X_ Ai, — yxy ais 3 da, — 2, ax, et a,dz,—%dx, (kxdz) 


3 3 3 oe 3 ? 
GM GM, ; a, Gs a, a 


ai =a’ > Gal, = 0 





welche sich aus 


und 
dat = 428 = Ay AX, = 0 


ableiten lassen und bekanntlich gebraucht werden, um ein gewdhn- 
liches Integral in ein solches mit homogenem terniren Differential 
iiberzufiihren, Nimmt man zugleich fiir die beliebigen Gréssen k,, k,, k, 
die Werthe w,,w,, w,, so resultirt 


(ahg) aig he* wx dx) 
(ni)? asa, , 
In Folge davon verwandelt sich die rechte Seite von (3) in einen 
Ausdruck, der nur noch aus Covarianten besteht: 
4 2(@y,w) __ ghz Be Do r(m¥) ade Me +} 
‘(wy w} (ayw)? ada, 


d®=A4 








(4) Lzy)— of 


Fiir die Functionen g* und h? miissen, wie dies aus den Be- 
merkungen am Anfange des Paragraphen, die beziiglich ¥, gemacht 
wurden, hervorgeht, solche Aggregate genommen werden, dass L (2, y) 
eine ganze Function wird. Dieser Forderung geniigt man, wie die 
weitere Rechnung zeigt, wenn man 


4 p2 

w 3 p2 

7 — + iz yA —e _ — + As A» B,, 

= (xyw), 
(wo also 4=1 ist,) annimmt. Alsdann ist 

A‘ 8) 
A(ahg)argehe- tai (ayaubi: 3 by — ay ax bz by) — 
yw 


—> (aa A,A By — aia, At, a : 
oder wenn man die Beziehung 
4 dy dy At AyBy —3 ay aw AvBy = 0, 
(vergl. (8) in § 1,) zur Vereinfachung benutzt: 


A(ahg)aigi hi = = a.a,A, A,B; — = + a3 yA‘, B;. 
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Setzt man jetzt dies in die Gleichung (4) ein, so geht dieselbe iiber in 


(©) Ley) = 9 {47(29,u)-+[4aba,Ab BY — Saban A,ASB 


A‘B? D Y; 
~ ‘2? w oe y OI em 


a, 4, 





Ehe ich aber hierin auf der rechten Seite die Nenner durch 
Division entferne, will ich noch eine solche Umformung mit derselben 
vornehmen, dass die Variablen 2,, x,, 2, einerseits und ¥,, Yo, Ys 
andererseits symmetrisch auftreten. Dazu gebrauche ich die Identitit 


3 Dw v(x, Y w) -_ y(w, Y; x) + 6 ara’, by by = 4a,a°, b, bi, 


deren Richtigkeit man einfach dadurch nachweist, dass man die Polare 
Dw y(%, y, w) thatsiichlich bildet. Da nun nach (2), (6) und (8) in §1 


4p2 . 4-p2 
A,B, at y(w, x@,y) — A,B, 
3 —— a oe 
aay a, UN, 


2 
Ay B, Ay AsBe 


3 





3 2 2 
a, ay, a,a,, 
ist, so folgt aus dieser 


4p? 


ALB f 
‘ 2Pw : -g yw, @, y) (wv, y, &) 3,472 
3 - Dw y (X,Y, w) = 2 (ay wt — 4a,a,A,Bz 


+ 8a) dw A» A-B3. 





3 
zw 


Dementsprechend nimmt die Darstellung der Function L(x, y) die Form 


L(z,9) = 9{47(@, y, w) + A[atayALB} + aca} ALB] 
— 8[aza,A’A,B2 + ada AXA,B:] 


Pp. 2 y(w, Se yy, x) } : (xyw)? 





§ 8. 
Fortsetzung. 

Um nun den gefundenen Ausdruck fiir Z(x,y) in eine ganze 
Function zu verwandeln, verfahre ich auf eine héchst elementare Weise, 
indem ich von der Identitit 
1) (abe)? (yw)? = (az dy Cu— Ae Dy Cy ty Diy Ce — Ay Dz Cw Aw Dz Cy—Gw dy Cz)? 

=azbyc,— 2a2 Dy Dio Cy Cw 2 Az Ay Dy Dy Cz Cy —* id 
Gebrauch mache. Bei der Bezeichnung 
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C(2,y) = (abe)? les Cr (hy Ay Dy Dro Cy Co — Ay Dy Do Co) 
+ ee) (Azadi, Co —5 dz dy by Dw Ce) 
+ C2 ly Cy (6 de dy dy Dolo + 32 Ay bydwlylo + Taz dwb Cn 
— €,€y (4 ae dy dy de + 40x Ay dy Di Cy Cw) 
— Cn ly ly (2 dz dye by Ce + 2az Aube by Cy) 
+ exe, (Azdybeby Cyl — a5, Cu) 
erhalte ich durch einfache Ausmultiplication, indem ich auf der rechten 
Seite die eben angefiihrte Identitit (1) zu Hilfe nehme, 
2y(w, x,y) r(w,y, 2) — {Clw, y) + Cy, 2)} (aye), 
so dass 
L(x, y) = 9{47(2, y, w) + 4[arayArBy + a2a,AvBz| 
— 8[ada,A, A,B? + ada,A,A,B:| 
— C(x, y) — CYy, x)} : (wyw)’. 


Hierin substituire ich fiir 7(@, y,w) den Ausdruck, den ich nach 
(2) in § 7 dafiir bekomme, d. i. 


P(x, y,w =r ay awAe Ay AwBu az “ay de AL Ay Aw Be) 


S 144 1-4 2 ,2— 2+2 p2 2-2 4A ltd ,l—A a2? p22 
—.> (az + Ay a Ar aaa B.. + az at Att A, Aw B:.), 


imn— 
und ersetze hierauf die Polaren von A‘ By, die alsdann in der Gleichung 
fiir L(x,y) vorhanden sind, durch die betreffenden Aggregate, die 


sich fiir dieselben aus (abc)?[az bic, + aza,bzbycz| ergeben. Dadurch 
gelange ich zu einem Werthe von L(a, y), den ich in der folgenden 
Form 


L (a, 9) =9(C,(«,y) + G,(y,2)) — 50,(, y) 


schreiben kann, wenn 


C, (ay) = (abe)? \e2ey(2a3b3.c, — Layaubybuce) 
A 6 € (ay dy dws — Ay Ay dy Diy Cy Cw) 
+ 6) (2 a2aybyb ce, — 2aza,b%c, 
byl (2x dy byDy + Ay dy by dy Cy Cy — Bie Gy by Ce) 
+ e5€% (2ag dy by Dy Cy Cy — 2Az Awby by) 
bby Cn (ae d5 Co, — 203 by By Cy Cy — Az Ay De by CoP 2g Ded lyCw) 
+ CxO (A205 Cyl — Oy dy dy by CyCw)} : 


2 


en RON SS Rae 


ae 


C; 


bec 
sel 
mit 


C; 
De 


(2) 


un 


(3) 


fo 


F 


ws 


~- — tv 


; 
i 
4 
Ad 
4 
| 
4 
: 
4 
é 
i 
4 
| 
§ 
a 
i 
a 
% 
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C,(2,y) = 6 (abe)? {a2 05% — Az bybulyly — aybebw lz ly — Az Ay de by Co 


+ 2 az dybe but, Cut Cx ly lw 


bedeutet. Zur weiteren Reduction habe ich wieder die Identitat (1) 
selbst und diejenige Identitaét, die daraus durch Vertauschung von e 
mit ¢ entsteht, nothwendig. Auf Grund derselben finde ich 


C; (x,y) + C, (y,2) = (abc)*(abe)*| + ¢4 Cy ew + + Cyl Cx lw + tetyCe |, 
C, (x,y) = (abc)! ez eye. 


Demnach ist 


(2) L(x, y) = 9(abc)? (abe)? [Coen eylw+ Cx Cy eo] — 5(abc)*ez een, 
und mithin speciell, da L = L(u, wu) ist: 


(3) L = 9(abe)?(abe)?[Cucweue. + Culw| — d(abc)ee,. — 


Diese beiden Gleichungen gelten ihrer Herleitung nach nur fir 
soleche Werthe von w,, w,, w;, fiir welche f(w) = 0 ist. Da dieselben 
aber von der Dimension 2 sind, die Bedingungsgleichung dagegen die 
Dimension 4 hat, so ist diese Beschrinkung hinfallig und die Glei- 
chungen gelten fiir alle Werthe von w,, w,, w;. 


§ 9. 
Bestimmung von C. 


Zu dem Ausdrucke von C gelangt man wohl am einfachsten durch 
folgende Betrachtung. Setzt man in die Differentialgleichung (8) 
in § 3 ce” & fir Th und eliminirt mittels der Riemann’schen Rela- 


tionen (1) in § 2 die Glieder fe , 8o werden in derselben nur die 


Function @ selbst und ihre ersten und zweiten Ableitungen nach den 
Argumenten zuriickbleiben. Da zwischen diesen, wie man auch un- 
mittelbar mit Hilfe der Periodicitiit der Function @ nachweisen kann, 
keine linearen Gleichungen bestehen kénnen, so miissen die Coeffi- 
cienten derselben einzeln verschwinden. Insbesondere muss dies auch 
mit demjenigen von # der Fall sein; dieser ist aber, wie man sich 
leicht tiberzeugt, [vergl. die Entwicklung in § 3,] gleich 


C+déce+ 2>) Has Wa Wz. 
ap 





Folglich ist 


C= — 0c _ 2)’ Hag Wa Wz. 
ap 
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Dies Aggregat enthilt nur transcendente Parameter, denn die Hag 
haben schon an und fiir sich diese Beschaffenheit, und da ¢ nur aus 
Periodensystemen ,, @,, @, gebildet ist, kommen nach (1) in § 4 
auch in dc keine andern als transcendente Parameter vor. Nach den 
Bemerkungen aber in § 3 heben sich in der Differentialgleichung fir 
Th und also speciell in dem Gliede C derselben, die transcendenten 
Gréssen hinweg, und da die eventuell dazu benutzten Gleichungen 
zwischen den @,, @,, @, und %,, 42, 4, bekanntlich keine von den 
Coefficienten A;,,, algebraisch abhiingenden Terme enthalten, so 
miissen die Coefficienten der w,, w,, w; in dem Ausdrucke von C, 
wenn welche iiberhaupt iibrig geblieben wiiren, numerische Con- 
stanten sein. Dies ist aber unméglich, weil C, wie die iibrigen Theile 
der Differentialgleichung, die Invarianteneigenschaft haben muss. Dem- 
nach kann C keinen andern Werth als Null: 
C=0 
haben. 


§ 10. 
Das Resultat. 


Zur Uebersicht will ich die im vorhergehenden gefundenen Er- 
gebnisse zusammenstellen: 


Die Curve vierter Ordnung, welche den Abel’schen Integralen vom 
Range III zu Grunde liegt, set 


4 4-2 
> > Y a 4—A— 
f -_ Aj, 4, 4—A—u a ay as ’ ? 


4=0 w=0 
und werde symbolisch mit 
a=—b=—cd=—e 
bezeichnet. Wenn man nun unter LEinfiihrung eines willkiirlichen 
Variablensystems wW,, W,, Ws 


9(abc)? (abe)? [eu Cw ulw + Culw] — 5(abc)! ee, = L, 
4 4a 


(abc)? [a2 bic, + dedubebucs] =F = >) >) Aaa say ah ah a 


4=0 uw=0 


setat, wenn man ferner das Operationszeichen 


4 2 
) —_ Aan, 4 Au —- = E 
> OAj w,1—a—n 


4=0 “u=0 


—_ Ren ay an eee 
iy eA 


Distr Sante APSE 


VAMPIRE ARE ZO. 


ee 
Se See 


euteisian 
ADs sea 


ot 


AE 


eu 


sel 
Su 
gl 


ur 
H 


wi 








Abel’sche Thetafunctionen dreier Argumente. 23 


einftihrt, so gentigen die stimmilichen 64 Thetafunctionen Th, welche 
zu der Curve f gehoren, der Differentialgleichung 
2 
éTh + 2 ihe was + = LTh =0. 
Diese Differentialgleichung hat die Invarianteneigenschaft. In der- 

selben sind sechs einzelne Differentialgleichungen zusammengefasst, welche 
: sich daraus ergeben dadurch, dass die Coefficienten der w,, w,, Ws eingeln 
) FF gleich Null gesetet werden, 
) ; Umformungen dieser Differentialgleichung, speciell der Operation 
= 0, wie sie der Beschaffenheit der Coefficienten in den geraden, bez. 
| § ungeraden Functionen Th entsprechen, sind zum Theil bereits durch 
7 Gg Herrn Pascal (Annali di Matematica, S. II, t. XVII) ausgefiihrt 


worden. 


eee. 





Halle, im Juni 1890. 


Ueber bilineare Formen und deren geometrische Anwendung. 


Von 


M. Pascu in Giessen. 


In zwei Aufsiitzen, welche in diesen Annalen 1884 Bd. 23 8. 419, 
1886 Bd. 26 8. 211 abgedruckt sind, habe ich mich, unter Zugrunde- 
legung bilinearer Formen, mit projectiven ebenen Systemen und zwar 
hauptsiichlich mit der Deutung der Invarianten, welche in der Deter- 
minante einer linearen Verbindung solcher Formen auftreten, be- 
schaftigt.*) Seitdem bin ich durch verschiedene Fragen, welche sich 
urspriinglich auf terniire quadratische Formen bezogen, veranlasst 
worden, auf ternire und dann auf binire bilineare Formen zurtick- 
zugehen. Der Zusammenhang, welcher sich dabei zwischen jenen 
Fragen ergab, fiihrte zu der nachfolgenden Darstellung, welche mehr- 
fache Beriihrungspunkte mit den friiheren Aufsiitzen bietet. 

Wenn man von einer linearen Verbindung zweier terniren bilinearen 
Formen die Adjuncte bildet, so entsteht eine bilineare Form (Nr. 5 
und 12), welche zu jenen in invarianter Beziehung steht. Mit dieser 
Beziehung und deren geometrischer Construction beschiftigen sich die 
Nummern 6, 7 und 13, mit den verschiedenen Ausartungen die Nummern 
8, 14—16. Fiir den Fall, dass zwei ternire quadratische Formen zu 
Grunde liegen, stellt die dritte Form den ,,Kegelschnitt der acht Tan- 
genten“ dar. Bei der eingehenden Betrachtung der Ausartungen dieses 
Kegelschnittes (Nr. 18—23) begegnet man einer Eigenschaft einférmiger 
Gebilde, welche in Nr. 4 selbststindig behandelt ist, ferner einem 
Zusammenhange mit den metrisch ausgezeichneten Kegelfliichen 2. O. 
und mit den birationalen quadratischen Verwandtschaften. 


*) Einige Druckfehler in diesen Arbeiten sind am Schluss des 26" Bandes 
verzeichnet, 

Ich erlaube mir hier nachzutragen, dass Herr S. Kantor in den Wiener 
Denkschriften von 1882 die Wiederholung linearer Transformationen untersucht 
hat, und dass Figuren, wie die in meiner zweiten Arbeit in §2 und am Ende 
des § 3 betrachteten, bei Herrn Kantor in den Wiener Sitzungsberichten von 
1881 bezw. 1877 vorkommen. 
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Gelegentlich konnten auch diejenigen Determinanten 9. und 6. Grades 
ausgewerthet werden, welche die Hesse’sche Form einer Determinante 
dritten Grades darstellen (Nr. 17, 23 und 24), 

Um gewisse algebraische Fragen, welche bei den oben erwahnten 
quadratischen Verwandtschaften auftauchen, zu erledigen (Nr. 9—11), 
wurden Entwickelungen aus dem biniren Gebiete — Ausdehnung von 
Eigenschaften quadratischer Formen auf bilineare — vorausgeschickt 
(Nr. 1—3). 

Den Schluss bildet die Herleitung einer algebraischen Beziehung, 
welche bei der wiederholten Anwendung einer bilinearen Form von 
beliebig vielen Veranderlichen auftritt (Nr. 25 und 26). 


I. 
Binire bilineare Formen. 
1. Bildet man aus zwei bilinearen Formen der Verinderlichen 
a, lx, und y;| Yo? 
f(xy) = dan Liye, f (xy) = Sainziys (i, k==1, 2) 


die beiden Functionaldeterminanten : 


of of of of 1 1 
In On On OK = X— 5 (Kay? +2 X.4, 24+ Xp. 2,7), 


of of of @ 1 1 ‘ ‘ 
$f $f ~” fe oF ot Y= = Mung? +2 Yom t+ Yoy’), 


3 so haben die Coefficienten X;,, Yi, folgende Werthe: 


, , , , , , 
” X= 2 (A, Gig—Ay.G11), — Xyg = Ay 4 Wx — yy B11 — Ay a1 + Ay, Giz, 


a 


, , 
X yo = 2 (Ay) 22 — Ay 421), 


ae eed 


, Ul U ’ , ’ 
Y= 2 (G4, 1 — My, ir), Vp = Ay 22 — AyQ Gir — yy ie + yy on, 
, , 
Voy =2 (yy G22 — Ag2 G12), 





und die Formen X, Y selbst lassen sich auf mannigfache Art 
schreiben, z. B,: 




















- ’ 
. Vy | M1 F12 Fe 422) % O a, O|_ |ayy au ay @n|%, 0 x, 0 
b y U , ’ , 
P 2 A141 Gyq Aq, Age 0 x, 0 Ly Ae Aig Ano Az 0 x, 0 Ly 

od as Fs | G9 | Gog Ay — Aq Ay 

’ , , , , ’ 
a1 Ae aa A22 | GQ —Aa —di2 ay 
=> = . 
% O —2, 0 | 0 xy 0 2% 
| 
9 2% OO —4, | — 2, 0 —a, O 


Das identische Verschwinden der Combinante X wiirde bedeuten, 
dass f und f’ entweder in constantem Verhiltniss stehen oder durch 
eine und dieselbe lineare Form von y,|y, theilbar sind. 








| 
| 
: 
: 














Aus dem Systeme 

Gy, AUq Ay Ago 
, , 

Qi Gis dy Age 

gehen 6 Determinanten zweiten Grades hervor, nimlich: 














, U 1 4 , , 1 
Oy F12 — By Gr = J Ay, 4,4 — Ay Au—= > 141, 


’ ’ 1 
G1 Ag2 — Ayo Gur—= > (Yy.+ Xj»), 
, , 1 xX ’ , 1 Y. 
24 422 — Aa2Ma1= > Agr» 92412 — M19 Oza — F Lo, 
’ ’ 1 
G9 Aa — Gy, Cia > (¥,.— X,,). 


Man schliesst hieraus, dass X,, X,.— Y,, Yo.-+ Yi: — Xi; verschwindet, 

dass also die Formen X und Y gleiche Discriminanten besitzen*): 
X,, X» — Xu= Yi, Yo. — Yi. 

Da die Ausdriicke X;,— X,; und Y;,— Y;; dadurch entstehen » dass 

man die Reihen 


, , , , 
Gir Gig Air Ai2 und di —Gin —Ge ak 
bezw. 


Gi Mai Mii ag, und ay —dy —dy an 
componirt, so erscheinen die Discriminanten auch in den Formen: 


, ’ ’ , 
2 [4 Ao Gn Aie|di —diu —a, ay | 
Xi, X,» a X12 = , , , , ’ 
Gq, Gog Ayr Mg2|Gg2 —G21 —Ay. Gq | 
’ , , , 
Yy Yy y, 2 ay Qo au G21 | 21 —a1 — Qo, ar 
oa ae 





’ | , , 
Bo Ag Gig Gez| ez —Giz —Gy, Ay» 
2. Die beiden bilinearen Formen von 2,|z, und y,|\y, kénnen — 


bei verinderter Bezeichnungsweise — aus einer trilinearen Form, welche 
noch weitere Veriinderliche 2,|2, enthilt: 


F(zyz) = Slammye, (i, 1=1, 2) 


als Coefficienten von z, und z, entnommen werden, Zu den zwei 
Covarianten 








ar #F _ #F @F _1y 
OY 02, OY202, OY,02Z, OY20% _ ats 
OF OF an a ee & Y 
O202, 02,02, 020%, O%02, 2 


tritt alsdann noch eine dritte 


"7 


Ueber entsprechende Erscheinungen im quadratischen Gebiete siehe 
Frobenius, Journal f, Math, 1890 Bd. 106 S. 125. 





en ae 





hit 
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i a i. Ae 
OX1OY, O%20Ys OX, 0Y2 O20 2 


1 
= (A141? + 22,28, 2 + Zy22,”) 


hinzu, und die Discriminanten der Formen X, Y, Z sind einander 
gleich: 





Xi, Xy» a Xia —_ Yi; Ly _— Yu: = 21,229 — 2:3, 


oder, anders ausgedriickt, die durch Composition hergestellte Deter- 
minante 


Bitsy Urn %12 Uo) %o2 My. Aor Uy 
G14 M204 = %a19 M227} %22 —Aq1g Gon Fay 
indert ihren Werth nicht, wenn man iiberall den ersten Index mit 


dem zweiten vertauscht, oder den ersten mit dem dritten, oder den 
zweiten mit dem dritten. 


Die Function + X erscheint als Determinante von F, wenn man 
nur y,|y. und 2,\¢, als Verinderliche ansieht: 
X=—2det,,F, Y= 2det,F, Z—2 det, F. 
Kehrt man also zu der vorigen Bezeichnungsweise zurtick und fihrt 
statt 2,|¢, homogene Parameter g|¢ ein, so erscheint +4 als Deter- 


minante der aus f und /’ linear zusammengesetzten Form ef + of 
der Verinderlichen z,|x, und y,|y,: 


Gy, My. On a2\0 @ 0 6 


und die Gleichheit der Discriminante von Z: 


1 
74= 











= Mo’ + 996+ Ao’, 


G14 Mq gy = Aqn| qq "Gq, Ayn Ay 


4A4'—O? = 











, , , , , , ’ ’ 
Qi1 Gio Ag, Gg2|A92 —Aq —Aig An 


mit denen von X und Y als Verallgemeinerung einer bekannten Eigen- 
schaft des Systems zweier biniiren quadratischen Formen. 

Ein einfacher Beweis ergiebt sich tibrigens auch durch folgende 
Determinantenmultiplication : 


-| Xi Xi. +9 
X.—-O = Xx» 
Die so erhaltene Determinante ist die der bilinearen Form 
2 (4X, Hq Oy) (B21 -Oa9 E>) — 2 (O42 ye Lp) (Diy &; +o Eo) 
= Xy,0,8, + (Xy.+0) 2, & + (Xy.—O) a, 6, + Xy9% bo, 


welche unter der Bedingung 0 = 0 symmetrisch wird. 


| 
Gy, Ue |Or2 —b,, 
Ag, Ag |by9 —bay 


4A A’ =4 
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3. Um in gleichem Sinne eine gewisse Eigenschaft dreier biniren 
quadratischen Formen zu verallgemeinern, fiihre ich drei bilineare 
Formen von 2,|z, und y,|y,: 


f(xy) = San viye, f° (xy) = ain, ye, f (ry) = aici 
(i, & = 1, 2) 
ein und bilde die Ausdriicke: 


, ’ , ’ 
Ay1 Ugg —Ay2Qyy =A, yy a2 — By A21 — By, Mia F Ay A= Oyj = Dio, - - +5 





i a oe ee Pe® ss os 
OY: OY OY2 OY; ah, +? mH, + 6 ys , 


jan tun ta ta a” ys? BY Yo FY" Yo, * +55 
so dass z. B. a”, b’, c” dieselbe Bedeutung haben, wie oben 

1 1 

2 Xi, X12, = Xn- 


Da die halbe Determinante des componirten Systems aus 


Gy, Mo Aq4  Uqq | Ugg ——- Gq, Ayn Ay 
, 7 , , , , , , 
Git G@yq Aq. Age | Gop —Aa —Ai An 
” ” ” ” ” isa ” “” 
Qi = Gyq Aq, Ag2 | Ugg —Ay —Aie An 


sich auf die Differenz zweier Determinantenproducte 
Gy, Ayo Aga | 4, Ay 9 | Bi, Bq Ay | NF G1 AQ 
— lan aie a1 Aig Ao Age 
Qi; Gig ay Aiz Ag, Az3 | 
= (dy, a+ aga’ + a3") (a,,¢+ ane +ai ec”) 
— (a.,4+ an 4’ + ana") (a,¢+- aac + ai2¢") 


zuriickfiihrt und mit Zuziehung verschwindender Elemente in die Summe 


la@,¢+aue + ane” a ,a+ ana + aya” 
\dy¢ + aye + ac” a,a+dana + aya’ 
G,¢+ane + ane” aya+ ana’ + ana’| 
Gy .¢+ape + ape’ a .a+ aya + apa’ | 


yr | | 
| 


, , , ° ’ ’ 
Qi1 Aig Aq) Ai Agi Ae 





” iia ” ” ” ” 
Gy, Aya A221 Ay, Ae2 








, ae | ’ ’ wy ’ “ad 
Ay, G1 Qn \/€ C C€ MQ, An An |e ©¢ c 











, iid , ” , w | ’ ” 
Gon Ag Aee|A A a Qin Aig ae2\%@ A a 


tibergeht, so gelangt man zu der Formel: 
24 8, 9 aaa 
0 24 0, 
0,, 9. 2A” 








=2/b BW b’\= 
wo | ’ ” 


e.¢ €' y ¥ YY | 








a mr Er 




















ne 


eee 
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4. Die Deutung der Invariante © der beiden Formen f(xy) und 
f’(zy) ist von Herrn Rosanes (Journal f. Math. 1881 Bd. 90 S. 312f.) 
angegeben worden; siehe auch Pasch, diese Annalen 1884 Bd. 23 
S. 423, und die Schlussbemerkung in Nr. 2 der gegenwirtigen Abhand- 
lung. In dem besonderen Falle a,, = a,;, @i2 = ay stellen die Glei- 
chungen f(xy) = 0, f’(xy) = 0, wenn 2,|x,, y,|y, als lineare Coordi- 
naten von Punkten einer Geraden X gedeutet werden, Involutionen 
dar, deren Doppelpunkte FF” bezw. GG’ heissen mégen, und die 
Gleichung © =0 driickt die harmonische Lage dieser Punktepaare aus. 

Nehmen wir also an, dass a,, = d,, Gig = ax, und 9 = 0 ist, 
aber AA +0, und verstehen wir unter qg irgend einen Punkt der 
Geraden X, unter p den harmonischen Punkt zu FF’ q’, unter q den 
harmonischen Punkt zu GG'q’. Dann erzeugen die Paare pq eine 
Involution (Rosanes a.a.0O.), welcher die Paare FF” und GG’ an- 
gehoren; fiir einen gewissen Punkt p’ der Geraden X ist daher p der 
harmonische Punkt zu GG’p’, q der harmonische Punkt zu FF’p’, 
und auch das Paar p’g’ liegt in der eben erwihnten Involution; 
m. a. W.: 

Hat man auf einer Geraden vier harmonische Punkte F F’ GG’ 
und einen weiteren Punkt p, und bestimmt man eu FF’p, GG'p die 
besiiglichen harmonischen Punkte q’, p’, so ist der zu FF’ p' harmonische 
Punkt q sugleich harmonisch zu GG'q', und die Paare FF’, GG’, 
pq, pg liegen in Involution. 

Geometrischer Beweis: Sowohl die Reihe FF’ G’G q'q, als auch 
die Reihe F’ FGG'p’p sind (involutorisch) projectiv zu F F’GG' pp’; 
folglich sind jene beiden Reihen einander projectiv, die Paare F'F’, 
GG’, pq, pq in Involution. Weiter sind die Reihen G’G pp’ und 
GG'qq' projectiv, folglich GG‘qq harmonisch. 

Wenn man einen Doppelpunkt der durch die Paare FF” und GG’ 
bestimmten Involution mit § bezeichnet, so wird der andere Doppel- 
punkt aus der Gleichung f(z) =O gefunden, und die Punkte GG’ 
sind dann die Nullstellen der Functionaldeterminante der Formen f(x) 


und (#8). f(wt): 
| M141 HF 12% (#5) (41 €, +4426) + &of(w8) 
* | lng By + yyy (%E) (yy +Gy9b) — Ey f(a) 
= 2A. (x§)? — 2(f(wé))?, 
wobei (x&) die Determinante 2, — x, bedeutet. Nun ist 
A - (wb)? = f(EE) Fez) — (F(w8))?s 
folglich kénnen zwei harmonische Punktpaare durch die Gleichungen 


fee) =0, (GE) fen) — 2 (Feb)? =9 
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_ in der Weise dargestellt werden, dass der Punkt § in Bezug auf beide 
Paare einem und demselben Punkte harmonisch zugeordnet ist. — Auch 
die Identitit 
Ay, (Ay, Ly Bay Ho)? — 2 Ayo (Gy, %,  Gyq%p) (Ay, %, + Aq Xp) 
Ht Ay (041% + Ay2%_)? = A - f(wz) 
lisst erkennen, dass die harmonische Invariante (Rosanes, diese 
Annalen 1884 Bd. 23 8.413) der beiden Gleichungen verschwindet.*) 


IL. 

Ternire bilineare Formen mit contragredienten Verinderlichen. 

5. Bei der bilinearen Form der contragredienten Verinderlichen 
&,|%_|%, und 4, | Uy| Us: 

f(au) = > ane u (i, k=1, 2, 3) 
treten uns zunichst Determinante und adjungirte Form (Adjuncte) 
entgegen: 
det f=>'+ O41 My9433 = A, 


adj f= > enum = (zu), 


wo a, = adj a, in der Determinante A. Bei verschwindendem A 
wird g, bei identisch verschwindendem g wird f selbst ein Product 
linearer Factoren. 


Legt man nun eine lineare Verbindung ef + of’ der Form f(xu) 
und einer gleichartigen Form 


f'(eu) => dina, (i, k—=1, 2,3) 
zu Grunde, so haben Determinante und Adjuncte die Gestalt: 
det (ef + of’) = eA + 9760 + e0°O' + oA, 
adj (of + off) = 9? p(au) + eoO(xu) + og’ (xu). 


*) Auch wenn f(xy) nicht symmetrisch ist, besteht die Identitit: 


A (w&) (yn) = £(En) fey) — Fen) fey). 
Die harmonische Invariante der Formen f(ay) und (x &) (yn) ist = f(En), die der 
Formen f(ay) und f(an) f(éy) folglich = Af(én). Fiir 


f' (wy) = «f(wy) + 2 f(wn) fey) 
O=A(2x+AfEn)), A= xA(x+Afen), 


und insbesondere fiir 


wird daher 


f (xy) = (En) fey) — 2f (an) f(Ey) 
O@=0, A =—A(f(én))’. 


wird 
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Mittels der besonderen Form w,, d. i. b xj Uu;, werde 


det (ef + Cuz) = g°A + Q?6%y + 907i + 0°, 
adj (@f + 6tz) = 9? (wu) + eG (xu) + G's. 

Wir denken uns in einer Ebene lineare Coordinaten eingefiihrt, 
%,|%|"%, als Coordinaten eines Punktes 2, u,|u.|u, als Coordinaten 
einer Geraden uv. Dann begriindet die Gleichung f(xu) = 0 unter der 
Voraussetzung A +0 in dieser Ebene eine Collineation, welche dem 
Punkte x einen bestimmten Punkt zuordnet; die Gleichung p(au) = 0 
stellt die umgekehrte Beziehung dar, w, = 0 die identische Collineation. 
Die Figuren, welche einer und derselben Figur mittels der Collinea- 
tionen f(xu) = 0, f’ (au) = 0 entsprechen, stehen unter sich in einer 
projectiven Beziehung; vermége dieses Umstandes kann die Deutung 
der Ausdriicke ©’, ©, ® auf die der Ausdriicke 7, i,, ~ zuriickgefiihrt 
werden (s. Nr. 11 der Abhandlung in Bd. 23). 

6. Um die Projectivitiit ~(auw) 0, deren Bedeutung a. a. O. 
S. 425 entwickelt ist, geometrisch herzuleiten, nehmen wir in der 
Ebene den Punkt a beliebig an und geben dann zwei weiteren Punkten 
b, ¢ eine solche Lage, dass — wenn immer a, b,...,a@,... mittels 
f(cu) =0 in a’, U,..., a”, ... tibergehen — in dem Dreieck abc 
die Seite ab durch c’, die Seite ac durch b’ hindurchgeht (Seite bc 
durch a’ nur bei verschwindendem 7); m. a. W.: die Geraden bc’ und 
cb’ laufen durch a. Ich will das Paar bc ein Gegenpaar des Punktes 
a in Bezug auf f nennen; die Gerade be triigt unendlich viele Gegen- 
paare von a, die Paare einer gewissen Involution. Nur auf einer ein- 
zigen solechen Geraden (vorausgesetzt, dass a kein Doppelpunkt der 
Projectivitat f ist), namlich auf aa’, artet die Involution der Gegen- 
paare aus, indem dort beide Doppelpunkte in a zusammenliegen, und 
ausser a giebt es nur einen einzigen Punkt A, welcher sich mit mehr 
als einem Punkte — den siimmtlichen Punkten der Geraden a A’ — 
zu einem Gegenpaare verbindet, nimlich denjenigen Punkt der aa’, 
welchen das Quadrat der Projectivitét f in einen Punkt A” der aa’ 
tibertragt. Dieser Punkt A, in welchem alle Geraden bc sich begegnen, 
heisse der Gegenpunkt von a in f. 

Zu je zwei projectiven Punktreihen bc ..., b’c’... auf den Ge- 
raden U, U’ gehirt eine Gerade u als Ort der Punkte (bc’, cb’) u. s. w., 
in welchen jene Reihen involutorisch gesehen werden, Herr J. Kraus*) 





*) Jacob Kraus: Die geometrische Deutung von Invarianten, welche bei 
ebenen Collineationen auftreten. Dissertation, Giessen 1886. (Daselbst gehiren 
auf 8.9 Z. 14 v. u, e, und e in den Nenner; S. 15 Z, 1 v. u. vertausche man 
ABCD und aByd, 8. 16 Z.11 v.0o. ABCD und aBPyd). S. den Auszug in diesen 
Annalen 1887 Bd, 29 8S, 234. — Die Uebertragung auf den Raum _ behandelt 
Herr P, Muth ebendas, 1889 Bd. 33 S. 493. 
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nennt u die Involutionslinie der beiden Reihen und beschreibt mittels 
derselben die Umkehrung der Collineation ~ (§ 9 der Dissertation); 
in der That laiuft w bestiindig durch a, wenn U sich um A dreht. 
(Um direct zu beweisen, dass «, wihrend U sich um einen beliebigen 
Punkt A dreht, ein Strahlbiischel beschreibt, schneidet man a aus A.A” 
mittels derjenigen Geraden heraus, welche durch f in die A A” iibergeht.) 
U verbindet die Gegenpunkte aller Punkte von uw und heisse deshalb 
die Gegenlinie von win f. Um zu irgend einer Geraden u = az die 
Gegenlinie U = Ab zu erhalten, bestimmt man den Punkt b auf der 
Geraden x A’ derart, dass x Ab’ in eine Gerade fallen. 

Sind die bei festem a von u, U um a, A beschriebenen Biischel 
projectiv, so folgt, dass die Paare aA eine Collineation erzeugen. 
Nun beschreiben bei festem a, wenn man 6 irgend eine feste Gerade 
v durchlaufen lisst, Az = Ab’ und A’x = A’b projective Biischel, 
wobei fiir d—(v, aA’) die Strahlen Aa=— Ad’ und A’'a=—A'd 
einander entsprechen; mithin beschreibt x einen Kegelschnitt durch 
A, A’ und a. Die Biischel der Strahlen w = ax und A’b = A’a sind 
demnach projectiv, die der Strahlen A’b und U — Ab aber perspectiv, 
folglich bewegen sich u, U projectiv. 

Die Collineation der Paare aA ist die durch die Gleichung »(au)=0 
dargestellte; sie mag als die Gegencollineation zu f bezeichnet 
werden. Die Doppelelemente von f sind zugleich die von y. 

7. Wie leicht zu erkennen, entsprechen einander in ~ nicht bloss 
a und A, sondern auch a’ und A’. Denn da aa’ AA” in gerader 
Linie liegen, so ist A’ derjenige Punkt der in f entsprechenden Ge- 
raden aa’, welcher sich durch das Quadrat von f nach derselben 
Geraden iibertriigt. 

Uniterwirft man daher den Strahl aA’ der Transformation f und 
hierauf noch der Transformation ~, so gelangt man tber a’ A” = aa 
zu AA’. Hieraus folgt aber: Wenn von den drei Strahlen 4A’, aA, 
aA’ einer ein Biischel beschreibt, so bewegen die beiden anderen sich 
ebenfalls in Biischeln. Sind also von A und A’ beschriebene Figuren 
perspectiv, so sind sie auch perspectiv zu der von a beschriebenen 
Figur. Dies kommt mit dem von Herrn Keller auf 8. 25 (§ 12) seiner 
Dissertation*) angegebenen Satze iiberein. 

Da die Gerade aA mit AA” identisch ist, so sind in dem eben 
betrachteten Falle auch die von A und A” erzeugten Figuren perspectiv, 
d. h. bei veriinderter Bezeichnung: Wenn durch eine ebene Projectivitiit 
ein Dreieck abc in a'b'c’, dieses in ab’ c” tibergeht, und es liegen zwei 
von den Dreiecken perspectiv, so liegen sie auch perspectiv zu dem dritten. 


*) Adam Keller: Ueber gewisse Vierecke, die von Viereckspaaren ab- 
hiingen. Dissertation, Giessen 1888. 
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8. Bei besonderer Beschaffenheit von f artet die Gegencollineation 
aus, so dass in ihr einem gewissen Punkte p alle Punkte der Ebene, 
den iibrigen Punkten nur die Punkte einer gewissen Geraden z ent- 
sprechen. Es sind dann p und x Doppelelemente von /; p der Scheitel 
eines Strahlenbiischels, welches durch f in ein involutorisches Biischel 
iibergeht; 2 der Trager einer Punktreihe, welcher in f eine involu- 
torische Reihe entspricht. Das Auftreten eines solchen Doppelpunktes 
bei f zieht das einer solchen Doppelgeraden nach sich, und umgekehrt. 
Die beiden Involutionen liegen perspectiv. 

Soll in der That der Gegenpunkt eines Punktes p in f unbestimmt 
werden, so muss p Doppelpunkt von f sein und jede Gerade Gegen- 
paare be von p tragen, so dass be’p, cb’p gerade Reihen werden und 
einander doppelt entsprechen. Ein beliebiger Strahl durch p kehrt 
mithin bei zweimaliger Anwendung von f in sich selbst zuriick und 
enthilt (wenn f nicht involutorisch ist) ausser p noch einen Punkt 8, 
welcher mit 6” zusammenfallt. Auf der Geraden mx == 68’ werden 
aber durch f nicht bloss 6 und #’, sondern auch umgekehrt B’ und B 
einander zugeordnet. 

Die algebraische Bedingung besteht in dem Verschwinden der 
Determinante von yw: 


det » = det (— f+ ius) = —A+ ity 
= = (i — ti, — 24) = 2 (3-4), 
wahrend f zur Involution wird durch das identische Verschwinden der 
adjungirten Form von p (bei ¢ + 0): 
adj y = adj (—f+ius.) =p —iv+i?uz 
= 9 +if=f + tots. 
Wegen der Bedeutung von %,, i,, f, und wegen der erforderlichen 
Beziehungen s. Bd. 23 8. 425— 427. 


9. Die Form ©, aus welcher # durch besondere Wahl von f 
hervorging, kann in Verbindung mit g und gq’ noch auf anderem, als 
dem obigen Wege erzeugt werden. Wir fiihren Strahlen v, w und 


. Punkte y, ¢ mit der Massgabe ein, dass (vw); =a; und (yz); = 4; 


fiir ¢ = 1, 2,3, wobei 
(vw), = VW, — Vz;W., (VW). = 0,0, — V, Ws U.S. W. 


Bildet man dann unter Zuziehung weiterer Verinderlichen x,|x, und 
A,|4, die binaren bilinearen Formen 


g(%d) = f(x,y %2, Av+A,w), g (xd) =f (x, y+%,2, 4,v+A,w), 
so ist m die Determinante von g (s. Bd. 23 S. 432) und mithin 
ep + ood + oy’ = det (eg + og’). 


Mathematische Annalen. XXXVIII. 
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Um nun die beiden Functionaldeterminanten von g und g’ dar- 
zustellen, bezeichne ich (hier, wie spiter, mit Bezugnahme auf Nr. 6 
in Bd. 23) 


flyr) f'(ev) — Fler) F(yr) 4.5. >’ + uA) fi) mit 4 kw»), 
f(yr) f’ (yw) — fly) f(yr) ai. >’ + a,f(u)2 f(y), mit > Uy), 
5D) w= mit k(vw), rote mit (yz); 


+ k(ve) ist die Determinante der Formen f(x, y+,4,v), f (%,y+%2,v) 


nach x,, %,; aus ihr wird die Determinante von g, g nach x, wenn 
man A,v + 4,w fiir v einsetzt: 


2 det, gg = A,?k(vv) + 24,a,k(ow) + A,2k(ww), 
2 det, gg = %,? U(yy) + 2x, x, U(ye2) + x," (22). 
Nach Nr. 2 besteht also die Identitit: 
4gpy — 0? = k(vv) k(ww) — (k(vw))* = I(yy) l(z¢z) — (i(y2))’. 


10. Beziiglich der Ausdriicke k(vv) und I(yy) fihre ich die 
weiteren Bezeichnungen: 





1 @k(vv) 7 ok(vw) aie 

3 00,00, he ug low), 
1 #@lyy) _ 7, ol(y2) _ 7. 

2 OY; OY, = ly 0x; = h(ys) 


ein und betrachte die in x,|x, und @,|@, bilinearen Formen: 
Of (4, Y + %22,0) + Oof (x,y + 2, v), 
O:f(%1Y + %Q2, W)+ Oof (HY + % 2, W). 
Die Determinante der ersteren ist + k(vv); die Determinanten beider 
nach x bezw. @ sind: 
i ' 1 
01°D + O102P + 0.79 ZF M7U(YY) + % Ml (y2) + > H,71(22). 
Behandelt man daher die drei Formen von x,|x, und Q,|g,: 
Of (%1.Y + %2)i + O2f (Hy + 2), (C= 1, 2, 3) 


nach Nr. 3, so treten beispielsweise 


Kir Kos, y(u), O(u), 9, (u), > (yy), 4(y), > l, (22) 


an die Stelle von 
2A, 0,., «, B, Y, a, b, ¢, 


und es ist demnach identisch: 
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ky, kya ys P,(U) Po (wu) py (u) L(yy) (yy) &(yy) 

Keg, egg Igy | = 2) O,(u) O,(u) Oy (u) | = — 1, (y2) 1, (ys) 1; (y2))|, 

kg, Key egg Py (u) Po (uw) Hg (w) 1, (22) 1, (#2) 1,(22) 
wie auch 


> Ebishalys=2>)+ 912), O(@)29'(@)y= 43 >) Lh, (00) hy (v 10) ky (100). 


11. Zur Aufsuchung der in den beiden vorigen Nummern ent- 
wickelten Identititen wurde ich durch eine geometrische Ueberlegung 
veranlasst, welche, urspriinglich an quadratischen Formen angestellt, 
mit Steiner’s ,schiefer Projection“ zusammenhingt (Werke I. 1881 
8. 409; Systematische Entwickelung u.s. w. 1832. § 59, II). Diese 
Verwandtschaft zwischen ebenen Punktfeldern wird, da sie quadratisch 
und birational ist, durch zwei bilineare Gleichungen zwischen Punkt- 
coordinaten’ dargestellt (Rosanes, Journal f. Math. 1871 Bd. 73 
S. 104). Man kann aber ahnliche Betrachtungen durchfiihren, indem 
man Punkt- und Liniencoordinaten verbindet. Es entspricht nimlich 
mittels der beiden Gleichungen 


fyx)=9, fyr)=O | 
jedem Punkte y eine Gerade v mit den Coordinaten 


f(Y)of (¥s)—FY)sf' (Y)2 IF Y)sf Y:—-F Oil’ Ws FOP Yel W)> 


zu welcher riickwarts der Punkt y der Coordinaten 


hw (O—- ho M|fs A @) — AOS @IAMA'’®) — hr) fi @) 
gehért; v ist der Ort der Punkte, welche dem Punkte y durch die 
Collineationen ef + of’ — 0 zugeordnet werden, wahrend in den um- 
gekehrten Collineationen der Geraden v die Strahlen des Biischels y 
entsprechen. 

Wenn y die Gerade w durchliuft, so umhiillt » den durch die 
Gleichung k(vv) = 0 dargestellten Kegelschnitt, welcher der corre- 
spondirende Kegelschnitt der « genannt werden kann, Die Gleichung 
k(vv) =0 entsteht aber auch durch Elimination von g@ und 6 aus 
dem Systeme 


=O) +f; (0), ~—eh(r)+of,(r), uy —efs(r)+of'(r), 
welches die in of + of’ =O zugehérige Gerade v liefert. Folglich 
umhiillen die Geraden v, welche sich der wu durch die Collineationen 
of + of’ =O zuordnen, ebenfalls den correspondirenden Kegelschnitt 
der w, und man erhiit fiir diesen Kegelschnitt die Parameterdarstellung: 
% = Q' pi(u) + QO, (u) + Opi (u). (= 1, 2, 3) 
Aus der Parameterdarstellung eines beliebigen Kegelschnittes 
v;, = a0? + b:06 + ¢0 (¢ = 1,2, 3) 


5% 
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fliessen nun bekanntlich die Gleichungen desselben in Punkt- und 
Liniencoordinaten (wenn z. B. (bev) = 4 + b,¢, v,): 

4a.¢, —b,2=—0, (bev) (abv) — (cav)? —0, 
und zwar ist 
+ adj (4a,c, —b,*)—=(bev)(abv)—(cav)*, det(4a,c,—b,”)—=4(abce)?. 
Wenden wir dies auf unsern Fall an, so finden wir die Gleichung des 
correspondirenden Kegelschnittes der u in Punktcoordinaten z: 

4og — 0 = 0; 

und in der That ist 4g’ — ?, wie sich in Nr. 9 ergeben hat, in x 


die Adjuncte von k(vv), zugleich in u die Adjuncte von I(yy). 
Weiter muss 


4(D) + 91(w) (uw) 95'() 
mit dem Quadrat der Determinante von k(vv) iibereinstimmen, wie 
dies durch Nr. 10 bestiitigt wird, wobei man 2 det k zugleich als die 
Hermite’sche Form des Netzes 


&,1,(yy) + 21, (yy) + 23ls(yy) 
erkennt. Beachtet man endlich, dass 
adj (49 q’ — 0) = k(vv) . det k, 
so kommt die Identitiit: 
> £21 ,(u) 93 (w) Sd? +0, 2(u) ®, (u) —C>’ +0, 9, (u) g5(u))" 


ome > k(vv) > + gp, (u) D,(u) ws (w), 


welche die neue Tangentialgleichung auf die alte zuriickfihrt. Der 
Fall, wo zwei Polarsysteme statt der Collineationen vorliegen, ist in 
der Dissertation von O. Weimar*) auf Grund einer Andeutung iiber 
das hier befolgte Verfahren behandelt. 


lll. 
Ternire bilineare Formen mit cogredienten Verinderlichen. 


12. Bei der weiteren Betrachtung werden Formen mit cogredienten 
Veriinderlichen vorausgesetzt, so dass 2,|x,|7, und y,|y,|y, in 


fay) => anzim, F(ey)—= >) nam (i, k= 1, 2,3) 


als Coordinaten von Punkten einer Ebene aufgefasst werden kénnen. 


*) Ueber verschiedene Darstellungen des correspondirenden Kegelschnitts 
einer Geraden in Bezug auf ein Kegelschnittbiischel. Giessen 1890, 
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Die mit Determinante und Adjuncte von ef-+ of’ zusammenhingenden 
Bezeichnungen sind wie in Nr. 5 einzufiihren. Ausserdem schreibe ich: 


(ur) = D>) Anwivr, fey) =>) afiy) = > wef @e 
u. Ss. W. 

In Betreff des Einflusses linearer Substitution sei bemerkt, dass 
die Determinante einer Form a bie; 0, Wenn die u; durch f,(x) 


ersetzt werden, sich mit A multiplicirt, wihrend gleichzeitig in der 
Adjuncten die x;y, in 2 g;(v) tibergehen. 

Bildet man also die Determinanten von beiden Seiten der in Bd. 23 
S. 434 hergeleiteten Identitit : 


> Aufily) fe = Of (wy) — Af (wy), 
so kommt links A? det 9, rechts 9A? . 0’ — A®. A’ und mithin: 
det d = 00’ — AX. 

13. Die Paare der Punkte, welche (AA’ + 0 vorausgesetzt) einer 
und derselben Geraden mittels der Reciprocitiiten f’ =0, f=—0O zu- 
geordnet werden, bilden eine Collineation, deren Gleichung g(xu) = 0 
ich in Bd. 23 8. 435 angegeben habe. Es ist zu erwarten, dass die 
Form ® mit der Form 

(au) = » Oris tit (i,k, l= 1, 2,3) 


zusammenhingt, welcher wir noch die Form 


gf (wr) = >? ais aux We te 
zur Seite stellen kénnen. 


Bemerken wir zunachst, dass die Determinante und die Adjuncte 
von g die Werthe 


detg=—A°?A’, adjg=—Ag,. 
ferner die in Nr. 5 mit ¢ und iy bezeichneten Invarianten fiir g die 


Werthe 9, AO’ annehmen, folglich die ebendaselbst mit y bezeichnete 
den Werth 


%=Ou,—g und dety,—Adet%, adj y, —Ag' + Og. 


Wendet man nun das in Bd. 23 S. 432 beschriebene Verfahren auf 
die Identitat 


Zz Ot, Ux fr (%) = Auz 


an, so kommt 
9+ >) Anu filz) = Cus, 


d. h. w, geht aus (vw) dadurch hervor, dass man die v,; durch f(z) 
ersetzt. Um die Adjuncte von y, zu erhalten, verwandelt man in 
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adj ® die 2; y, in 2 ;(u). Schreibt man endlich f(y), fiir ™, so 


geht w, tiber in 
Of(yx) — Af'(y2). 

14. Die Ausartungen der Form ® sind in mehrfacher Hinsicht 
von Interesse. Diese Ausartungen finden stets gleichzeitig mit den 
entsprechenden Ausartungen von y, statt. 

Verschwindet det, so giebt es nach Nr. 8 eine Strahleninvo- 
lution, in welcher jedes Paar conjugirter Strahlen mittels f und 
einem und demselben Punkte, und eine (dazu perspective) gerade 
Punktinvolution, in welcher jedes Paar conjugirter Punkte mittels 
f und f’ der namlichen Geraden entspricht. Es ist dann Of — Af’ 
eine der drei singuliren Formen des Biischels gf + of’. 

Eine weitere Besonderheit tritt ein, wenn adj ® und mithin adj y, 
identisch verschwindet. In diesem Falle ist die Collineation g —0 


involutorisch, nicht verschieden von g’ = 0. Da die Form ® in lineare 
Factoren zerfiallt: 


D = cugty, v= cuzf(uy), Of — Af’ = cf(xn) fey), 
so wird f' eine lineare Verbindung von f und f(xy) f(€y); und da fiir 
f = «f + Af(en) fEy): 
© —3xA+AA/(En), O—nA (3x4+2af(En)), A’ —22A («+ Af(én)), 
D = 2xq(uv) + AfS(En) p(uv) —AAugv,, 
gy = x? p(uv) + «A f(En) p(uv) — xrAAugr,, 
so kann man hier annehmen: 
f (wy) = (En) f(y) — 2f(@n) FEY) 
und erhilt bei dieser Annahme: 
@=—Af(éy), O =—A(f(En))*, A = — A(F(En))’, 
= 2Augo,, 9 = — f(En) {f(En) p(uv) — 2Augoy}. 


Dabei sind die Punkte § und y beliebig; nur muss, so lange die 
Voraussetzung AA’ + 0 festgehalten wird, f(y) von Null ver- 
schieden sein. 

15. Der Fall, wo ® sich zerlegt und zugleich A A’ verschwindet, 
ist noch zu erdértern. 

Bleibt A von Null verschieden, so kann nach dem Vorstehenden 


f nur dann, wenn f(y) =O wird, singulir und zwar das Product 
linearer Factoren werden, nimlich: 


f' (ey) = — 2f (en) FEY). 
Verlangt man dagegen: A =O, A’ +0, so ist zu nehmen: 
fey) = — 2f (an) f(y) mit fbn) = 0. 
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Beidemal wird ® durch uw; und v, theilbar, ohne identisch zu ver- 
schwinden; auch hat man beidemal: 9 = 0’ = 0, 

Was endlich den Fall A =A’ =O anlangt, so sei zuerst be- 
merkt, dass dann wieder 9 und 0’ Null werden; denn entweder ist 
gy = 0 und schon deshalb 0 = 0, oder f ist kein Product und dennoch 
Of = cf(an) f(éy), u. s. w. Ferner sei bemerkt, dass bei der An- 
nahme: f=1,q,, f =leq, sich ergeben wiirde: 

of + of = elegy + Glegy, adj (ef + of) = ea(ll'u) (qq'v), 
, © = (U'u) (qq'2). } 
In Riicksicht auf die Voraussetazung A = A’ = 0 kann man nun den 
Formen f und f’ die Gestalt: 
f(xy) = Ale dy — pms Py, f(y) = Vlegy — w' me py 
geben, wodurch man erhiilt: 
(wv) = Ad (Llu) (qq'v) — Ap’(Lm'u) (qp'v) 
— A'(ml'u) (pg'v) + we'(mm'u) (pp'r), 
p (uv) = du(imu) (pr), 
© = Au {a (ml’) (pgq’) — w' (Imm) (pap')} 
u. Ss. W., und es gehen dann entweder die Geraden Iml’m’ oder die 
Geraden pqp'q’ durch einen Punkt. In der That: Wenn man — 
was zulissig ist — J, als identisch mit 1, annimmt, so folgt aus 
@=—0'=0: 
duu (Imm) (pap')=9, wd w (mm) (pp'q’) = 0, 
und es wird daher 


adjd—  awa'w’s S) + Um), (ml’)y 2 - >) + @) (Pa) Ms 
— App’? >) + (Im'), (mm’)y ty» 3S + (av), (PP Ys 
— wa a! >) + (ml), (mm), 2, « > + (0a): (PP vs 
= Aud’ u' (Imm) le (py(qp'a’) — dy (par) 
= dui’ (lnm) (qp'q’) le Dy = — Awd w'(lmm’) (pqq’) le Py 


Da aber dieser Ausdruck verschwinden soll, so ist entweder (1m m’) = 0, 
oder (pgp) = (pqq') = (pp'a’) = (ap'q’) = 0, oder — falls keine 
dieser Méglichkeiten zutrifft — das Product Aud'u’ =0, Im letzten 
Falle kann man, wenn w oder wu’ =0, die Gerade m bezw. m’ so 
wihlen, dass (Jmm’) = 0; wenn 4=0 neben wd’'w’ +0, oder 1’ =0 
neben Au’ +0, so ist (pp'q’) =O bezw. (pgp) 0, und man kann 
q bezw. q’ so wihlen, dass pqp’q’ durch einen Punkt gehen; ent- 
sprechend verfahrt man bei 4 = 1’ = 0. 
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Man kann also die Formen f und f’, wenn beide singular sind und 
ihre Contravariante ® zerfallt, entweder auf die Gestalt 


f(xy) =Aleqy — wmapy, f (wy) = Megs — w mepy 
oder auf die Gestalt 


fey) = Aledy—wmspy, f(y) = AV ledy — w Mapy 
bringen. Umgekehrt folgt aus der ersteren Gestalt, dass fiir einen 
gewissen Punkt § sowohl f(€y) wie /’(€y) identisch in y verschwinden 
und , g’, ® durch uz = (lmu) getheilt werden; aus der letzteren, 
dass fiir einen gewissen Punkt 7 sowohl f(a) wie f (am) identisch in 
x verschwinden und v, = (pqv) in g, 9’, ® als Factor steckt. 

16, Will man erreichen, dass ® nicht bloss zerfallt, sondern 
geradezu identisch verschwindet, so hat man die Formen f und f/f, 
welche alsdann nach Nr. 14 und 15 beide (wie tiberhaupt alle Formen 
of + of’) singulair sein miissen, jedenfalls in der Gestalt 


Ff (@y) = Ag le Dy A Aya lady + Ag, Mz Py + Ag. Medy, 
f’ (xy) = An ly Dy + Miele Gy + Aoi Mz Py + Ace May 
vorauszusetzen. Denn schreibt man gemiiss Nr. 15 etwa 


f(xy) = Aledy — wMspy, f (ey) =A leq — w'Mmepy, 
so wird 
> = (mu) [Au (p'qv) — wd (_pr)), 

und hier soll, da das Zusammenfallen der Geraden 7 und m sich ver- 
meiden lisst, der zweite Factor verschwinden; dann gehen aber ent- 
weder die Geraden pqp'q’ durch einen Punkt, oder man hat: 44’ yu’ =0 
und kann deshalb eine oder zwei dieser Geraden so wihlen, dass alle 
vier sich in einem Punkte treffen. 

Werden nun f und /’ in der obigen Weise angenommen, so ver- 
schwinden f(y) und f(y) identisch in y fiir einen gewissen Punkt &, 
zugleich f(a) und f’(#m) identisch in x fir einen gewissen Punkt 7, 
und », g, ® werden theilbar durch uzv,: 

D = (Ay, Aaa — Ayg Aan — Agy Ata + Ago Ais) Ug dy. 
Damit also ® identisch verschwindet, ist nur noch die Bedingung 
Ayy Ave = Ay Aan — Ay, Ais + dog Ait = 0 
zu erfiillen. 

17, Bei jeder Beschaffenheit der Form f kann man die Adjuncte 
von ® durch geeignete Wahl von f’ zum Verschwinden bringen. Wird 
jedoch gewiinscht, dass selbst bei gegebenem f durch geeignete Wahl 
von f den Werth Null erhalte, so ist dazu die Bedingung A= 0 
nothwendig und auch hinreichend (Nr. 16). Die Nothwendigkeit der- 
selben folgt schon daraus, dass mit @ auch Of — Af’ (s. Nr. 12) und 
mithin A (wie auch 0, 0’, A’) verschwindet; der Fall f: f’ = Const. 





ee 
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wiirde sogar » = gy =O ergeben. Andrerseits erhellt die Zulanglich- 
keit der Bedingung AO sofort, wenn man f auf die Gestalt 
Al.dy — ump, bringt und dann f = /,p, annimmt. 

(Die singulire Reciprocitét f = 0 lauft tibrigens — wenn f nicht 
zerfallt — auf eine projective Beziehung zwischen den Strahlen zweier 
Biischel Im, pq hinaus. Jeder Punkt etwa von / bildet mit jedem 
Punkte des entsprechenden Strahles p ein Nullpaar der Form f, d. h. 


fiir alle u, v ist >a (lu); (pv), = 0. Dieser Ausdruck ist aber der 
Werth von ® fir aj, =1p,, da unter der Annahme u—wzy, v—€7: 
flew) ly — f(y8) le = Dd vain Cudebe 


u. 8. W.) 


Die vorstehende Ueberlegung fiihrt zu dem Werthe der sym- 
metrischen Determinante neunten Grades: 


0 0 0 0 G3, —Qy, DO —Go3 Aye 
0 0 0 —a,, O Ay, , OO —@e, 
0 0 0 Ay. — As, 0 Gy. ay 0 

0 —ads; 39 0 0 0 0 G3 —4. 


H=| ag, 0 —ay 0 0 0 —ad3; 0 Qy4\5 
— Aso sy 0 0 0 0 Ay. —My, 0 
0 Gy, —Ayo 0 —as A> 0 0 0 
— Ay, 0 yy Ay 0 —a, 0 0 0 
QM. —Q, OO —G. Gy 0 0 0 0 








welche aus dem Systeme A;,—=0 (i, k=1, 2,3) durch Elimination 
der aj, hervorgeht und als Jacobi’sche Determinante der «;, oder als 
Hesse’sche Determinante von A aufzufassen ist*). Ist nimlich H=—0O, 
lasst sich also das System A;,—0 durch geeignete Werthe der aj, 
befriedigen, so ist auch A = 0. Folglich sind alle irreduciblen Theiler 
von H gleich A, H: A® eine Constante. Nimmt man fiir die a;, das 
Einheitssystem, so wird A=1, H—=—2. Somit ist H— — 2A°, 

Auch die Formein der Nr. 14 erméglichen eine Berechnung von 
H und wugieich die der ersten Unterdeterminanten. Indem man eine 
jede Zeile von H mit der Reihe 


Mx f(y) — 2fi(n) FE  (, =1, 2, 3) 
componirt, erhalt man die Werthe 2A &,y,, (1, m=1, 2, 3); indem man 





*) auch als Determinante der in den aj, und a’, bilinearen (in den a;,, 


a;,, 4;, symmetrischen) Invariante 5) A;, a;, dreier Formen f, f’, f”. Ueber 
diese Invariante s. Kraus a. a, O. 
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also die Elemente jener Reihe nach den Producten & 7, ordnet, ge- 
winnt man ein System K, welches, mit dem Systeme H componirt, 
in der Diagonale iiberall 2A, sonst Nullen liefert. Demnach ist 
HK = (2A), H: A® eine Constante, H = — 2A’, = — 2A‘ 


und die Elemente von K sind die mit — A? dividirten Adjuncten der 
Elemente von H. 


IV. 
Anwendungen im Gebiete der terniren quadratischen Formen. 


18. Ich wende mich nun zu dem besonderen Falle symmetrischer 
Formen. Durch die Annahme 


Ait =i, Ge — a; fir t,k—1,2,3 


werden f(xy), f'(zy) Polarformen der quadratischen Formen [(2x2), 
f'(xx); azugleich werden g(uv), g’(uv), ®(we) symmetrisch. Dient 


f als Abkiirzung fiir f(zx), fiir m(uv), f; fiir f(x) u. s. w., so be- 
stehen (Nr. 12) die Identititen: 


> Aafhi=Of—Af, DS 4afifi=Of — 4. 


Bekanntlich stellt die Gleichung ® =) den Ort der Geraden dar, 
welche aus den Kegelschnitten f—0, f’ = 0 harmonische Punkte- 
paare herausschneiden. 

Es handelt sich um die Ausartungen von ®, d. h. um die Fille, 
wo det ® = 90’ — AA’ verschwindet. Ich nehme also zunichst an, 
dass det ® = 0 ist, wihrend adj ® und auch AA’ noch von Nall ver- 
schieden bleiben sollen. Die Gleichungen f=—0O und f’ = 0 stellen 
alsdann eigentliche Kegelschnitte dar, ® zerfallt in ein Product ugu,, 
die Strahlenbiischel § und 7 liegen getrennt und umfassen die Trager 


harmonischer Schnittpunktpaare mit jenen Kegelschnitten. Zugleich 
wird 90: A = A’: © und 


of — Af =—4 Of —Af) =f (eb) fen = — Ff (8) Fn), 


d. h. Of — Af’ = 0 ist einer der drei zerfallenden Kegelschnitte des 
Biischels ff’, etwa mit dem Doppelpunkte r; und zwar besteht derselbe 
aus zwei verschiedenen Geraden, welche den beiden Kegelschnitten 
f und f’ in den niamlichen Punkten, etwa ab bez. cd begegnen; 
endlich sind € und die Pole dieser Geraden fiir f und fir f’, etwa 
— der Pol der ab fiir f und der cd fir f’, 9 der Pol der cd fiir f und 
der ab fiir f’. Die Gerade §y ist demnach fir alle Kegelschnitte des 
Biischels die Polare des Punktes r; auf ihr treffen sich die Geraden 
be und ad in einem Punkte p, die Geraden ca und bd in einem 
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Punkte g, und da die Strahlen pr, gr durch ab, cd harmonisch 
getrennt werden, so bilden auch die Pole pq &y eine harmonische 
Punktreihe. 

19. Hieraus ergeben sich auch die nach Nr. 14 dem vorliegenden 
Falle eigenthiimlichen Involutionen. Man kann auf der Geraden &7 
je zwei Punkte einander zuordnen, welche fiir f und f’ dieselbe (durch 
r laufende) Polare besitzen ; diese projective Zuordnung mit den Doppel- 
punkten pq ist involutorisch, weil in ihr § mit y ein Paar bildet; 
sie fallt mit der Involution zusammen, welche die Gerade §7 aus den 
Kegelschnitten des Biischels herausschneidet*), Man kann in dem 
Strahlenbiischel r je zwei Strahlen einander zuordnen, welche fiir 
f und /’ denselben Pol (auf &7) besitzen; diese Paare liegen ebenfalls 
in Involution und zu den obigen Punktpaaren perspectiv. 

Wie schon bemerkt, lasst sich jedes derartige Punktpaar mit 
abed durch einen Kegelschnitt verbinden. Insbesondere liuft durch 
abcdéy ein Kegelschnitt k, auf welchem jeder Punkt nach & und 9 
conjugirte Strahlen sowohl fiir f wie fiir f’ entsendet. Denn €a, na 
sind fiir f und /’ conjugirt u. s. w. 

Noch sei auf den Zusammenhang hingewiesen, in welchem unsre 
Figur mit gewissen, in metrischer Hinsicht ausgezeichneten Kegel- 
flichen 2. O. steht. Man verlege die Ebene der Figur nach dem Un- 
endlichen, den Kegelschnitt f’ nach dem Durchschnitt der Ebene mit 
allen Kugeln und verbinde die Punkte der Figur mit irgend einem 
Punkte O im Endlichen, Dann gehen aus den Linien f, f’, k drei 
Kegel 2. O. hervor: F, F’, K, und die Paare senkrechter Strahlen 
oder Ebenen des Biindels O sind die Paare conjugirter Elemente fiir F’. 
Demnach ist #' ein Kegel des Pappus**), d.i. ein Kegel 2. 0., welcher 
aus den Ebenen einer gewissen Geraden O§ (und mithin auch aus 
denen einer zweiten Geraden On) je zwei senkrechte Strahlen heraus- 
schneidet; K ein orthogonaler Kegel (nach Schroeter, Journal f. 
Math. 1878 Bd. 85 S. 79), dessen Kanten mit zwei Strahlen O£, On 
durch je zwei rechtwinklige (hier in Bezug auf F’ conjugirte) Ebenen 
verbunden werden, — der mit F' concyklische orthogonale Kegel 
(Th. Meyer a. a. O. 8. 18). — 

20. Dass die Kegelschnitte f und f’ einander berihren, ist nicht 
ausgeschlossen. Die Beriihrung muss aber dann im Punkte r erfolgen, so 


*) Wird &y von f in FF’, von f’ in GG’ geschnitten, so liegen FF’, GG’ 
mit einander und mit pq harmonisch. Die aus solchen Paaren F’F”, GG’ in 
Nr. 4 hergestellte Involution stimmt mit der obigen tiberein. 

**) Siehe Theodor Meyer: Ueber die Kegel des Pappus und des Hachette. 
Strassburger Dissertation, Berlin 1884. Dort sind die Benennungen ,,Kegel des 
Pappus“ und ,,Kegel des Hachette“ eingefiihrt. Der letztere ist der supple- 
mentiire Kegel des ersteren. 
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dass etwa g, a und d mit r zusammenfallen; denn wegen 90’ = AA’ 
wird die Discriminante von det (ef + of"): 

4(3A0'— ©) (30A’— 0?) — (9AA’— 00)? =— 12 4 (0+ Ao), 
und andrerseits ist 

3A? + 2006 + O'o? = A(O?+A0) fir 9p =—0, 6 —=—A. 

Am Kegelschnitt f wird die Tangente des Punktes a von den Tangenten 
der Punkte 6, c in & bezw. 4, von der Geraden be in p getroffen. 
Aus der hierdurch bedingten harmonischen Lage der Punkte Eyap 
folgen die iibrigen Eigenschaften der Figur. 

Um auch den Fall AA’ = 0 (also AA’ = 00’ = 0) zu erledigen, 
nehmen wir zuerst etwa A von Null verschieden, aber A’ — 0. Unter 
der Voraussetzung A’ =O =—0 zerfallt f in zwei fir f conjugirte 
Geraden, von denen im Falle A’ = @=—0’= 0 die eine f berihrt. 
Unter der Voraussetzung A’ = 0’ = 0 zerfallt f’ in zwei Geraden, 
welche sich auf f begegnen, etwa in b, und f ausserdem etwa in a 
und ¢ schneiden; Of — Af’ —O zerfallt in die Gerade ac und die 
Tangente des Punktes }, © =O in den Punkt b und den Pol B der 
ac. Dass jede Gerade durch 6 (d. i. jede zu ae conjugirte Gerade, 
also die Polare eines beliebigen Punktes B der ac) die Geraden be, ba 
in conjugirten Polen A, C schneidet, ist eine bekannte Eigenschaft des 
dem Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecks abc.*) 

Zerfallt endlich sowohl f wie f’, so geht eine Gerade des einen 
Linienpaares durch den Doppelpunkt des andern; nur eine der Gréssen 
©, 0’ wird Null. 

21. In der Reihe der Ausartungen von ® folgt jetzt der Fall, wo 
adj ® fiir alle w verschwindet, aber nicht ® selbst, d. i. O = cu;?, 
c+ 0. 

Zuerst sei wieder AA’ von Null verschieden. Dann wird man 
nach Nr. 14 schreiben: 


f (wa) = f(&§) f(wx) — 2(F(xy))’, 
wo & einen beliebigen, dem Kegelschnitt f (und mithin auch /’) nicht 
angehérigen Punkt bedeutet, dessen Polare w fiir f — zugleich seine 
Polare fiir f’ — durch die Gleichungen §& — g;(@) bestimmt werden 
kann. Ebenfalls nach Nr. 14 ist ® = 2Au;* und 


@ (wu) = — f(EE) {F(EE) pwn) — 2A? 
= — Af(EE) {p(@@) yun) — 2(p(uo))*}. 


*) Reye: Die Geometrie der Lage I, 3. Aufl. 1886 S. 102. Ein besonderer 
Fall ist der Satz, wonach je zwei Supplementarsehnen des Kegelschnittes con- 
jugirte Richtungen besitzen, — Das Dreieck abc und das ihm eingeschriebene 


Poldreieck ABC erscheinen perspectiv in einem gewissen Punkte des Kegel- 
schnittes. 
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Die beiden so dargestellten Kegelschnitte befinden sich in doppelter 
Beriihrung; die gemeinschaftlichen Tangenten treffen sich in & und 
beriihren auf @. Die Strahlen des Biischels € — und nur diese — 
schneiden f und f’ in harmonischen Punktpaaren; die Punkte der 
Geraden  — und nur diese — entsenden an f und f harmonische 
Tangentenpaare. Jeder der beiden Kegelschnitte ist seine eigene Polar- 
figur in Bezug auf den andern. Derartige Kegelschnitte behandelt 
Herr F. Gerbaldi in Nr. VI der Abhandlung: Sul sistema di due 
coniche (Annali di Matematica 1889/90 Serie 2 T. 17 p. 161) und 
nennt sie ,,conjugirte Kegelschnitte in Bezug auf den Punkt & oder 
die Gerade ow.“ 

Ist A + 0, aber A’ = 0, so bedeutet f’ eine doppelt zu zahlende 
Tangente von f; sind beide Determinanten Null, so stellen /, f’ Strahlen- 
paare eines Biischels dar, welche einander nicht harmonisch trennen 
(Nr. 15). 

22. Auch hier — wie in Nr. 19 — treten gewisse, mit den in 
Nr. 4 betrachteten verwandte, Punkt- und Strahlen-Involutionen auf, 
diesmal aber in unendlicher Menge, niimlich auf jeder Geraden durch £ 
und in jedem Punkte von w. Man verbinde & mit irgend einem anderen 
Punkte P der Ebene durch eine Gerade, welche @ in 9, f in FF’, 
f in GG’ schneidet, so dass die Paare §y, FF’, GG’ zu je zweien 
harmonisch liegen, und bezeichne den harmonischen Punkt zu §yP 
mit @; dann ist auf &» ein gewisser Punkt p’ zugleich dem Punkte 
P fiir f und dem Punkte Q fiir f’, ebenso ein Punkt q’ (der harmonische 
zu §np’) zugleich P fir f’ und Q fiir f conjugirt. Man verzeichne 
ferner auf @ denjenigen Punkt £, welcher § und y zu einem Poldreieck 
von / und /” ergiinzt (vorausgesetzt wird AA’ +0); dann sind ¢Pyp’ 
und £Qq' Poldreiecke von f, Pq’ und £Qp’ Poldreiecke von /’. 

Wenn P die Ebene durchwandert, so beschreibt Q eine projective 
Figur, und zwar entsteht eine durch w als Axe und & als Centrum 
bestimmte involutorische Beziehung, in welcher auch p’ und gq’ einander 
entsprechen. Legt man daher auf @ einen Punkt O (mithin in dem 
Biischel € einen Strahl OF — o’) fest, und bringt man die Geraden 
fp’ und OQ in P’, die entsprechenden Geraden €q' und OP in Q 
zum Schneiden, so sind die mit P verinderlichen Punkte P’ und Q 
ebenfalls entsprechende Punkte in jener Projectivitit. Mit P ist aber 
sowohl P’, wie Q durch quadratische, birationale und iiberdies sym- 
metrische Verwandtschaft verkniipft, nimlich P’ als der harmonische 
Pol von P fiir den Kegelschnitt f und zugleich fiir das diesem con- 
jugirte Linienpaar wa’, Q als der in der Geraden OP enthaltene 
harmonische Pol von P fiir den Kegelschnitt f’. Wir sind also im 
Stande, diese beiden Arten von quadratischer Verwandtschaft durch 
Zuziehung einer involutorischen Projectivitét in einander tiberzufiihren. 
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Ueberhaupt wird jede quadratische, birationale und symmetrische 
Verwandtschaft (vergl. Nr. 11) durch zwei bilineare Gleichungen 
g(zy) = 0, g (ay) =O dargestellt, welche sich mit dem Systeme 
g(yx) = 0, g' (yx) = 0 decken miissen; dabei ist jedoch der Fall aus- 
zuschliessen, dass g und g’ gleichzeitig alternirende Formen sind. 
Entweder sind nun die Formen g und g’ beide symmetrisch; dann sind 
je zwei zugeordnete Punkte harmonische Pole in Bezug auf ein Biischei 
von Kegelschnitten, Oder man kann g und g’ durch eine symmetrische 
und eine alternirende Form ersetzen (denn wenn etwa g weder sym- 
metrisch noch alternirend ist, so deckt sich das System g = g’ = 0 
mit dem Systeme g(xy) = g(yx) = 0, und die Summe der Formen 
g(ay), g(yx) ist symmetrisch, ihre Differenz alternirend); dann liegen 
je zwei zugeordnete Punkte auf einem Strahle eines bestimmten Biischels 
harmonisch gegen einen bestimmten Kegelschnitt. Zwischen den hier- 
nach einzig mdglichen beiden Arten solcher Verwandtschaft hat sich 
oben ein linearer Zusammenhang ergeben. Geht man von der ersten 
Art aus, so hat man in dem Kegelschnittbiischel ein Linienpaar @ a’ 
zu ermitteln, dann denjenigen Kegelschnitt f des Biischels, welcher 
@o’ in harmonischen Punkten schneidet, u. s. w. 

23. Die letzte Méglichkeit ist die, dass alle Coefficienten von ® 
verschwinden (vergl. Nr. 16). Dann bedeuten f—0, f =O Linien- 
paare mit gleichem Doppelpunkt und in harmonischer Lage. Sind die 
Linien des Paares f = 0 von einander verschieden, so darf man wieder, 
wie in Nr. 21: 

f' (wx) = f(&&) f (wx) — 2 (F(w8))’ 
nehmen, wo & jetzt einen beliebigen Punkt der Ebene vorstellt, nur 
nicht den Doppelpunkt von f (vergl. Nr. 4). Besteht jedoch f aus 
zwei gleichen Factoren, so ist /’ das Product eines solchen Factors in 
eine beliebige lineare Form. 

Analog zu dem in Nr. 17 eingeschlagenen Gange bringen wir 
hiermit die symmetrische Determinante sechsten Grades*) 





0 33 Gy. —243 0 0 | 
Ay 0 as; 0 —2a,, Oo | 
Ay, Qs, 0 0 0 —2a,. 
i= —2 ay, 0 0 —2a, 2 a1. 2s; |’ 
0 —2as;, 0 2a;. —2a,, 2 dos 
0 0 —2a,, 25, 2Go3 —2ds | 





*) Auf diese Determinante wurde ich durch eine von Herrn A. Breuer zu 
Trautenau im Januar d, J. mir zugeschickte Schrift: Die Normalform der all- 
gemeinen Kegelschnittsgleichung, Eisenach 1888, aufmerksam. Herr Breuer ist 
zu der Determinante — mit entgegengesetztem Vorzeichen — durch eine eigen- 














it 
i= 











Ueber bilineare Formen. 47 


die Hesse’sche Determinante von A nach @;;, Go M33, G3) M1) By; 
in Verbindung. Diesmal ist H durch das Quadrat von A theilbar, 
H = — 16A%. 

Man kann H als die Determinante der in den je sechs Gréssen 
@ix, Qj, bilinearen Invariante >) Ay, aj, dreier quadratischen Formen 


ff, f" auffassen. Diese (in den a4, ajx, aj% symmetrische) Invariante*) 


geht, wenn man wu, fiir ajx, vv, fiir aj, einsetzt (vergl. Nr. 17), in 
den Ausdruck 


Jain (wo) (urn), d. i. ve2f (yy) — 2vevy fey) + v/2f (ex) 


iiber, wobei u; = (vy); fir ¢—1, 2,3 zu nehmen ist. In der That 
entsteht H =O als Bedingung fiir die Zerlegbarkeit von f am ein- 
fachsten, wenn man davon ausgeht, dass jeder Punkt wv auf f liegen, 
d. h. dass bei allen « der vorstehende Ausdruck Null werden muss, 
falls eine Gerade v ganz zu f gehoéren soll. Zugleich erhilt man fir 
diesen Fall die Zerlegung von f in lineare Factoren: 


vy? - f(ex) = vy {2v, f(xy) — ve f(yy)}, 
wo y einen beliebigen Punkt ausserhalb der Geraden v bedeutet. 

24. In dem Elementensysteme H sind auch die Adjuncten der 
Elemente durch A theilbar, nimlich gleich den mit — 8 multiplicirten 
Elementen, aus welchen sich die Determinante des Ausdrucks 

f(S&) fwa) — 2 (f(w8))’ 
zusammensetzt, wenn man denselben als bilineare Form der Reihe 
%,7, %_?, Ly", 22%, 2X,%,, 2x,x, und der Reihe &,?, &,?, &*, 28,&5, 
2&,t,, 2&,§ auffasst. Wegen der Begriindung darf auf die in Nr. 21 
tiber @ gemachte Angabe und auf Nr. 17 verwiesen werden. 

Im Falle A = 0 sinkt fiir das System H der Rang (nach der von 
Herrn Kronecker, Berliner Sitzungsberichte 1884 8S. 1078, ein- 
gefiihrten Ausdrucksweise) von 6 auf 4, vorausgesetzt dass nicht zu- 
gleich alle «;, Null werden, wodurch der Rang sich auf 3 erniedrigen 
wiirde, Kine weitere Erniedrigung ist nicht mdéglich, es mtisste denn 
schon f identisch verschwinden. Diese Verhiiltnisse lassen sich aus 
der Determinante selbst nachweisen, 

Die entsprechende Determinante zehnten Grades im Gebiete der 
terniiren cubischen Form besitzt, wie Herr Rosanes neuerdings (diese 
Annalen 1890 Bd. 36 8. 316) bewiesen hat, die Eigenschaft, dass sie 
selbst und alle ihre ersten Minoren immer verschwinden, 


thiimliche Elimination gelangt und hat durch Ausrechnung der Determinante den 
Werth 16A?* erhalten, a. a, O. 8. 80. 

*) S. Nr, 17 Fussnote. Eine neue Deutung dieser Invariante giebt Herr 
W élffing, diese Annalen 1890 Bd. 36 S. 113f. 
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V. 
Bilineare Formen mit beliebig vielen Verdinderlichen. 


25. Im Anschluss an die Bezeichnungen in Bd. 23 S. 423—427 
werde eine bilineare Form der Verinderlichen x und der contragredienten 
Verianderlichen wu eingefiihrt: 


f (au) = >a rim, (i, k—=1,2,...,0) 
ferner fiir i= 1,2,..., : 


Lio = Xi, Liar = AX + AeiXa + +++ + AniXno, 
Lig = AGH Ff Agi Xp + + ++ + Ani Lut 
u. s. f., sodapn 


fh (xu) = > ti2 ui, fo(xu) => ais ui m. mf. 
i i 


Es ist-nun bekannt, dass fiir n — 3 eine Beziehung 


fy — Ayf, + Arh, — Aste = 0 
besteht, deren Coefficienten auch in der Gleichung 
det (f+ ou,) = 6 + A,o? + A,o + A, 
auftreten. Diese Beziehung, welche sich sofort ergiebt, wenn man f 
in der — allerdings nicht immer zulissigen — Gestalt aims an- 


nimmt, ist von Clebsch und Gordan, diese Annalen 1869 Bd. 1 
8. 374 und 379, sowie in Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber 
Geometrie I. 1876 8. 989—991 durch symbolische Rechnung, in meiner 
Arbeit Bd. 23 S. 425—428 (s. auch Nr. 5 der vorliegenden Arbeit) 
auf anderem Wege hergestellt worden. Die entsprechende Thatsache 
fiir beliebiges » hat Herr Netto, gelegentlich seiner noch nicht ver- 
éffentlichten Untersuchungen iiber lineare Substitutionen, im Juli 1888 
gefunden und nebst seinem Beweise mir mitgetheilt. Hierdurch ver- 
anlasst, habe ich damals eine Verallgemeinerung des a, a. O. von mir 
eingeschlagenen Weges aufgesucht. 
26. Bei beliebigem m setze ich: 


det (f+ our) = o* + A,or-! + A,o**? +.-.-+4,, 
Li,n-1 Ay: | Qi Ani | 
2 Xkn—1 ans | “2 2 ™ “1 | Qik Okk 


Lin-2 i Ami Ui Ms 


7 
Len—2 Oke a = Lmn—3|Amk Uk Ak = R, 
m 
| 


kb 
Zin-2 Ge Ami Ait Ai 


=f,, 
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u. s. f., wo @ festgehalten wird, wihrend k, 1, m,... bei den Sum- 
mationen die Werthe 1,2,..., durchlaufen, jedoch ohne Wieder- 
holung der Combinationen. Dann kommt: 


R, — A, Xin—1 — Lins 
R, = A, Xin-2 — R, ’ 
Ry = Ag-1 Lia ——. Ra-2; 
O=A, to — Rui 
und duréh Addition unter Beifiigung abwechselnder Vorzeichen: 
Lin — Ay Uhr + Ay Din—e— +++ + (—1)" Anvn = 0, 
fu—1 — Ayfa-2 + Agfa-s — +++ (—1) 7 Anif + (—1)"Ant, = 0. 


In der hier benutzten Gruppe von n Gleichungen ist die erste 
eine Ausdehnung der Formel (13) in Bd. 23 8. 425, da R, fir n=—3 
den Coefficienten von wu; in der Form w(x) vorstellt, wenn man die 
a, durch die 2j¢ ‘ersetzt. 


Giessen, Juli 1890. 


Mathomatische Annalen, XXXVITII. 4 
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Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher Gruppen 


reeller linearer Substitutionen. ° 
(Mit einer Figurentafel). 


Von 


Rosert Fricke in Berlin. 


Herr Poincaré hat in seiner Abhandlung*) ,, Les fonctions 
fuchsiennes et 0 Arithmétique“ ein sehr merkwiirdiges Princip entwickelt, 
von den indefiniten terniren quadratischen Formen aus unendliche 
Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen zu definiren; und 
zwar gehdren die so auf arithmetischem Wege zu gewinnenden Gruppen 
zu denen, die einen endlichen Fundamentalbereich besitzen**). Bei 
dem grossen Werthe, welchen die gedachten Entwicklungen Poincaré’s 
sowohl fiir die Gruppentheorie wie Arithmetik besitzen, sind viel- 
leicht die folgenden Specialentwicklungen iiber den in Rede stehen- 
den Gegenstand von einigem Interesse. Wir ziehen etwa nur Formen 
der Gestalt (az? + by? + cz?) heran und unter ihnen nur solche von 
Primzahldeterminante g. Es soll sich also um die Formen der Gestalt 
(+ qa? + y? — 2) handeln, g dabei als positive Primzahl gedacht, 
und wenu wir wiederum hierbei nur die Formen (qx? — y? — 2?) bertick- 
sichtigen, so geschieht dies im wesentlichen deshalb, weil die Formen 
(— q2* + y? — 2”) durchgehends die Null darzustellen vermégen und 
dieserhalb, wie wir noch sehen werden, auf bekannte Gegenstiinde 
zuriickfiihren. Es soll also gelten, fiir die Formen (qa? — y* — 2?) 
den Ansatz Poincaré’s zu illustriren bez. zur Durchbildung zu bringen. 


*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4 Folge, Bd. 3 (1887). 

**) Beziiglich der hier zu brauchenden Begriffsbestimmungen und Benennungen 
muss ich der Kiirze halber auf meine Bearbeitung der Vorlesungen F. Klein’s iiber 
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen (Bd. 1, Leipzig, 1890) verweisen, 
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Erster Theil. *) 


Aufstellung aller ganzzahligen Substitutionen der Form 
(qa? — y? — 2°) 
in sich, sowie der entsprechenden Substitutionen der einzelnen 
Veriinderlichen o. 


§ 1. 


Allgemeine Satze tiber die Transformation einer terniren quadratischen 
Form in sich. 


Es sei f(#, y, ) eine noch nicht niher specificirte, indefinite ternire 
quadratische Form, die also beliebige reelle Coefficienten besitzt und, 
mit Null identisch gesetzt, einen reellen Kegelschnitt darstellt. Es 
moége ferner in 

B= Oy % FE Ayay + M32, 
(1) Si) yf = ay %+ Any + ay32, 

= Ay XH Ayo y + Ayg2 
eine Substitution mit irgend welchen reellen Coefficienten vorliegen, 
welche der Bedingung 


(2) f(a, y, #) =f (ey, #) 
geniigt und also f in sich transformirt. Diese Substitution S hat als- 
dann mehrere wichtige Eigenschaften, die wir durch die folgende 
Entwicklung in Erfahrung bringen. 

Mau fiihre an Stelle der bisherigen Variabelen die neuen &, 9, 
durch die Substitution 


BS Cy 2 + CY + 32, 
(3) Di) Y= Cy + CY + C32, 
£ = Cy, 2+ Coo¥ + C332 


ein, und zwar bestimmen wir die Coefficienten ¢ derart, dass § = 0 
und =O zwei Tangenten von f= 0 mit willkiirlich zu wihlenden 
Beritihrungspunkten sind, wihrend » = 0 die Verbindungslinie dieser 
Beriihrungspunkte darstellt. Es sind nach Wahl der Beriihrungspunkte 
die €, 9, € je nur erst bis auf numerische Factoren bestimmt, und 
iiber die letzteren verfiigen wir derart, dass einerseits die Form f in 


*) Fiir die erste Hiilfte dieses Theils kommen ausser Poincaré’s gen. Arbeit 
iiultere Entwicklungen von Hermite, Cayley u. a, in Betracht; inzwischen ist die 
Gestalt derselben fiir die vorliegenden Zwecke nicht ohne weiteres brauchbar. 
Die Beziehungen auf Aequivalenz und Reduction der terniiren Formen bleiben im 
Texte ausserhalb der Entwicklung. 


4* 
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die neue Gestalt f = const. (§§— 1) tibergeht, und dass andrerseits 
die Determinante von 7’ gleich 1 ist. 

Jetzt entspricht jeder Substitution S, welche f in sich transformirt, 
eine Substitution U — T7ST-—', welche dasselbe fiir (&§ — n?) leistet, 
und umgekehrt correspondirt jeder Substitution U eine S= T-! UT. 
Die Gesammtheit der Substitutionen U aber, die eine oo'-fache Mannig- 
faltigkeit darstellt, lisst sich leicht charakterisiren. Durch eine Sub- 
stitution U werden nimlich § —0 und =O wieder in Tangenten 
&=—0, & =O von m7 — &? — 0 transformirt, waihrend 7 —0O die 
Verbindungslinie der neuen Beriihrungspunkte ist. Dieserhalb diirfen 
wir, wie man leicht ins einzelne nachweist, fiir U die allgemeine 
Gestalt in Ansatz bringen: 


e = Ea? + 27 ay + £7’, 
(4) U:) 4 = ap + n(ad+By) + Ev, 
& = £8’ + 2nBd + 0", 


wo «, B, y, 0 gewisse reelle Zahlen sind. Eine einfache Rechnung 


liefert hier 

oe — 4? = (ad—By) (EE—7”), 
so dass die tibrigens willkiirlichen reellen Zahlen a, B, y, 0 der einen 
Bedingung zu unterwerfen sind 
(5) ad —py=+1. 
Je nachdem hier das obere oder untere Zeichen stattfindet, nennen 
wir JU eine Substitution oder Operation der ersten bez. der eweiten Art. 
Diese Fallunterscheidung behalt ihre Bedeutung beim Riickgang zu 
den Substitutionen S. Um also bei einer Substitution S zu unter- 
scheiden, ob sie von der ersten oder zweiten Art ist, haben wir S 
in das entsprechende U itberzuftihren, alsdann vorkommenden Falls 
einen (fiir die Transformation von f in sich gleichgiiltigen) Zeichen- 
wechsel der neun Coefficienten auszufiihren, um direct die Gestalt (4) 
mit reellen a, 6, y, 0 zu erreichen. Diese letzteren Zahlen sind dann, 
wie man sieht, bis aufs Zeichen bestimmt und also ist (ad — By) absolut 
fixirt. — Man bemerke tibrigens noch, dass die Determinante der Sub- 
stitution (4) + 1 oder — 1 ist, je nachdem U zur ersten oder zweiten 
Art gehort. 

Ist U von der ersten Art, so besitzt diese Substitution den Punkt 
mit den Coordinaten § = 2y, 7 = d — a, =— 268 zum Fixpunkte, 
und entsprechend wird durch dieselbe die lineare Form 

— BE+ («—98)n + vf 
in sich tibergefiihrt. Die Coordinaten des Fixpunktes werden gefunden, 
indem man in (4) & =&, 4 = 7, § = € substituirt und alsdann nach 
—, 7, € auflést; die angegebene lineare Form giebt, gleich Null gesetzt, 
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die Polare des Fixpunktes in Bezug auf den Kegelschnitt §& — ? = 0. 
Fiir eine Operation zweiter Art U findet man durch die Substitution 
t = — §, 7 = — 9, & = — € wiederum den Punkt (2y, d—a, —2£) 
als Fixpunkt, aber jetzt wechselt (— B& + (a—d)y + y§) bei Aus- 
itibung von U das Zeichen. 

Indem wir bei Riickgang zu S einen Zeichenwechsel der neun 
Coefficienten vermeiden, haben wir ohne weiteres die Siitze: Ist S 
von der ersten Art und also von der Determinante + 1, so findet 
man einen Fixpunkt von S durch die Substitution 2 =z, y' =—~y, 
2 == 2; sind dessen Coordinaten 2,, y,, 2), so wird die lineare Form 
= 7] 0 7 
(6) % or + % sf + % sf 
unverindert durch S in sich iibergefiihrt. Gehért S zur zweiten Art 
(wo sie also die Determinante —1 hat), so giebt die Substitution 
ae—2, ¥ =—y, & = —-2 einen Fixpunkt (x, y,, 2), und die 
zugehdrige lineare Form (6) wechselt bei Ausiibung von S das Zeichen. 

Nun aber mége man im letzteren Falle einer Operation zweiter 
Art zugleich das Zeichen der neun Coefficienten der Operation S andern, 
wodurch § die Determinante + 1 erhilt; alsdann gewinnt man durch 
die Substitution 2 = -+ 2, y =+y, # —-+ 2 den gerade genannten 
Fixpunkt (2), Yo, 29), und (6) geht nun ohne Zeichenwechsel in sich 
iiber, wihrend doch auf der anderen Seite die geometrische Bedeutung 
und damit auch die Art von S eine Verinderung nicht erlitten hat. 
Man wolle also fiir spiter festhalten, dass in Anbetracht der gerade 
entwickelten Sitze die Vorzeichenwahl der neun Substitutionscoef- 
ficienten von Belang ist. 


§ 2. 
Allgemeine Gestalt der terniren Substitutionen, welche die Form 
f = q2* — y* — # in sich transformiren. 


Indem wir jetzt f mit unserer speciellen Form f = gu? — y*® — 2” 
identificiren, wollen wir die allgemeine Gestalt der zugehérigen Sub- 
stitutionen S ausrechnen. Wir gehen davon aus, dass S im Sinne des 
vorigen Paragraphen den Fixpunkt (a, y,, %)) besitzt, welch’ letzteren 
wir willkirlich auswahlen; nur soll vorerst der Fall, dass (%, yo, 29) 
auf dem Kegelschnitt f= 0 liegt, sowie auch der Punkt y, = 4, = 0 
ausgeschlossen sein; ersteren Fall miissen wir hernach besonders be- 
trachten, der letztere wird sich von selbst mit erledigen, Indem wir 
aber nach allen Substitutionen S mit dem Fixpunkt (x, y, 2.) und 
der Determinante 1 suchen, werden wir, wie wir vorhin sahen, sogleich 
die Gesammtheit der fiir f in Betracht kommenden Operationen erster 
und zweiter Art gewinnen. 








| 
| 
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Die gesuchte Substitution S wird mit (7, y,, 2)) zugleich die lineare 
Form (qx% — y¥) — 2%) im sich tiberfiihren. Um demgemiiss S zu 
berechnen, wolle man folgende Transformation des Coordinatensystems 
ausfiihrep : 


X = 2 + (yy? +49") — Y + VoYo — %* Loko, 





(1) Y= Y°% —2°% » (8) 
Z=2-+q%, —Y+Y —2-% , | 

wobei die Determinante von (1) die von Null verschiedene Zahl ist: 

(2) D = (Yo? + £0") (4X9? — Yo? — 20") = (Yo? + 4”) + fo: 


Das neue Coordinatendreieck der X, Y, Z ist so gewihit, dass jede 
Ecke der Pol der gegeniiber liegenden Seite in Bezug auf f = 0 ist. 


Das spricht sich zugleich in der transformirten Gestalt von f aus, 
fiir welche wir erhalten: 


| 

(3) — Df = gX? + fo Y? — (yo? +4") Z?. | 

Durch (1) wird S in eine Substitution der Gestalt 
X’=aX+dY, 


(4) S’:) Y'x=cX+dyY, 

’ _— Z 
iibergefiihrt, welche die Determinante 1 besitzt und (3) in sich trans- 
formirt. Indem wir hier noch fiir a, b, c, d | 

a=; b= =, c—+, d= 5 
schreiben, sind r, s, ¢, w vier reelle Zahlen der Determinante 


(5) ru—st=— D*. 
Diese vier Zahlen sind nun so zu bestimmen, dass die Gleichung 


; 2 2 . 
(p> X+aYM+hly X+ ZF Y)— 9X? + HY? 
identisch besteht, was explicite die drei Bedingungen giebt: ) 
qr’ +f? = gD, 
qs? + fyw? = fy D*, 
qrs+ fitu= 0. | 


Wir geniigen denselben und zugleich (5) in allgemeinster Weise da- 


durch, dass wir r =u, s = — fyv, t= qv schreiben und die zwei 
reellen Zablen «, v der Bedingung 
(6) uw + gf: 0? = D® 


unterwerfen. Die Substitution S’ nimmt daraufhin die Gestalt an: 


(1) Wap x—M.y ya. x44.y, =z, 
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wahrend wir fir die urspriingliche Substitution S die neun Coefficien- 
ten berechnen: 


all Lo 
A+ (— 9° —*’) - “Si LoYo° > Te Py Ae “ , X SP — ee 











(8) |—aYo°~ Dh P + in? ? 1+ (gq? — a2) “5”, Yo%o * “Di. P — sme 
—D —D,.: —D 
et CL Sew A — i » Yo*% Et -, 1+ (2%? —%"): “Di; 


Ist jetzt der Punkt (2), y), #)) auf dem Kegelschnitt f = () gelegen, 
d. h, haben wir f, = 0, so fihre man folgende neue Variablen ein: 


X= Gaye + Yoy + M2; 
Y= oY — YW; 
Z = YkyX — YoY — M2, 
wodurch f in 
qu, f= XZ— Y? 
transformirt wird. Die Substitution S geht tiber in 


X= X+4+2¥+7Z, 
Y= + (¥+y7 4%), 
Zs Z, 


wobei y beliebig bleibt und das obere oder untere Zeichen gilt, je 
nachdem wir mit einer Operation erster oder zweiter Art zu thun 
haben. Fir die in Betracht kommenden Operationen erster Art S 
finden wir von hier aus riickwiirts sehr leicht die Gestalt: 








y+2 ¥(2%—YYo) _ Y¥2Yo+7%) | 
Li ga , 29% | 
| V2 t+ YY) | __ 7° yo" _ V(2Q BEY Yoh) 
(9) | 22 ~~ Vga? +1 2 qx," i 
| ___-¥(2Yo— 7%) ¥ (2G xo? — ¥ Yo2n) __ _y*&* 4 
22 ’ 2q x," ° 2x," 





Die hierher gehérigen Operationen zweiter Art brauchen wir nicht noch 
explicite auszurechnen. 

Wechseln wir das Vorzeichen von v bez. y ohne Aenderung der 
iibrigen Bestandtheile der Formeln (8) und (9), so gelangen wir in + 
beiden Fallen zu der zur gerade betrachteten Operation S inversen 
S—1, wie man am leichtesten unter Gebrauch der entsprechend fiir die 
X, Y,Z bestehenden Substitutionen beweist. Bezeichnen wir iibrigens 
die zum Gliede a,, von S gehérende erste Unterdeterminante durch 
Aj, so kleidet sich der gerade gefundene Satz in die neun Formeln 
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A, = Qyy,  Ayy=— QOy9, Aly = — Gy, 
1 

(10) Ay = — q A,, = My, Ags = G23, 
1 

A;, = =—s 3;, Ag = A390» As, = Ags 


wie man mit Riicksicht auf die Gestalt der Substitutionen (8) und (9) 
leicht erhiirtet. 


§ 3. 
Arteintheilung der Substitutionen S. 


Fiir die Substitutionen, deren Fixpunkt auf dem Kegelschnitt 
f = 0 gelegen ist, haben wir nur die erste Art unter (9) § 2 beriick- 
sichtigt; bei der Operation (8) §2 hingegen miissen wir jetzt noch 
nachtriglich entscheiden, ob dieselbe zur ersten oder zweiten Art 
gehort. Sei erstlich f, > 0, so kniipfen wir an die Gestalt (7) unserer 
Substitution und schreiben statt X, Y, Z die neuen Veriinderlichen 


§=XVq+ZyVy7?+e7, 2=YVA, $=—XVd+ZVy2+2,?. 


Dadurch geht f, von einem constanten Factor abgesehen, in (&§ — n?) 
iiber, und die Substitution (7) nimmt die Gestalt an: 


j + D ato D.- 

E ous “3 D - é atleed Vat ° y + a ° ‘. 
, Vat woVaho 

so oe “E+ D -n— 8, 
y D—u Vato u+D 

t = " g4+ —"" ‘Ot —a° 6, 


welche sich unter (4) § 1 (méglicherweise nach Zeichenwechsel der 
Coefficienten) subsumiren muss. Da indessen im gegenwirtigen Falle 
D> O und der absolute Werth von w nie grésser als D sein kann, 
so folgt nach friiheren Regeln: Fiir f, > 0 ist die angegebene Sub- 
stitution S stets von der ersten Art. 


Ist demgegeniiber /, < 0, so fiihre man die Transformation aus: 
E= XVq+ YVY—hf,, _ ieee ZV yy? +", [= XVq- YY—h; 


wodurch / von einem constanten Factor abgesehen wieder in (&€— »*), 
S aber in: 


= Sts Sb. 2, "=, $a ME Sh -£ 


iibergeht. Hier haben die beiden Coefficienten in der ersten und 
dritten Formel das niamliche Vorzeichen, und zwar dasjenige von 








ad 








a7] 


Ueber besondere Gruppen linearer Substitutionen. 57 


> =u; daher mit Riicksicht auf § 1 zugleich das Resultat: Im 
Falle f, <0 liefern die positiven u’ die Operationen erster Art, die 
negativen u’ aber diejenigen der zweiten Art. 


g 4, 


Aussonderung aller ganzzahligen Substitutionen S im Falle einer 
Primzahl der Form q = 4h — 1. 


Die Gesammtheit aller Operationen S erster und zweiter Art, welche 
die Form f = qa? — y*® — 2* in sich tiberfiihren, bildet eine Gruppe; 
aber diese Gruppe kann, wie man sehr leicht erkennt, keinen end- 
lichen Fundamentalbereich besitzen. Ziehen wir indes aus der Gesammt- 
heit der Substitutionen S nur alle diejenigen heran, welche durch- 
gehends ganzzahlige Coefficienten besitzen, so gewinnen wir die von 
Hrn. Poincaré allgemein fiir indefinite terniire Formen eingefiihrte 
Gruppe, und diese besitet einen endlichen Fundamentalbereich. Innerhalb 
dieser Gruppe bilden die ihr angehérenden Operationen erster Art fiir sich 
eine Untergruppe des Index zwei, die wir hinfort als [%) bezeichnen wollen; 
demgegeniiber mége die auch die Operationen zweiter Art umfassende 
Gruppe als erweiterte Gruppe Ff benannt und durch F“ bezeichnet 
werden. Unsere ferneren Betrachtungen gelten den hierdurch definirten 
Gruppen, und es liegt uns demnach zuvérderst die Aufgabe ob, aus 
den Operationen S des vorigen Paragraphen die ganzzahligen auszu- 
sondern. In diesem Betracht verhalten sich die Primzahlen q. der 
Gestalt (4h — 1) sehr viel einfacher als diejenigen von der Gestalt 
q = 4h-+ 1; wir beginnen demgemiiss mit den ersteren. 

Hat S ausschliesslich ganzzahlige Coefficienten, so werden auch 
die Coordinaten 2), y, %) des oft genannten Fixpunktes ganze Zablen 
sein, die wir von gemeinsamen Factoren befreit denken. Es entspringt 
zugleich aus den Formeln (10) § 2 der Satz, dass die Zahlen a,, und 
a,, durch gq theilbar sein miissen. Fiir den gegenwartigen Fall 
q = 4h—1 kann f die Null nicht darstellen, es kommen also nur 
Substitutionen der Gestalt (8) §2 in Betracht, welche letztere wir 
demnach hier zu discutiren haben. Erstlich muss fiir dieselbe 


Qu ; 
yy + Ay + G33 - l= a =O 
eine ganze Zahl sein, und ein Gleiches muss von den drei Zahlen gelten : 


1 2290 1 2Yov 29 Xv 
et ota: —e eee 2) eee, 


Hier ist nun die Fallunterscheidung zu treffen, ob f, prim q ist oder 
q als Factor enthilt, welches letztere nur dann eintritt, wenn y, und ¢, 
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zugleich durch g theilbar sind. Im Falle I eines gegen g primen /, 
haben offenbar auch die drei Zahlen qx,, y, 2) keinen Theiler gemein, 
und es wird alsdann auch 

>=" 
eine ganze Zahl sein miissen, die im Verein mit w’ der Pell’schen 
Gleichung geniigt: 
(1) W?4 gfy vid, 
Die Substitution S nimmt daraufhin die Gestalt an 











u'—2 u —2 y’ 
| 1-+(—% yee Ta ss LyYo* - of, 7S, Ly By * ~ we. | 
- | 
q 4 v 4 ‘ u —2- u'—2 2» *| 
ion GX Yo° = > = ’ 1 + (qa? —£,’) ” wh” Yo%o - es “a -e 
| 
w—2 une . or FLV uw’ —2 
—@F—%- ‘4 5m a ? Yo%o °* mR + : ? 1+ (qa? — y,”) e “Qh 







Damit wir hier neun ganze Zahlen haben, miissen erstlich die 
drei Ausdriicke 
w _ Gaeo*(u’—2) yor(w—2) ow, a%(u'—2) 
(3) 2 2h ? eo EN Bho ? “44 2h 
ganze Zahlen sein, woraus man leicht folgert, dass w == 2 (mod. f,) 
sein muss. Dariiber hinaus miissen mod. 2 die Congruenzen bestehen: 





(4) Yo% = SMV, My Xy- = YoU, XyYo° 7 ~ == ag’. 

Wir behaupten nun: Wenn wir unter allen Lisungen der Pell’schen Glei- 
chung (1) nur diejenigen mit u' == 2, (mod. f,) heranziehen, bekommen wir 
gerade die Gesammtheit der nach I gehorenden Substitutionen S. Um diesen 
Satz zu belegen, miissen wir die drei Fille unterscheiden, dass unter 
den drei Zahlen x,, y,, % keine oder eine oder endlich zwei gerade 
sind. Sollen wir hier etwa den zweiten unter diesen Fallen ausfiihrlich 
discutiren, so wird fiir denselben f, das Doppelte einer ungeraden Zahl 
und es muss nach (1) sowohl w’ wie v' gerade sein. Da aber f,v'? 
durch 8 theilbar ist, so wird zufolge (1) auch wu’ das Doppelte einer 


F ye E 
ungeraden Zahl sein, und sonach haben wir in —~ eine ganze Zahl. 


Den Bedingungen (3) und (4) geschieht demnach thatsiichlich Geniige. 
In ahnlicher Weise tiberzeugt man sich auch in den beiden anderen 
Fallen von der Richtigkeit des aufgestellten Satzes. 
Im Falle II eines durch qg theilbaren f, kénnen wir nur folgern, dass 
2qv , 
—_ v 
eine ganze Zahl ist, die im Verein mit der ganzen Zahl = = nun- 
mehr der Pell’schen Gleichung geniigt: 





<a 








(6) 
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te 
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(5) Wi fy vm 4, 
Die Substitution S aber gewinnt die Gestalt: 
eee ke ee 
—qtoyy a +e , 1+ (qm? 4,2) "5", % 1, 
=p"? Ue Mn ty ee 1+ (am? — 4?) 4" 


Man fiihrt die fernere Discussion wieder leicht zu Ende und findet, 


dass die nothwendige und hinreichende Bedingung fiir eine ganzzahlige 
Substitution S das Bestehen der Congruenz ist: 


(7) uw = 2, (mod. he). 


Hiermit sind alle Operationen der erweiterten Gruppe f fiir den 
Fall q = 4h — 1 charakterisirt. 


§ 5. 


Aussonderung aller ganzzahligen Substitutionen S fiir den Fall einer 
Primzahl gq der Gestalt g = 4h + 1. 


Etwas complicirter gestaltet sich die Lésung der gleichen Aufgabe 
fiir den Fall, dass die Primzahl g die Gestalt g = 44 + 1 hat. Nehmen 
wir hier erstlich an, dass y, und 2, nicht beide durch g theilbar sind 
(wobei aber f, selbst noch sehr wohl ein Vielfaches von q sein kann), 


: . 2v ’ ° : 
so wird wiederum >- =v ganzzablig und es kommen die Formeln 


(1) und (2) des vorigen Paragraphen zur Geltung. Indem wir dann 
weiter die ganzzahligen Ausdriicke (3) des vorigen Paragraphen, sowie 
die Congruenzen (4) heranziehen, gewinnen wir wieder als nothwendige 
Bedingung u’ =2 (mod. f,). Dieselbe ist auch im allgemeinen hin- 
reichend, nur dass die beiden folgenden Ausnahmen bestehen: Ist eine 
der Zahlen y,, 2, gerade, die andere und x, aber ungerade, so diirfen 
wir nur die Lésungen der Pell'schen Gleichung (1) § 4 heransiehen, fiir 
welche u’ = 2 (mod. 2f,) und v' = 0 (mod. 2) ist; ist ferner eine der 
Zahlen yo, 2, ungerade, die andere und x, aber gerade, so haben wir 
in gleicher Weise wu’ =2 (mod. 2f,) zu verlangen. 


Sind beide Zahlen y,, 2 durch g theilbar, so ist i =v eine 


ganze Zahl und es tritt die Pell’sche Gleichung (5), sowie die Gestalt 
(6) § 4 fir die Substitution S in Kraft. Hier fiihrt die Eineeldiscussion 
auf genau dieselben Bedingungen, wie in dem soeben behandelten Falle, 
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nur dass tiberall an Stelle der Zahlmoduln f, und 2f, bez. + fy und 
=2he treten. 

Endlich vermag fir g = 4h-+ 1 die Form f stets die Null dar- 
zustellen, so dass wir hier auch noch die Substitution (9) § 2 zu be- 
riicksichtigen haben, deren Fixpunkt (a, y), 2)) auf dem Kegelschnitt 
selbst gelegen ist. Die Bedingungen fiir die Ganzzahligkeit dieser 
Substitution sind die folgenden: Ist wenigstens eine der Zahlen y,, 2, 
prim gegen q, so ist y==0, (mod. 2qx,) die hinreichende und noth- 
wendige Bedingung; ist aber y. = % =O, (mod. q), so tritt an Stelle 
dieser Congruenz fiir die ganze Zahl y die nachfolgende y=0, (mod. 2x). 
Uebrigens bringen wir in Erinnerung, dass die hiermit gemeinten Sub- 
stitutionen durchgehends der ersten Art angehdren. 


§ 6. 
Transformation der Substitutionen S in linear-gebrochene Substitutionen 
einer einzigen Variabelen o. 


Von besonderer Wichtigkeit ist fiir die Folge ein gewisser mit 
der Coordinatenebene der x, y, 2 vorzunehmender Umformungsprocess, 
bei dem das Innere der durch f = 0 gegebenen Ellipse*) in eine ein- 
fach und vollstiindig bedeckte Halbebene (etwa die positive) einer 
complexen Variabelen @ iibergeht, wihrend die geraden Secanten der 
Ellipse die zur reellen @-Axe orthogonalen Halbkreise liefern **), 

Um die analytische Beziehung des Ellipseninnern zur Halbebene 
festzulegen, fihren wir die Coordinatentransformation aus: 


=2V¥q-y, n=2, &=2V¥q+y, 
wodureh f in (€§ — 7) iibergeht. Sodann setzen wir zuniichst fiir 
die Punkte der Ellipse selbst o=-t, so dass das Geradenbiischel 


a § — 7 = 0 in das System der zur reellen w-Axe senkrechten Geraden 
iibergeht. Wenn wir hierauf fiir einen Punkt (&, 4, &) im Innern 
der Ellipse den zugehérigen Werth w, = X, + iY, berechnen wollen, 
so ist erstlich zufolge unserer gerade geschehenen Festsetzung X, = +3 . 
Weiter ziehen wir in der Ebene der Ellipse die Gerade 4§, — §y, = 0, 


der in der w-Halbebene der Halbkreis durch @ —0O und a == zu- 
0 


*) Man denke das Coordinatendreieck der a, y, 2 derart fixiert, dass f= 0 
thatsichlich eine Ellipse vorstellt. 

**) Dieser Process ist fiir die Modulfunctionen 1. c. pg. 239 u. f. ausfiihrlich 
beschrieben; er kommt im Texte gerade in entgegengesetzter Folge in Anwendung. 
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geordnet sein wird. Aber der Schnittpunkt dieses Halbkreises mit 


der Geraden X — ~ ist der gesuchte Punkt ,. Indem wir also 


tiberall sogleich die unteren Indices fortlassen, kommt das Resultat: 
Dem Punkte (&, , €) im Innern der Ellipse oder auf dieser selbst ist 
der Punkt: 

(1) ao = ater 


im Innern bee. auf dem Rande der positiven w-Halbebene zugeordnet. 
Jetzt iibe man auf @ die lineare Substitution 


, da 
®) seat 3 
aus, in welcher a, B, y, 0 irgend welche reelle Zahlen der Determinante 
1 sind. Indem entsprechend £, », € in &’, ’, €’ tibergehen mdgen, 
finden wir nach kurzer Rechnung, dass letztere Gréssen an &, 9, 
gerade durch die Substitution (4) § 1 gekntipft sind. Der linearen 
Substitution (2) ist demgemiiss die Operation erster Art U sugeordnet, 
| welche unsere Form f in sich transformirt. 

Auf dieser Grundlage stellen wir uns die Aufgabe, die in den 
voraufgehenden Paragraphen ausgesonderten ganzzahligen Substitutionen 
erster Art S in die ihnen parallel gehenden Substitutionen (2) zu trans- 
formiren. Zu dem Ende rechne man erstlich die Substitution (4) § 1 
fiir die x, y, 2 um, wo sie die Gestalt annimmt: 








| PHe+etr +e), Se(-e B+ P46, 7 (ar +80) 


8) | SVa(—@+R—r +8),  S(+a?—B'—y* +62), (— ay + Bd) | 
V4 («B-+ 79), (— «6 + 78), (a8 + By) 


Diese Substitution haben wir nun zuvérderst mit (2) bez. (6) § 4 zu 
identificiren, was nach kurzer Zwischenrechnung 


efd—mt/WF2,  B+y—tu// 

w—2 - w—2 
e—b—+H/, p—y=+%Va-V = 
liefert, und zwar giiltig fiir beide Fille. Da es sich hier einzig um 
Substitutionen erster Art handelt, so bemerke man zuvorderst, dass 


nach §3 die unter den Quadratwurzeln der Ausdriicke (4) stehenden 
Zahlen jedenfalls niemals negativ werden. Wir entschliessen uns tiber- 


(4) 





dies, das Vorzeichen von Yq und yo stets positiv zu nehmen, 
7 ae 
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wihrend wir das Zeichen von //w + 2 im Einzelfall demjenigen von 
v entgegengesetzt wiihlen. Letztere Bestimmung kénnen wir auch 


durch die Formeln 
uw — o—2 v 

(6) iE) ee 

zum Ausdruck siete von denen die erste oder soias gilt, je nach- 

dem wenigstens eine oder keine der Zahlen y,, 2, prim gegen q ist. 

Durch ferneren Vergleich der Substitution (3) mit (2) und (6) §4 

findet man, dass nach den geschehenen Verabredungen in (4) allent- 

halben die oberen Zeichen gelten miissen. Als die gesuchte w-Sub- 

stitution (2) entspringt demgemiiss die nachfolgende : 


6) w=- 3p (VeF8— SS )a+t (+26) ] Vy z5* 


car a+ > + (Vera Fi+5/ a=)’ 


wobei u’ die fiir die einzelnen Fille angegebene Bedeutung besitzt. 


Nur der eine Fall, dass f, = 0 ist, wird von der Formel (6) noch 
nicht mit umfasst. Hier erhalten wir 


@ tet #) 














CRW) 
wobei a eine beliebige ganze Zahl ist, falls y, und 2, beide durch qg 
teilbar sind, wahrend andernfalls a eine beliebige durch gq teilbare 
ganze Zahl sein soll. 

In (7) erkennt man in den Coefficienten ohne weiteres ganze 
Zahlen des aus der Basis (1, //q) zu bildenden Zahlkérpers, und man 
bemerkt nach kurzer Rechnung, dass sich auch die Coefficienten von 
(6) mit vier ganzen Zahlen dieser Art proportional setzen lassen. 
Wollten wir diese ganzzahligen Coefficienten jedoch in (6) einfiihren, 
so wiirde die Determinante dieser Substitution aufhéren gleich 1 zu 
sein, was manche Unbequemlichkeit nach sich ziehen wiirde. 

Aus (7) entsteht, den verschiedenen a entsprechend, eine cyklische 
Gruppe parabolischer Substitutionen mit dem Fixpunkte @ = —- . S 


xVqa—y’ 


deren Erzeugende die dem kleinsten in Betracht kommenden Werthe 
von a zugehérige Substitution ist. Demgegeniiber haben wir in (6) 
eine elliptische Substitution, falls der Punkt (%, y, 2) im Innern der 
Ellipse liegt und also /, > 0 ist, dagegen eine hyperbolische fiir f, < 0. 
Im ersten Falle haben wir die beiden complexen Fixpunkte 
% a oot. v Vio 

IY 


0o=~ 





ee 
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im anderen Falle zwei reelle, die den Schnittpunkten der zu (x, y), 2) 
gehérenden Polare mit der Ellipse entsprechen. Immer bilden die zu 
demselben Zahlentripel 2), y,, 4 gehérenden Substitutionen (6) eine 
cyklische Untergruppe innerhalb [). 

Den Operationen zweiter Art der fF” brauchen wir jetzt nicht 
noch einmal eine directe Betrachtung zu widmen. Vielmehr geniigt 
es zu bemerken, dass sich unter denselben stets die Operation 2’ = 2, 
y =y, 2 —— <2 findet, welch’ letztere fiir die complexe Ebene @ 
eine Spiegelung an deren reeller Axe bedeutet. Eben diese schreiben 
wir aber analytisch: @’ = — @, unter @ den zu @ conjugirt complexen 
Werth verstanden. Durch Combination dieser Operation mit den 
Operationen (6) bez. (7) der [@ entspringt nun sogleich die ge- 
sammte [™, 


Zweiter Theil. 


Die Fundamentalbereiche der Gruppen F” und fF” fiir die 
niedersten Zahlwerthe der Primzahl q. 


§ 1. 
Plan und Methode der nachstfolgenden Entwicklungen. 


Fiir die nun gewonnenen Gruppen werden wir jetzt eine weitere 
Untersuchung dadurch anbahnen, dass wir bei einer Reihe niederer 
Werthe von qg die Fundamentalbereiche in zweckmiissiger Weise fixiren 
und ihre Gestalt in Betracht ziehen. Fiir die dabei zu Tage tretenden 
Verhiltnisse geben die bekannten an analoger Stelle in der Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen eintretenden Sitze in jeder Beziehung 
das Vorbild ab.*) Inzwischen empfiehlt es sich hier, die Untersuchung 
nicht sogleich innerhalb der w-Halbebene anzustellen, sondern vielmehr 
vorab, im Innern der Ellipse im Einzelfall einen Fundamentalbereich 
abzugrenzen, um letzteren hernach in die @-Halbebene zu iibertragen. 

Wie bei der Modulgruppe, so ist es auch hier in allen Fallen an- 
gezeigt, mit der erweiterten Gruppe [ die Betrachtung zu beginnen. 
In der letzteren finden sich nimlich stets Operationen der Periode zwei, 
welche sogenannte harmonische Perspectivitdten vorstellen. Fiir die 
a@-Halbebene bedeuten dieselben Spiegelungen an gewissen Symmetrie- 
kreisen und den letzteren entsprechen innerhalb der Ellipse gerade 
Secanten derselben, welche die Axen eben jener Perspectivitiiten sind, 
Diese das Innere der Ellipse durchsetzenden Geraden sind uns dann die 
natiirlichen Grenelinien fiir die gesuchten Fundamentalbereiche. 


*) Vergl. 1. c, Abschn. II, Cap. 2. 
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Ueber die harmonischen Perspectivitiiten hinaus werden wir immer 
wieder die elliptischen, sowie gelegentlich (fiir g — 4h + 1) auch die 
parabolischen Substitutionen der [® zu brauchen haben. Die Be- 
ziehung zwischen diesen Substitutionen und jenen Perspectivitaten ist 
dadurch begriindet, dass allemal da, wo sich im Innern der Ellipse 
zwei Perspectivititsaxen schneiden, der Fixpunkt fiir eine der [@ an- 
gehérende cyklische Untergruppe elliptischer Substitutionen sich findet. 
Schneiden sich in gleicher Weise zwei Perspectivititsaxen auf der 
Ellipse selbst, so findet sich dort leicht ersichtlich der Fixpunkt fiir 
eine der [@ angehérende cyklische Untergruppe parabolischer Sub- 
stitutionen. 

Endlich haben wir noch zu bemerken, dass wir fiir unsere Be- 
trachtungen im Innern der Ellipse die auf diese Ellipse zu griindende 
projective Massbestimmung in Anwendung bringen, iiber welche man 
alles Nihere in der unten genannten Abhandlung Klein’s nachsehen 
wolle*). In der @-Halbebene entspringt daraus die von Poincaré 
fiir dieselbe zuerst in Anwendung gebrachte Massbestimmung**); doch 
kommt die letztere in der Folge nicht weiter in Betracht. 


§ 2. 
Die elliptischen u. s. w. Substitutionen innerhalb der Gruppen 
r” und F. 

Indem wir unsere Kinzeluntersuchung mit dem einfachsten Falle, 
nimlich g = 1, beginnen, mégen wir zuvérderst die cyklischen Unter- 
gruppen aus elliptischen Substitutionen in ihrer Gesammtheit charak- 
terisiren , die in der [“) enthalten sind. Fiir diesen Fall ist f, positiv 
und alsdann hat die Gleichung (1) § 4 héchstens die Lésungen 
wu =0, +1, +2, wobei wir auch noch von w —-+ 2 absehen 
kénnen, da diese Lésung stets auf die identische Substitution fiihrt. 
Nun haben wir in allen Fallen nur soleche Lésungen heranzuziehen, 
die der Congruenz uw’ = 2(mod.f,) geniigen, und also ist bei den in 
Rede stehenden Werthen von uw /f, offenbar auf die vier Méglichkeiten 
fy = 1, 2, 3, 4 eingeschrinkt. Indessen bleiben selbst die beiden letzten 
Werthe f, = 3, 4 ausgeschlossen; nach den Regeln des § 5 haben 
wir namlich fiir diese beiden Fille, wie man leicht bemerkt, die 
Congruenz u’ = 2 (mod. 2f,) zu fordern, was durch die zur Verfiigung 
stehenden Werthe von w in keiner Weise geleistet werden kann. Die 
beiden zuriickbleibenden Werthe f, = 1,2 kommen nun aber that- 
sichlich zur Geltung, wie die hierhergehérigen Beispiele (1, 0, 0), 

*) Ueber die sogenannte nicht - euklidische Geometrie, Math, Ann, Bd. 4 (1872). 

**) Cf. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens, Acta math. Bd. 1 (1882). 
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(2, 1,1) belegen. Fiir f, = 1 haben wir die vier Lésungen (0, +2), 
(+2, 0) der Pell’schen Gleichung (1) § 4, fiir f, = 2 aber die beiden 
(+ 2,0). Sprechen wir also das Resultat aus: Jnnerhalb [“) findet 
sich eine Gattung cyklischer Untergruppen G, vierter Ordnung, ndmlich 
fiir fy = 1, und weiter eine Gattung cyklischer G,, némlich fiir f, = 2. 
Wenn wir alle innerhalb unserer Gruppe gleichberechtigten Unter- 
gruppen zu einer Classe zusammenfassen, so bleibt hier vorab noch 
unentschieden, ob die beiden angefiihrten Gattungen jeweils aus einer 
oder aus mehreren Classen bestehen. 

Da im gegenwirtigen Falle f—0O ganzzahlige Lésungen besitzt, 
so bemerken wir nun sogleich weiter: Innerhalb der [ giebt es_ eine 
Gattung von cyklischen Untergruppen aus parabolischen Substitutionen ; 
als Beispiel verfolge man etwa die zu (1, 1, 0) gehérende Untergruppe. 

Vor allem aber miissen wir jetzt die harmonischen Perspectivitiiten 
innerhalb der TF", d. h. die Operationen zweiter Art der Periode zwei 
verfolgen. Fiir dieselben muss v' =O und also uw’ = — 2 sein, 
wihrend f, nur negative Zahlwerthe besitzen darf. Aus der Congruenz 
u —= —2=2, (mod. f,) entspringen somit die drei Méglichkeiten 
fy = — 1, — 2, —4, von denen die letzte wieder nach den genaueren 
Regeln des § 5 auszuschliessen ist. Die beiden Fille f,—=—1, —2 
kommen aber thatsiichlich in Betracht, wie die leicht durchzurechnenden 
Beispiele (0, 1,0) und (0, 1, 1) belegen. Also das Resultat: Es 
giebt innerhalb der F™ zwei Gattungen von harmonischen Perspectivi- 
tiiten; fiir die eine ist fj = —1, fiir die andere f, — — 2. 

Es kommen aber, wie man leicht bestitigt, fiir die einzelne der 
im Taufe des Paragraphen angefiihrte Gattung stets die gesammten 
ganzzahligen Lésungen der gerade giiltigen Gleichung f) = 1, 2,... 
zur Verwendung. Insbesondere haben wir als Axen fiir die erste 
Gattung der eben genannten Perspectivitiiten die Geraden 
(1) Lye — Yy —*2e=—0, 

WO 2%, Yo, % alle ganzzahligen Lésungen von 2,? — y,? — 4? = — 1 
durchlaufen, wihrend fiir die zweite Gattung in analoger Weise alle 
ganzzahligen Lésungen von 2,* — y,? — 2,2 == — 2 zu nehmen sind. 


§ 3. 
Fundamentalbereiche fiir die Gruppen [ und r™. 


Um jetzt fiir die betrachteten Gruppen thatsiichlich Fundamental- 
bereiche in zweckmissiger Gestalt einzugrenzen, denke man sich die 
Gesammtheit der soeben genannten Perspectivititsaxen (1) § 2 ge- 
zogen. Dieselben werden das Innere der Ellipse in unendlich viele 
Bereiche theilen, die sich gegen die Ellipse hin allenthalben hiufen. 


Mathematische Annalen, XXXVIII. h 
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Diese Bereiche denken wir uns abwechselnd schraffirt und frei ge- 
lassen, und haben dann ohne Weiteres den Satz: Je zwei benachbarte 
Bereiche sind bei Zugrundelegung der verabredeten Maassbestimmung 
symmetrisch , irgend zwei gleichartige Bereiche aber congruent; in der 
That gehen ja alle diese Bereiche aus einem unter ihnen durch Sub- 
stitutionen der fF“) hervor. 


Die Gestalt der in Rede stehenden Bereiche bringen wir leicht in 
Erfahrung. Von den drei Punkten (0,0,1), (1,1,1), (0, —1, 1) 
geniigen die ersten beiden der Bedingung f, —=—1, wiahrend der 
letztere f, = — 2 liefert. Ihnen entsprechen also drei Perspectivitaten 
der F", und die zugehérigen Axen sind gegeben durch: 

(1) e=0, t—y—e2=0, y—ec=0. 
Dieselben bilden ein Dreieck mit den Ecken (2, 1, 1), (1, 0, 0), 
(1,1, 0) und den Winkeln = bez. > 0. Die Eckpunkte des Dreiecks 


liefern bez. f, = 2, 1,0, ergeben also je einen Fixpunkt fiir die drei 
in T® enthaltenen Gattungen elliptischer und parabolischer Sub- 
stitutionen. 

Wir behaupten nun: Das Innere des gefundenen Dreiecks wird 
von keiner Perspectivitiitsaxe durchzogen. Eine solche kann nimlich 
erstlich nicht tiber eine der beiden Ecken (1,0,0), (2,1, 1) in das 
Dreieck eindringen, da dortselbst die Axen mindestens die Winkel 


= bez. — mit einander bilden miissen. Die fragliche Axe miisste 


sonach eine der beiden Seiten ¢ <0, y -—- 2 =O in einem von einer 
Ecke des Dreiecks verschiedenen Punkte iiberkreuzen, und dortselbst 
wiirde also der Fixpunkt fiir eine elliptische Substitution der [" ge- 
legen sein. Daraufhin untersuche man die Lisungen von f/f, = 1, 2 
fir 2) = 0 und y — 2%; 2? —y?—2 hat iiberhaupt keine ganz- 
zahlige Lésung, «,? — y,? = 1 nur die eine (1, 0,0), welche auf die 
Ecke unseres Dreiecks fiihrt. Die kleinste positive Lisung von 
&)?—2y,?—1 ergiebt den Punkt (3, 2, 2), diejenige von 2?—2y,?=2 
aber (2,1, 1). Letzterer ist Ecke des Dreiecks, ersterer liegt auf der 
Linie y— 2¢=0 bereits tiber unser Dreieck hinaus; alle héheren 
Lésungen liefern aber auf Grund elementarer Ueberlegung Punkte, die 
sich dem Rande der Ellipse noch mehr genihert haben. Es wird 
also thatstichlich das Innere unseres Dreiecks nicht noch von einer 
weiteren Perspectivititsaxe durchzogen. 

Hiermit haben wir nun ohne Weiteres das Resultat gewonnen: 
Die unendlich vielen Bereiche, in welche das Innere der Ellipse durch 
die Perspectivititsaxen getheilt wird, sind abwechselnd symmetrische und 


congruente geradlinige Dreiecke mit den Winkeln =~, —, 0. Durch die 


2? 7 
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Operationen der F wird diese Theilung in sich transformirt, und 
also geht z. B. das soeben besonders beschriebene Dreieck durch eine 
beliebig herausgegriffene Operation der [ entweder in ein anderes 
Dreieck der Theilung oder in sich selbst tiber. Letzteres ist aber, wie 
man sofort erkennt, auf keine Weise méglich, wnd eben deswegen be- 
sitzen wir in einem beliebigen unserer Dreiecke, 2. B. jenem oben be- 
sonders beschriebenen, direct einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe 
r™. Neben dieses Dreieck, das wir schraffirt denken, lagern wir nun 
noch dasjenige freie Dreieck der Theilung, welches mit jenem die Seite 
x—y—2=O0 gemein hat. Beide zusammengenommen werden als- 
dann ein grésseres Dreieck mit den Winkeln =, = , 9 bilden, und in 
diesem besitzen wir einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe [®. Die 
letztere Gruppe liisst sich demnach aus zwei Operationen erzeugen, 
von denen die eine elliptisch, mit dem Fixpunkte (2, 1, 1), die andere 


parabolisch mit dem Fixpunkte (1, 1, 0) ist; in terniirer Gestalt lauten 
diese Substitutionen bez. 


|3, —2, —2| 13, —2, 2| 
(2) i2, —2, —1\, 2, —1, 2). 
\2, —1, —2 2, —2, 1| 


Gehen wir nun zur @-Halbebene, so haben wir dortselbst zu- 


vorderst als Symmetriekreise fiir die in [ enthaltenen Spiegelungen 
die durch die folgende Gleichung gegebenen: 

(3) (ay — Yo) - (X? + VY?) — 24) X + (x + Yo) = 9; 

und zwar durchlaufen 2, y, % fiir eine Gattung von Spiegelungen 
wieder alle ganzzahligen Lésungen von f, = — 1, fiir die andere von 
fy) = —2. Durch diese Kreise wird die gesammte Halbebene in un- 
endlich viele abwechselnd symmetrische und congruente*) Kreisbogen- 
dreiecke mit den Winkeln a > 0 eingetheilt. Diese Eintheilung ist 
in Fig. 1 der beigegebenen Tafel angedeutet, wo sich iibrigens ein 
gewisser Complex solcher Kreisbogendreiecke eingegrenzt findet, dessen 
Bedeutung weiterhin noch hervortreten wird. Fundamentalraum fiir 
F ist das schraffirte Dreieck mit den Ecken @ =i, 1+ i/2, ico. 
Lagern wir das rechts daneben liegende freie Dreieck an, so haben wir 
einen Fundamentalbereich fiir [, Die Erzeugenden der letztern Gruppe 
(in der Figur durch punktirte Pfeile angedeutet) sind die beiden folgenden: 


1 3 
HM — Ke@= P—B, r@)=0+2 
V2" Va 


*) Im Sinne der zugehdrigen Maassbestimmung. 
5* 











68 Rosert Farcxe, 


Ihre Combination giebt die Substitution der Periode vier: 


1 1 
(5) V,(0) = V, 7, (0) = 2 _?? . 
n°tK 


Aus der Figur lesen wir endlich noch den Satz ab: Die beiden 
Gattungen von Untergruppen G, und G, bestehen jeweils nur aus 
einer Classe, desgleichen die Gattung der Untergruppen aus parabolischen 
Substitutionen. Demgegeniiber haben wir drei Classen von Spiegelungen, 
von denen zwei zu {,—=—1 gehdren, wihrend die dritte f,—=—2 hat.*) 


g 4. 
Fundamentalbereiche der Gruppen f° und r™. 


Die soeben zur Verwendung gekommenen Ueberlegungen fiihren 
auch in den folgenden Fallen auf’s Leichteste zum gewiinschten Resultat, 
und wir wenden dieselben sogleich auf den niichsten Fall einer un- 
geraden Primzahl nimlich auf g=—3 an. Indem wir hier immer 
zwischen den beiden Fallen zu unterscheiden haben, dass f, prim gegen 
3 oder durch 3 theilbar ist, haben wir erstlich drei Gattungen cyklischer 
Untergruppen aus elliptischen Substitutionen. Alle ganzzahligen Lésungen 
von 32,2 — y.? — 4° = 1, z. B. (1, 1, 1) liefern eine Gattung cykli- 
scher G, der Ordnung sechs, desgleichen liefern die Lésungen von 
fy = 2 z. B. (1,1, 0) eime Gattung cyklischer G, der Ordnung zwei, 
und endlich haben wir fiir f, —3 z. B. (2, 0,3) eine Gattung cykli- 
scher G, der Ordnung vier. Jede dieser drei Gattungen besteht, wie 
wir sehen werden, nur aus einer einzigen Classe. Parabolische Sub- 
stitutionen kommen fiir den gegenwirtigen Fall nicht in Betracht, da 
fy = 0 keine ganzzahligen Lésungen zulisst; dagegen finden sich in 
der erweiterten Gruppe drei Gattungen von Spiegelungen, die bez. 
den Gleichungen f, = — 1, — 2, —6 zugehéren. Wir werden be- 
merken, dass jede dieser Gattungen nur aus einer einzigen Classe be- 
steht und haben iibrigens als Beispiele bez. (1,2, 0), (1,2, 1) und 
(2, 3, 3). 

Nunmehr denke man sich wieder fiir die gesammten soeben ge- 
fundenen Perspectivitiiten die drei Systeme von Axen gezogen, die 


*) Die hiermit gefundene Figur ist bereits friiher von Hrn. Hurwitz be- 
trachtet worden; vergl. dessen Aufsatz: Ueber eine Reihe neuer Functionen, 
welche die absoluten Invarianten gewisser Gruppen ganzzahliger linearer Trans- 
formationen bilden, Math. Ann. Bd. 20 (1881). 


~ 


ee 
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in dem Inneren der Ellipse die fiir unsere Gruppe charakteristische 
Eintheilung liefern. Um die Gestalt der einzelnen Bereiche in Er- 
fahrung zu bringen, wolle man bemerken, dass die drei Punkte 
(0, 0,1), (0,1, —1), (1, 3, 0) bez. den Gleichungen f=——1, —2, —6 
geniigen. In den drei zugehdrigen Polaren 


(1) e=0, y—2=0, t—y=0 


besitzen wir also fiir jede der drei Gattungen von Perspectivitiiten eine 
Axe. Die drei Axen (1) bilden ein Dreieck mit den Ecken (1, 1, 1), 
(1, 1,0), (1,0, 0); diese drei Punkte aber geniigen den Gleichungen 
fy = 1, 2, 3, liefern also die Fixpunkte ftir je eine cyklische Unter- 
gruppe aus den drei oben gefundenen Gattungen elliptischer Sub- 
stitutionen. Als Winkel des Dreiecks erhalten wir bei (1, 1, 0) und 


(1, 0, 0) bez. = und =; bei (1, 1, 1) findet der Winkel = statt. Die 


zum Fixpunkte (1, 1, 1) gehérende G, liasst sich nimlich aus der 
elliptischen Substitution der Periode sechs: 


eam 2er—2, y= 32—22, omy 


erzeugen, und diese transformirt die Linie «— 2¢=—0 in x—y= QO, 
Wir beweisen endlich genau wie im vorigen Paragraphen, dass das 
Innere des Dreiecks von keiner weiteren Perspectivititsaxe durchsetzt 
wird; damit ist bei der Gestalt dieses Dreiecks evident, dass es einen 
Fundamentalbereich fiir F liefert. 

Indem wir jetzt zur @-Halbebene gehen, haben wir dort die drei 
Classen von Halbkreisen: 


(x, V3 — Yo) (X?+4 Y¥*)—224,X+ (x) V3 + Yo) = 0 


zu zeichnen, fiir welche f, = — 1, — 2, — 6 ist. Dieselben theilen 


die Halbebene in unendlich viele Kreisbogendreiecke mit den Winkeln 


ca c4 bid . . . . . 
3) TG? | Von denen je zwei benachbarte symmetrisch sind. Kin 


~ 





einzelnes dieser Dreiecke, z. B. dasjenige mit den Ecken -..7., 
i, eres ee welches dem oben beschriebenen geradlinigen Dreieck 


entspricht, ergiebt uns einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe [. 
Spiegeln wir dieses Dreieck etwa an der imaginiiren @-Axe, so ent- 
+1+i 

—1+V3 
Winkeln = < . > und in ihm besiteen wir einen Fundamentalraum 
fiir die Gruppe T (vergl. hier iiberall Fig. 2 der Tafel). Die fragliche 
Gruppe liisst sich sonach aus gwei Substitutionen erzeugen, beide 


springt ein Doppeldreieck mit den Ecken o =i, und den 
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elliptisch und zwar von der Periode vier bez. zwei. Diese Substitu- 
_ tionen sind: 





Se 1+V3 
® V@=-2 2, ¥,)—-e—. 
—@ + cP 
V2 y2 V2 
§ 5. 


Fundamentalbereiche fir die Gruppen F und r®. 


In der nun zu besprechenden Gruppe [® giebt es im ganzen drei 
Classen von cyklischen Untergruppen aus elliptischen Substitutionen, 
und zwar bestehen zwei von diesen Classen aus Gruppen G, der Ord- 
nung zwei, die dritte aus Gruppen G, der Ordnung vier. Fiir die beiden 
Classen von G, ist f, = 1, bez. —2, und wir fiihren als Beispiele 
- die zu den Fixpunkten (1, 2,0), (2,3, 3) gehérenden G, an; fiir die 
Classe der G, liefert (1, 0, 0) ein Beispiel, wir haben dortselbst f, = 5. 
Hierzu kommt eine Classe von cyklischen Untergruppen aus parabolischen 
Substitutionen, zu denjenigen Fixpunkten gehérig, welche von den 
ganzzahligen Lésungen der Gleichung f= 0 herriihren; ein Beispiel 
fiir die letztere Classe liefert der Fixpunkt (1, 2,1). Auf der anderen 


Seite haben wir innerhalb fF“ vier Classen von harmonischen Per- 


spectivitdten; fir die ersten beiden unter ihnen ist {, = — 1 bez. — 2, 
die beiden letzten Classen haben iibereinstimmend f, = — 5. Beispiele 
fiir diese vier Classen werden durch die vier Perspectivitiitscentra 

(1) (0, 0, 1), (0, 1, > 1), (3, 5, 5), (2, 5, V) 

geliefert. 


Um jetzt einen Fundamentalraum fiir f° im Innern der Ellipse 
abzugrenzen, ziehe man die vier zu den Centren (1) gehérenden Axen. 
Dieselben sind gegeben durch die Gleichungen 


(2) em Q, y—e=0, 3a—y—e=0, 2a—y=0. 
Dieselben bilden ein Vierseit mit den Eckpunkten 
(3) (1,0,0), (2,3,3), (1,2,1), (1, 2, 9), 


wo bez. die Winkel stattfinden +, =, 0, $- Die Eckpunkte (3) 


aber ergeben f, = 5,2,0,1 und liefern sonach fiir jede der oben 
genannten Classen cyklischer Untergruppen ein Beispiel. Im gefundenen 
Viereck erkennen wir daraufhin einen Fundamentalbereich fiir die 
Gruppe F und stellen von hieraus sofort einen ebensolchen fir fF 
durch Verdoppelung des Vierecks her. Die oben angefiihrten Sitze 








a ere ee 








eA Re ae 
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uber die Untergruppen von fF aber sind nun leicht nachtriiglich be- 
statigt. Man betrachte z. B. die Perspectivitaitsaxen: Die beiden letzten 
Axen (2) bestehen jeweils aus zwei Vierecksseiten und haben als Sehnen 
der Eijlipse je zwei ganzzahlige Endpunkte. Auf jeder ist ein Fixpunkt 
einer G, gelegen, niimlich die Punkte (2, 3, 3) und (1, 2, 0); aber diese 
Punkte sind nicht aquivalent, da der eine f, — 2, der andere f, = 1 
hat, und eben dieserhalb kénnen beide Axen nicht zu derselben Classe 
gehoren. 

Indem wir jetzt zur w-Halbebene vorgehen, kommt der Satz: Die 
Halbkreise’ 


(4) (2) V5 — yo) (X?+ Y?) — 24,X + (mV5+ y) =0, 


wobet 2%, Yo, % alle ganszahligen Lisungen der drei Gleichungen 
fy = — 1, — 2, — 5 durchlaufen, theilen die w-Halbebene in unendlich 
2 £2 
2 ’ 4 ? 2 ? 
einem unter ihnen nach dem Princip der Symmetrie erzeugt werden 
kiénnen. Das Viereck mit den Ecken (3) ergiebt jetzt das Kreisbogen- 
viereck mit den Ecken: 


viele Kreisbogenvierecke mit den Winkeln 0, die alle aus 





6) ami, HT 2475, -i@ +78), 
und in ihm besitzen wir einen Fundamentalbereich fir [, 

Spiegeln wir dieses Viereck lings derjenigen seiner Seiten, welche 
die beiden letzten Punkte (5) verbindet, so entspringt ersichtlich durch 
Anfiigung des Spiegelbildes an jenes erstere Viereck ein Kreisbogen- 
fiinfeck, welches einen Fundamentalbereich fiir [ liefert. (Man vergl. 
hier iiberall die Figur 3, welche jedoch die hier in Rede stehende 
Viereckstheilung nicht direct liefert, sondern nur mit ihr kreisverwandt 
ist), Zufolge dieser Gestaltung des Fundamentalbereichs lasst sich 
die Gruppe [® aus drei Substitutionen erzeugen, die bez. elliptisch, 
parabolisch und hyperbolisch sind (cf. Fig. 3); diese Erzeugenden der 
r® sind: 
© Vilna, v,(0)~ Saree eee. 











(2—Vs) @ ’ (—5+2V6)o+ (1+V5) ’ 
—2+V6 o+2th 
V;() = = a. 
. 2—Vs  , 2+V5 
y2 V2 
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§ 6. 
Fundamentalbereiche der fir q — 7 eintretenden Gruppen. 


In der Gruppe [ finden sich Untergruppen endlicher Ordnung 
fiir die drei Werthe 2, 7, 14 von f,, und zwar liefern dieselben drei 
Classen von Untergruppen G,, G,, G,; Beispiele solcher Untergruppen 
aus elliptischen Substitutionen liefern die Fixpunkte (1, 2, 1), (1, 0, 0), 
(11, 28, 7). Des ferneren finden sich in fF insgesammt zwei Classen 
von harmonischen Perspectivititen, nimlich fiir f,==-—1 und f,—=—2; 
Beispiele fiir dieselben haben wir sofort zu betrachten. 

Um einen Fundamentalbereich fiir fF zu erhalten, ist es hier 
zweckmiissig, die Perspectivititscentra 
(1) (0, 1, 0), (0, 1,—1), (1, —2, —2), (1, 0, —3) 
zu benutzen, denen bez. die Axen zugehéren: 

(2) y=O, y—e=0, Tr +2y+22=—0, Tez+32=—0. 
Dieselben bilden im Innern der Ellipse ein ungleichseitiges Parallelo- 
gramm mit den Ecken 

(3) (1, 0, 0), (4, e 7, “ 1), (6, —4, — 14), (3, 0, ~~ ¥), 
woselbst bez. die Winkel =; =; =; = stattfinden. Man zeigt in 
gewohnter Weise, dass keine weitere Perspectivitiitsaxe in das Innere 
des gewonnenen Vierecks eindringt, und damit entspringt der Satz: 
Zeichnen wir in der w-Halbebene die Gesammtheit der Halbkreise: 


(4) (ayV'7 — yo) (X24 ¥*) — 24,X + (V7 + yy) =O 
fiir fo = — 1 und f, = — 2, so erscheint dieselbe in unendlich viele, als 
ungleichseitige Parallelogramme zu bezeichnende, Kreisbogenvierecke mit 


den Winkeln —, >, +, > getheilt, die alle aus einem unter ihnen 


nach dem Symmetrieprincip entstehen. 
Nun aber ist besonders interessant, dass wir fiir den gegenwirtigen 


Fall im beschriebenen Viereck, welches tibrigens in der w-Halbebene 
die vier Ecken bekommt: 





? 


YY wet ee, ee, ee 


a 4th? 64h 
noch nicht einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe Ff” besitzen. 
Man bemerke niimlich , dass von den vier Ecken (3) des Vierecks zwei 
die Gleichung f, = 7, die beiden anderen aber f, = 14 befriedigen. 
Die Gleichung f, = 2, welche doch auch Fixpunkte fiir Gruppen G, 
liefert, bleibt ausser Betracht. Da wird man nun sofort bemerken, 
dass die Mittelpunkte unserer Kreisbogenparallelogramme die noch 
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fehlenden Punkte mit f, = 2 liefern miissen. In der That sind die 
Diagonalen des Vierecks (2) durch 

(6) 2y—2=0, Tr +y¥+32=—0 

gegeben, und diese schneiden sich in dem Punkte (1, —1, —2), der 
fy = 2 befriedigt. Aber durch diesen Punkt zieht keine Perspectivitits- 
axe hindurch, und also liefert uns q = 7 das Beispiel einer nicht aus- 
schliesslich aus Spiegelungen erzeugbaren fF. Man ziehe demnach etwa 


die Diagonale 77 -+ y+ 32 =O und spalte dadurch von unserem 
Viereck ein Dreieck mit den Ecken 


on; Vth —Vitih 
 44hi ’ . 
ab, wobei wir dann die eine Hilfte der Diagonale der anderen Hilfte 
durch die gleich zu nennende elliptische Substitution der Periode zwei 
V, zuzuordnen haben. Spiegeln wir alsdann dieses Dreieck an der 
von der Geraden y — ¢ = 0 herriihrenden Seite, so gewinnen wir durch 
Anfiigung des entspringenden Spiegelbildes einen Fundamentalbereich 


fiir die Gruppe [. Diese letztere lisst sich demgemiiss aus den drei 
Substitutionen erzeugen: 





1 1 — 1—V7 
nisin —V20e+- ——— 
yo- BF, v0), 4, 
Va ote Ti o+ V2 
(7) : 
wiih ——s 
- 2 
V;() bape 247 on. 
V2 v2 


Uebrigens beachte man, dass ein einzelnes der beschriebenen 
Vierecke einen Fundamentalbereich fiir eine innerhalb der Gesammt- 


gruppe TF ausgezeichnete Untergruppe [S$ vom Index zwei liefert. 
Dass die letztere dann wieder ausschliesslich aus Spiegelungen erzeugbar 
ist, macht ihre Einfiihrung evident. (Vergl. hier iiberall Fig. 4). 


§ 7. 
Die Fundamentalbereiche der bei g = 11 eintretenden Gruppen. 
Bei g = 11 kommen fiir elliptische Substitutionen die vier Glei- 


chungen in Betracht: f, = 1, 2, 11, 33, fiir welche wir bez. die vier 
ganzzahligen Lésungen 


(1) (1, 1,3), (1,0, 3), (1,0,0), (5, 11, 11) 
als Beispiele anfiihren. Diese Gleichungen liefern uns vier Classen 
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von Untergruppen G,, G,, G,, G@,. Demgegeniiber finden sich in der 
r drei Classen von Spiegelungen, welche bez. den Gleichungen 
fy = — 1, — 2, — 22 zugehiren. 

Unter den Perspectivititscentren fixire man etwa die vier: 
(2) (0, 1, i 1), (0, 1, 0), (3, 0, 11), Ql, 2, 3). 
von denen das erste und letzte der niimlichen Classe (f/f, = — 2) an- 
gehért. Die zugehérigen Axen sind gegeben durch: 
(3) y—z=0, y=0, 3a2—2=—0, Ila—2y—32=—0; 
diese bilden ein Viereck mit den Ecken 


(4) (1,0, 0), (1,0,3), (1, 1,3), (5, 11, 11), 
woselbst bez. die Winkel 7, = =) = stattfinden. Hier haben wir 


also genau die Eckpunkte (1) wiedergewonnen. Da man wieder leicht 
zeigt, dass keine fernere Perspectivitiitsaxe in das Innere des bezeich- 
neten Vierecks eindringt, so. folgt der Hauptsatz: Die w-Halbebene 
wird durch die gesammten Halbkreise: 


(wp V11 — yo) (X* + ¥*) — 24, X + (mV 11 + y) = 0 
fiir fy = — 1, — 2, — 22 mit einer Hintheilung in Kreisbogenvierecke 
der Winkel +, — > = versehen. Dabei entspricht dem gerad- 
linigen Viereck (3) das Kreisbogenviereck mit den Ecken: 
6) ons, Ati Lett _ Nh 
? 


Vu’ —teen ’ 5—Vii 
Letzteres kénnen wir zum Fundamentalraum der fF” wiihlen, welche 
Gruppe sich, wie man sieht, aus Spiegelungen allein erzeugen liisst. 
Indem wir dann wieder an dem von y — ¢ =O herriihrenden Kreise 
spiegeln, gewinnen wir in gewohuter Weise ein Fundamentalsechseck 


fiir die Gruppe [) (vergl. Fig. 5). Letztere Gruppe hat demzufolge 
die drei Erzeugenden: 





1 1 _ve : = 
anne. eet 
ee Sree ena 22 1+Vit ’ 

V2 V2 <a oa — 


” —s+Vn ,, 34+Vi 
2 2 
V;(@) = 








as i ary a 


Von diesen Substitutionen sind die beiden ersten elliptisch, die letzte 
hyperbolisch. 
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Die Betrachtungen der voraufgehenden Paragraphen, die wir hier- 
mit abbrechen, geben ihrer Qualitiit nach die Gedankenreihen an, 
welche auch in den weiterhin folgenden Fiillen zu den entsprechenden 
Resultaten fiihren. Immer sind es nur wenige Zahlwerthe f,, die fiir 
die Aufstellung der elliptischen Substitutionen und der Spiegelungen 
heranzuziehen sind, und es gelingt auch leicht, in diesem Betracht ein 
allgemeines Schema fiir beliebige Primzahlen q aufzustellen, wobei 
Fallunterscheidungen fiir gq modulo 24 vorzunehmen sind. Demgegen- 
iiber ist zu betonen,- dass die Rechnungen, welche iiber die nun 
behandelten Linzelfiille hinaus zur thatsiichlichen Aufstellung der 
Fundamentalbereiche fiihren, alsbald recht umfingliche werden, und 
es ist dieserhalb nicht wahrscheinlich, dass man auf dem eingeschlagenen 
inductiven Wege zu allgemeinen Resultaten vordringen kann. In diesem 
Sinne lassen wir es bei den jetzt gegebenen Entwicklungen bewenden, 
ziehen dieselben aber nun noch zur weiteren Inbetrachtnahme heran. 


Dritter Theil. 


Zusammenstellung einiger ferneren Bemerkungen iiber die 
betrachteten Gruppen. 


§ 1. 
Satz iiber die Coefficienten der w-Substitutionen der Gruppen [.*) 
Bei den elliptischen und hyperbolischen Substitutionen (6) in I, § 6 
der Gruppe [@ ist die Summe des ersten und vierten Coefficienten 


Vu-+2 die Quadratwurzel aus einer ganzen Zahl, bei einer para- 
bolischen Substitution (7) I, § 6 ist die entsprechende Summe gleich zwei. 
Erstere Substitution kénnen wir unzweideutig durch die vier Zahlen 


Vu+2, %, Yo) % charakterisiren und bezeichnen sie in diesem 


Sinne symbolisch durch (//u +2; a, yo, %), letatere in analoger 
Weise durch (a; 2, Y, %). 


Jetzt wolle man die beiden Substitutionen (//u + 2; 2, Yo, 2) 
und (Yu + 25 2, yo’) 4) combiniren, was auf die Operation 
(Yu" +25 a0", Yo", 0") 
fiihren médge. Zufolge einer leichten Rechnung haben wir: 


(1) Yup 2 5 Vu+2 Vu +2 


1 , ’ ’ —2 "—2 
— 5 (GX % — YoYo — yt’) V ho jj =: 


*) Cf. Poincaré 1. ¢., p. 431, 
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Combiniren wir (Yu + 2; 2, yp, 2) mit (a’; ay', Yo’, %), 80 wird die 
Summe des ersten und vierten Coefficienten in der entspringenden 
Substitution 


(2) Yw+2—fu+2+ Va (Q% Xo — YoYo — 2%) V — ‘ 


und endlich erhalten wir in entsprechender Weise von zwei para- 
bolischen Substitutionen aus: 











, 2 f , , , 
(3) 2— = (Xo % — YoYo — 2%) 


als Summe des ersten und vierten Coefficienten der neuen Substitution. 

Man wolle jetzt annehmen,. dass weder (/u-+ 2; 2), yo, 2) noch 
(Vu +23 2’, yo, 2) die Periode zwei besitzt. Alsdann ist weder 
Vu+2 noch Yu’ +2 gleich Null, und wir schreiben 


(4) Yut+2—<rys, Yw+2—r'/s, 
wo 7, 8,7, 8° ganze Zahlen sind und s, s’ keinen quadratischen Theiler 


ausser 1 besitzen. Indem wir (1) mit /u+2 Yu +2 multipliciren, 
kommt mit Riicksicht auf (5) in I, § 6: 


Vu + 2-VuF2-fw $2 — + (w+ 2) (u’ + 2) 








1 , ’ ‘ ’ v 

at (GX %y — YoYo — 2% )vV'Q", 
wo v=-+ 1 oder 0 ist. Immer entnehmen wir aus einer leichten 
Interpretation dieser Gleichung den Satz: Die Quadratwurzel /u” + 2 


aus der ganzen Zahl (u” + 2) geht durch Multiplication mit /s- s’ 
in eine ganze Zahl iiber; schreiben wir also (4) entsprechend 


Vu +2—r'ys", 
: ” 8+s * : : , 
so ist s’ = -—,-, wo t der grosste gemeinsame Theiler von s und s 


ist. Wenden wir eine gleiche Ueberlegung auf (2) an, so findet sich 
unter Anpassung der Bezeichnungsweise an diese Formel direct s' = s. 
Es wiirde nicht schwer halten, diesen Satz auch auf elliptische Sub- 
stitutionen der Periode zwei auszudehnen; doch haben wir solches in 
der Folge nicht nothig. 

Jetzt wolle man sich fiir die einzelne Gruppe [ ein solches 
System von Erzeugenden aufstellen, dass sich unter den letzteren 
keine einzige Substitution der Periode zwei findet; (es hat das in den 
sogleich zu betrachtenden Fallen niemals Schwierigkeit). Die begrenzte 
Anzahl der verschiedenen Zahlen s, welche fiir diese Substitution in 
Betracht kommen, sei v; diese selbst seien durch s,, s,,..., S, be- 
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zeichnet. Fiir die gesammten Substitutionen der Gruppe kommen dann 
als Zahlen s nur die folgenden vor: 


S182 818 | 1 88 


ct ? t’ ? T; 


$1, Sg,***y 








Die Anzahl dieser Gréssen ist eine begrenzte, und es miégen sich ins- 
besondere (w—1) verschiedene unter ihnen finden. Wir tiberblicken 
dann sofort den Satz: Es giebt in der Gruppe [ eine ausgezeichnete 
Untergruppe T° des endlichen Index mw, welche alle diejenigen Substi- 
tutionen der T wmfasst, bei denen Wu-+-2 eine ganze Zahl ist. Diese 


Gruppe [ ist vom arithmetischen Standpunkt aus besonders interessant: 
Ihre Substitutionen haben die Gestalt: 


2+ Me 5g 2st 

5 Poet Ate FIT 
i Oo Set ala, aa” 
wo a,b,c, d solche ganze Zahlen sind, dass die Determinante von (5) 
der Einheit gleich ist. Hier kénnten wir dann wieder alle diejenigen 


Substitutionen (5) in eine Untergruppe ftir sich sammeln, bei denen 
a, b, c, d gerade Zahlen sind. 


§ 2. 


Erlauterung des gewonnenen Satzes durch die Beispiele 
q= 1, 3, 7. 

Besonders einfach gestalten sich die soeben durchlaufenen Ent- 
wicklungen fiir den ersten in Betracht kommenden Fall g=—1. Wir 
gebrauchen da an Stelle der unter (4) 11, $3 gegebenen Erzeugenden 
V,, V. zweckmiissig die folgenden: 


1 1 
i Kit 
Q) V@y=o+2, Y= VAV,(@)— 2". 
a 
Die einzige hier eintretende Zahl s ist also s=2, und somit ist u—2, 
Das Polygon der zugehérigen ausgezeichneten FY ist in Fig. 1 durch 
stiirker ausgezogene Randcurven angedeutet, und die Erzeugenden von 


” sind, wie man sogleich sieht: 


V,(o)=o@+4+2, (V,Vs¥,)? (@)=—+. 


Hier fallen die Coefficienten direct ganzzahlig aus, und wir erhalten 
in der [{" eine in der Modulgruppe enthaltene wohlbekannte Unter- 








. 


eens 
= NS a 
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gruppe [, vom Index drei*). Die in Rede stehende Gruppe ist inner- 
halb der Modulgruppe eine von drei gleichberechtigten, wihrend sie 
auf der andern Seite innerhalb [@) ausgezeichnet ist. 

Fir die [) brauchen wir an Stelle der unter (2) II, § 4 genannten 
Erzeugenden V,, V, zweckmissig die folgenden: 





ery 4 
9 /> 
Figa 

a“ at 
1+V3 i+V3 
9+ 
V;(@) = V,V,(@) = “au. aaa 
1s iS 


Als Zahlen Y's,, Ys,, ..- haben wir hier also die drei /2, /3, V6, 
so dass die ausgezeichnete [ im gegenwiirtigen Kalle eine [}’ wird. 
Das Fundamentalpolygon derselben findet man in Fig. 2 angedeutet; 
es ist, wie alle bisher in Betracht gekommenen Polygone vom Ge- 
schlechte p = 0 und ergiebt fiir die [{°) die drei Erzeugenden: 


1+¥3 |, 3+V3 
Vi(o)—=—, V,%(o)—=—— a, 
icin —3+V8 ,, 1—-V8 ' 

3) 2 2 

, 1405, 34¥5 
eh SES, Tae 
(V; V,*)?(@) ws —34+V3 pe iV 

2 2 


Durch Zusammenlegung dieses Polygons zur geschlossenen Ebene kommt 
man iibrigens auf die Vierertheilung derselben zuriick, 

Wir verfolgen endlich auch noch den Fall g=7, wo wir an 
Stelle der drei in II, § 6 genannten Substitutionen V,, V,, V, als Er- 
zeugende der [ die nachfolgenden gebrauchen: 


V2 7 7 , -1 +Vi ae hi 

(4) , : 
re 347 opi h 

ORM «ce 


Hier haben wir demgemiiss als Gréssen Ys die drei /2, /7, Y14, 


*) 1. c. p. 289 u, f. 
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und wir gewinnen als [\ wieder eine ausgezeichnete [{) des Index 
vier. Den Fundamentalbereich derselben findet man in Fig. 4 an- 
gedeutet und sieht leicht, dass derselbe dem Geschlechte p = 1 angeh6rt. 
Die Erzeugenden der [{” sind die folgenden vier: 





eee 1 2a@-2+V4 
ee " (2+V7) +2’ 
(5) on ' "a 
a a 
0 = — 





Cae , tao. —— 
Soh 1 3-W’ © "3 a 

Hieran schliesst sich eine fiusserst interessante Fragestellung. Wir 
kommen allgemein auf die Substitutionen (5) des vorigen Paragraphen 
zurtick, wobei wir indes fiir gq = 4h-+-1 noch die weitere Bedingung 
anfiigen, dass von den vier Zahlen a, b, c, d der einzelnen Substitution 
stets die beiden ersten, wie auch die beiden letzten einander modulo 2 
congruent sein sollen, eine Bedingung, die fiir g—=4h — 1 von selbst 
erfiillt ist. Im ersteren Falle sind die vier Coefficienten der einzelnen 


Substitution ganze Zahlen des aus der Basis (1, /q) zu bildenden 
Zahlkérpers, im zweiten Falle kommen auch die Hilften ganzer Zahlen 
vor; immer aber sind der erste und vierte Coefficient conjugirt, sowie 
auch der zweite und negativ genommene dritte. Es besteht nun der 
Satz, dass die Gesammtheit der solchergestalt definirten Substitutionen fiir 
das eingelne q eine Gruppe y bildet; bei q = 4h-+ 1 ist dies aus 
der Ganzzahligkeit der Coefficienten sofort evident, bei g = 4h — 1 
hat man eine elementare arithmetische Ueberlegung anzustellen, der 
wir hier nicht nachgehen kénnen. In y ist nun offendar T® als 
Untergruppe enthalten, und es entspringt die Frage (die wir gleichfalls 
hier nicht verfolgen kénnen), wie sich des niéheren das Verhiiltniss der 
Untergruppe zur umfassenden Gruppe gestaltet. 


§ 3. 
Beziehung der Gruppe [ bei g=4h-+ 1 zur Modulgruppe. 


Wir fanden soeben, dass die Gruppe [ mit der Modulgruppe eine 
Untergruppe von endlichem Index gemeinsam hat. Wie wir hier zum 
Schluss zeigen wollen, triti das gleiche Sachverhiltniss fiir alle Gruppen 
T@ mit g = 4h + 1 ein (sowie ganz allgemein bei denjenigen terniiren 
Formen, welche die Null darzustellen vermégen). 

Fiir g=4h-+ 1 hat f= qa? — y? — 2? =0 ganzzahlige Lésungen, 
die, wie wir sagen werden, ganzzahlige Punkte des Kegelschnitts f= 0 
ergeben. Zwei unter diesen Punkten wahlen wir aus, nennen die beiden 
Tangenten in ihnen § =0, €—0 und ihre Verbindungslinie 4 = 0, 
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wo &, 7, € lineare homogene Ausdriicke der x, y, ¢ sind, die bis auf 
constante Factoren bestimmt sind. Die letzteren Factoren denken wir 
so gewahlt, dass die neun Coefficienten dieser drei Ausdriicke ganze 
Zahlen sind, dass ferner f bis auf einen Factor in (§—vy?) tibergeht, 
dass endlich sonst iiberfliissige gemeinsame Factoren der neun Coef- 
ficienten nicht auftreten. So gewinnen wir eine ganzzahlige Sub- 
stitution 7’ der Gestalt (3) I, § 1, deren Determinante A sein mige. 

Bevor wir die ternairen Substitutionen S der Gruppe [) vermége 
T transformiren, wolle man bemerken, dass sich das bekannte Princip 
aus der Theorie der Modulfunctionen, durch Congruenzen beziiglich 
eines festen Moduls » Untergruppen auszusondern, sofort auf die ['¢) 
der ganzzahligen terniiren Substitutionen anwenden liasst.*) Insbesondere 
werden diejenigen Substitutionen, deren Diagonalglieder = 1 sind, 
wihrend die iibrigen sechs Glieder durch » theilbar sind, eine aus- 
gezeichnete Congruenzgruppe bilden, die wir als Hauptcongruenz- 
gruppe bezeichnen werden. Sie ist von endlichem Index und spielt 
eine ganz fahnliche Rolle, wie diejenige Untergruppe der Modulgruppe, 
welche als Hauptcongruenzgruppe n'* Stufe bezeichnet wird. 

Jetzt transformire man [@ durch 7’, wobei die einzelne Substitu- 
tion Sin U=T-'ST iibergeht. Die Substitution U hat die Gestalt 


b, 
(4) I, $1, wobei die Coefficienten rationale Briiche x mit dem Nenner 


A sein werden, wihrend sich die Zahler by, linear und ganzzahlig aus 
den Coefficienten von S aufbauen. Soll U ganzzahlig sein, so miissen 
die neun Bedingungen b,==0, (mod. A) erfiillt sein. Die Identitit S=1 
liefert U = 1, erfiillt also diese Bedingungen, damit aber offenbar auch 
jede mit 1 modulo A congruente Substitution S. Indem aber die Gruppe 
aller ganzzahligen Substitutionen U der Determinante 1 keine andere als 
die Modulgruppe [ ist, entspringt offenbar der Satz, dass diese letztere 
Gruppe T mit der transformirten Gruppe T-'1T eine Untergruppe 
von endlichem Index gemein hat. Durch Umkehrung dieses Schluss- 
verfahrens iiberblickt man ohne Miithe, dass die in Rede stehende ge- 
meinsame Untergruppe innerhalb der Modulgruppe eine Congruenegruppe 
der Stufe & ist. 

Bei q=5 ziehen wir etwa die beiden ganzzahligen Lésungen 


(1, 2,-+1) von 5a? — y*? — zg? = 0 heran und schreiben daraufhin als 
Substitution 7’: 


f= 5a — 2y—z, 
y=—10z+ dy, 


= 25a — 10y + 5z. 


Die Form f geht alsdann iiber in + (€& — y*), wihrend wir als Deter- 


*) Cf. Poincaré, lL. ¢,, p. 422, 
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minante von 7’ sofort A = 50 erhalten. Setzen wir jetzt in Anlehnung 
an (1) I, §6 von &, £4 aus @ = 2+ rts —™ | wihrend @ seine im 


§ 5 des vorigen Theiles zu Grunde gelegte Bedeutung beibehilt, so 
ist auf Grund einer kurzen Rechnung: 





an — Yh. SEK | 
a =— yd ele 
Die in Fig. 3 gegebene Viereckstheilung der [ ist nun sogleich in 
der Halbebene o’ gezeichnet. Indem man diese Figur also nach dem 
Princip der Symmetrie weiter fortsetzt, muss es méglich sein, durch 
eine ganze Anzahl solcher Kreisbogenvierecke ein gewisses Polygon 
einer Congruenzgruppe 50° Stufe gerade vollstindig auszufiillen. Wir 


miissen es indessen unterlassen, dies mit Hiilfe von Figuren wirklich 
durchzufiihren. 


Berlin, den 22. October 1890. 


Mathomatische Annalen, XXXVIII. 6 














Ueber den Fuchs’schen Grenzkreis. 
Von 


P. A. Nexrassorr in Moskau. 


Die vorliegende Schrift enthalt die urspriinglich in russischer Sprache 
verdffentlichten kritischen Bemerkungen zu der von Herrn Fuchs her- 
riihrenden Methode der analytischen Fortsetzung der Functionen, welche 
in dessen Arbeit ,,Ueber die Darstellung der Functionen complexer 
Variabeln , insbesondere der Integrale linearer Differentialgleichungen“ *) 
aufgestellt ist. Die Grundlage dieser Methode bildet ein Theorem vom 
sogenannten Grenzkreis. Dasselbe scheint mir indessen eine Liicke zu ent- 
halten, vermége deren die Methode sich nicht immer als giiltig erweist. 
Ich habe darauf seiner Zeit Herrn Anissimoff aufmerksam gemacht, 
welcher das fragliche Theorem in seiner Arbeit ,,Die Grundlagen der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen“**) niher betrachtet hat. 

Auf eine diesbeztigliche Mittheilung des Herrn Anissimoff an 
Herrn Fuchs hat nun der letztere in seiner ,,Bemerkung zu der Arbeit 
in Band 75, Seite 177‘****) einen Versuch gemacht, das fragliche Theorem 
zu modificiren. Es ist indessen auch diese Note des beriihmten Ge- 
lehrten nicht ganz einwurfsfrei, wie ich in meiner Abhandlung ,,Ueber 
den Fuchs’schen Grenzkreis“‘}) gezeigt habe. Hiernach glaube ich, 
dass die Fuchs’sche Methode noch gewisser Vervollstandigungen bedarf. 


1. Wir nehmen mit Herrn Fuchs an, dass 


(1) F(w) =f) »(w, w,) = w= Fo) | 


wg(w)’ w— w, 


wo {(w), g(w) ganze rationale Functionen und (0), g(0) von Null 





*) Crelle’s Journal, Bd. 75. — 
**) ,Wissenschaftliche Berichte der Universitit Moskau“. Mathem, Ab- 
theilung, Ausgabe IX, 1889. 
***) Crelle’s Journal, Bd. 106, 1. Heft. 1890. 
+) ,.Mathematische Sammlung“ Zeitschrift der Moskauer Mathematischen 
Gesellschaft Bd. 14,4. 1890, 
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verschieden sind, und bezeichnen die Werthe w und w, — in der 


Ebene einer complexen Variablen gedeutet — als zusammengehdrige 
Punkte, wenn die Bedingung 


(2) v(w,w,) =0, 
stattfindet. 


Unter allen um den Nullpunkt der w beschriebenen concentrischen 
Kreisen, welche die Eigenschaft haben, dass jedem innerhalb eines 
solchen Kreises gelegenen Punkte w nur ausserhalb desselben gelegene 
Punkte w, entsprechen, bezeichnen wir den gréssten nach Herrn Fuchs 
als den der Function F(w) zugehérigen Grenekreis. Er wird im 
Folgenden stets durch K und sein Radius durch R bezeichnet. 

Es bedeute sodann K(r) den Kreis, welcher um den Punkt w=—0 
mit dem Radius r beschrieben ist. Bei der Bewegung des Punktes w 
im Kreise K(r), beschreiben die Punkte w,, welche die Wurzeln der 
Gleichung (2) darstellen, eine Curve C(r). Wird r unendlich klein, 
so besteht die Curve C(r) aus unendlich kleinen geschlossenen Curven, 
welche die Pole der Function wF(w) umgeben und ausserdem fiir 
F’(co) = oo aus einer geschlossenen Curve, deren Punkte siimmtlich 
unendlich weit entfernt sind. Wenn der Radius r des Kreises K(r) vom 
Werthe Null an zunimmt, deformirt sich die Curve C(r) und firr< R 
miissen alle Punkte dieser Curve ausserhalb des Grenzkreises K liegen 
und kénnen denselben auch nicht beriihren. Hitte niimlich die Curve 
C(r) bei r << R mit der Peripherie des Kreises K einen Punkt w, =v 
gemeinsam, welcher dem Punkte w =v’ des Kreises K(r) entspricht, 
so entspriiche dem Punkte w,, der dem v unendlich benachbart ist 
und innerhalb des Kreises K liegt, der Punkt w, der dem v’ unendlich 
benachbart ist, innerhalb desselben Kreises. Das aber widerspricht 
der Definition des Grenzkreises. 

Wenn r, von Null zunehmend, die Grosse R erreicht, erreicht 
der Kreis K(r) den Grenzkreis K und die Curve C(r) geht in die 
Grenzcurve C tiber, welche den Kreis K in einigen Punkten beriihrt 
und im tibrigen ausserhalb dieses Kreises verliuft, 

Auf der Peripherie des Grenzkreises K muss sich also wenigstens 
ein Paar von zusammengehdrigen Punkten w' und w” befinden. 


2. Herr Fuchs hat im Bd. 75 des Crelle’schen Journals folgenden 
allgemeinen Satz tber den Grenzkreis gegeben: 

Der Radius R des der gegebenen Function F'(w) zugehorigen Grenz- 
kreises K ergiebt sich als der Modul derjenigen Wurzel der Gleichung 
F’'(w) =0, welche unter allen Wureeln derselben den kleinsten 
Modul hat. 

Dieser Satz ist indessen nicht richtig, wie man mit Hiilfe des 


6* 
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folgenden eiafachen Beispiels erkennt, welches Herr Anissimoff Herrn 
Fuchs mitgetheilt hatte: 


ee dm ¢ 
(3) FO) pei: *>* 
Man findet niimlich in diesem Falle durch einfache Rechnung, dass 
die obengenannte Curve C(r) aus n— 1 Kreisen K;, (r), K,(r), .-., Kn-1(r) 
besteht, welche dem Kreise K (r) gleich und um die Punkte a, , a,,..., @a—1 
resp. beschrieben sind; die Gréssen a haben folgende Gestalt: 
22st 


(4) a,=e" —1, s=1,2,...,.»—1. 
Wenn z, von Null zunehmend, den Werth 

. 4 
(5) R= sin = 


erreicht, so beriihrt der Kreis K(r), fiir den Grenzwerth r= R, die 
Kreise K,(r) und K,-:(r) in Punkten w’ und w”: 


$atetnyi 
, . ri 4 
w' = sin —e Pri, 


(6) 


—2(2+n)i 
te i 
w’ =sin—e *" 
n 


Also liisst sich der Radius des Grenzkreises in diesem Beispiel . mit 
Hiilfe der Gleichung (5) bestimmen, wobei die zusammengehérigen auf 
der Peripherie des Grenzkreises K liegenden Punkte w’ und w” die 
Gréssen darstellen, welche durch die Gleichungen (6) gegeben sind. 
Andererseits hat die Gleichung F’ (w) = 0 in diesem Beispiel nur die 
einzige Wurzel w = — 1, deren Modul grosser ist, als der genannte 
Radius des Grenzkreises, was dem Fuchs’schen Satze widerspricht. 
Die Quelle des Fehlers bei Herrn Fuchs ist in den Erwaigungen 
auf Seite 182 der oben citirten Schrift (Crelle’s Journal Bd. 75) zu 
suchen. Herr Fuchs differenzirt die Gleichung (2) unter der Annahme 
w—=re? und w,—re*‘, und benutzt das erhaltene Resultat der 
Differentiation in jenem Momente, wo die Gréssen m und g,, bei der 
Aenderung des r von R+<e bis R— «, von reellen Werthen zu 





imaginiren itibergehen und die Ableitungen se und ors eine Unter- 


brechung der Stetigkeit erleiden, indem sie unendlich gross werden. 


3. Herr Fuchs gelangt nun in seiner ,,Bemerkung zu der Arbeit 
im Bd. 75“, in welcher er auf den eben bezeichneten Fall eingeht, zu 
dem Schlusse, dass hier ein Ausnahmefall vorliegt, von welchem die 
Bestimmbarkeit des Grenzkreises im Allgemeinen, nach der Seite 194 





er 


























Ueber den Fuchs'schen Grenzkreis. 85 


der ersten Abhandlung (Crelle, Bd. 75) zusammengestellten Forderungen 
nicht beeinflusst werde. 

Bei dem Ausnahmefalle lisst sich der Radius des Grenzkreises, 
nach Herrn Fuchs, auf folgende Weise bestimmen: 

Haben die beiden Gleichungen 
(7) o(w,w,)=0, wF'(w) + w, F'(w,) = 0 
Lésungen (w,, w), fiir welche die Moduln von w, und w einander gleich 
sind, und ist der kleinste dieser Moduln kleiner als die Moduln der 
Wurzeln der Gleichung F’(w) =0, so ist derselbe der Radius des 
Grenzkreises. 

Setzen wir in die Gleichungen (7) w==re?', w,—=re”' und 
trennen die reellen und die imaginiren Bestandtheile, so erhalten wir, 
nach Herrn Fuchs, zur Bestimmung von r, cos @, cos g, vier alge- 
braische Gleichungen, deren Zusammenbestehen eine Bedingungsglei- 
chung fiir die Coefficienten von f(w) und g(w) zur Folge hat. 

Diesen Erwiigungen nach, nennt Herr Fuchs den Fall, wo der in 
Nr. 2 citirte Satz nicht gilt, einen Ausnahmefall unc sucht dessen 
Kinfluss auf folgendem Wege zu eliminiren. Er giebt der im Satze 
gebrauchten Function F'(w) die folgende Gestalt: 


(8) Fw)= rele—ne = m+1)] $a(m—1)(w*F*—1) 
(m—1)w0™F" — (m+ 1)] 

wo a eine willkiirliche Constante ist. Diese Grésse a darf man so 

wiihlen, dass die genannte Bedingungsgleichung nicht erfillt wird, 

und es bleibt somit der erste Satz (Crelle, Bd. 75), tiber den Grenzkreis, 

nach Herrn Fuchs, auch ftir den vorliegenden Fall noch giiltig. 

Wir wollen indessen die Unvollstindigkeit dieser Erginzung zu- 
nichst durch die Aufstellung solcher Beispiele darthun, bei welcher 
weder der friihere in Nr. 2 citirte Satz, noch auch die neue Regel des 
Herrn Fuchs gilt. 

Mit dem eben erwihnten Falle zusammen betrachten wir nimlich 
die Function 


_ — (w+1)" a(m—1)(w™t — 1) 
a Ie (o+1"—1 + wim —tw™— mba)” th discon 
wo a eine kleine reelle Grésse ist. Die Function F,(w) ist ihrer 
Gestalt nach der Function iihnlich, welche sich durch die Gleichung (8) 
bestimmen lisst, und geht bei a = 0 in die Function F'(w) tiber, welche 
durch Gleichung (3) gegeben ist. Wenn wir den Radius des der Func- 
tion F’,(w) zugehérigen Grenzkreises untersuchen und das Bestehen der 
Fuchs’schen Bedingungsgleichung zulassen, bei deren Erfiillung der in 
Nr. 2 citirte Fuchs’sche Satz seine Giltigkeit verliert und die neue Regel 
statifindet, so bemerken wir, dass diese Bedingungsgleichung den 
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Parameter a algebraisch enthilt. Wir deuten dies (ohne den Ausdruck 
weiter zu berechnen) an durch die Gleichung: 

(10) E(a) —0, 

wo also &(a) eine algebraische Function von a bedeutet. Die Be- 
dingungsgleichung (10) ist befriedigt ftir a—0, weil die Function 
(9) in diesem Falle in die Function (3) itibergeht, fiir welche die 
neue Fuchs’sche Regel erfiillt ist. Aber fiir einen hinlinglich kleinen 
von Null verschiedenen Werth von a wird die Bedingung (10) nicht 
erfillt, weil die algebraische Gleichung mit endlichen Coefficienten 
keine unendlich benachbarten Wurzeln haben darf. Es miisste sich 
also, wenn die Fuchs’schen Schliisse richtig sind, der Radius R, des 
der Function F,(w) zugehérigen Grenzkreises K, auf Grund des 
Fuchs’schen Satzes in Nr. 2 bestimmen lassen d. h. durch den kleinsten 
Modul der Wurzeln der Gleichung F,'(w) = 0, welche die Gestalt 


(11) a(m _ 1) jor! {(m —_ 1) w2mt2 + 2 wm 4. m af 1} 
+ n(w + 1)-1{(m — 1) wo! — (m + 1)? = 0 


hat. Diese Gleichung hat, bei unendlich kleinem a, » — 1 unendlich 
grosse Wurzeln, ferner die m-+ 1 Wurzeln, deren Moduln der Grisse 

1 

I= (St. m+t (wo also g > 1) 

unendlich benachbart sind, und endlich noch die » — 1 Wurzeln, 
welche dem Werthe — 1 unendlich benachbart sind. Also muss der 
Radius R,, nach Herrn Fuchs, dem Werthe 1 unendlich benachbart 
sein; dieses Resultat ist aber unmédglich. Es besitzt niimlich, wie 
leicht zu sehen, die Gleichung 


Fw”) — F,,(w;) 


(12) va(w", w,) = — == () 


w” — wy, 


(wo die Grésse w” durch die zweite der Gleichungen (6) gegeben ist) 
bei unendlich kleinem a die Lésung w, = w,', welche der Grosse w’ 
unendlich benachbart, die sich aus der ersten der Gleicbungen (6) 
bestimmen lasst. Also befinden sich die zwei. zusammengehdrigen 
Punkte w= w” und w, = w,,, bei ziemlich kleinem a, innerhalb des 
Grenzkreises K, (wenn nur der Radius dieses Kreises der Eins un- 
endlich benachbart ist), was aber dem Begriffe des Grenzkreises 
widerspricht, 

Somit giebt die Function (9) bei unendlich kleinem, von Null 
verschiedenem a ein Beispiel, in welchem nicht nur der friihere Satz 


von Herrn Fuchs (in Nr. 2), sondern auch die neue Regel, ihre 
Giltigkeit verliert. 
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Die Quelle dieser ungenauen Schliisse ist, nach meiner Meinung, 
in folgenden Erwigungen zu suchen, welche wir aus der Fuchs’schen 
»Bemerkung zu der Arbeit im Bd. 75“ (Crelle’s Journal, Bd. 106) 
hierher setzen : 


»Der Voraussetzung gemiiss entsprechen den Werthen von w 

in der Umgebung von w” Punkte w, in der Umgebung von w’, 

die ausserbalb oder innerhalb K liegen, je nachdem w innerhalb 

oder ausserhalb K befindlich ist. Sind daher @ und @, zusammen- 
gehérige Punkte des dem Kreise K unendlich benachbarten con- 
centrischen und grésseren Kreises K’, welche resp. den Punkten 

w” und w’ unendlich bevachbart liegen, so miissen die geometrischen 

Quantititen w — w” und W, —w’ die Richtungen der Tangenten 

des Kreises K resp. in w” und w’ haben. Nun sind aber die- 

selben geometrischen Quantititen Halbsehnen eines und desselben 

Kreises K’. Sind demnach g” + dg, g + dg, resp. die Argu- 

mente von w und @,, so folgt daher zuniachst 

Rdg=+ Rdg, 
also 
dg = + dq,.“ 

Diese Erwiigungen sind aber nicht stichhaltig wegen der An- 
nahme, dass die beiden zusammengehérigen Punkte # und @,, welche 
den Punkten w” und w’ unendlich benachbart sind, Punkte desselben 
Kreises K’ sind, welcher zu dem Kreise K concentrisch und von 
grésserem Radius als R ist. Diese Annahme ist nur dann méglich, 
wenn wir voraussetzen, dass eine der Gréssen F’(w’) und F’(w’) zu 
Null wird. Wenn aber keine dieser Gréssen F’(w’) und F’(w”) ver- 
schwindet, so ist diese Annahme durchaus unméglich. 


4. Wir wollen jetzt die genaue Regel fiir die Bestimmung des 
Radius des Grenzkreises geben; dabei wird sich zeigen, dass die Fille, 
in welchen die Fuchs’schen Sitze nicht gelten, nicht als Ausnahme- 
fille bezeichnet werden kénnen. 

Bei der Bewegung des Punktes w auf der Peripherie des Grenz- 
kreises K beschreiben die zusammengehdérigen Punkte w,, welche die 
Wurzeln der Gleichung (2) darstellen, eine Curve C, welche, nach 
Nr. 1, ausserhalb des Grenzkreises K liegt und diesen Kreis in einigen 
Punkten bertihrt. Es sei w,—=w’ einer von diesen Beriihrungspunkten 
der Curve C und des Kreises K und es sei ferner w= w” ein Punkt 
der Peripherie des Kreises K, welcher dem Punkte w, = w’ entspricht, 
so dass 
(13) y(w", w’) = 0, 


wobei mod. w’ = mod. w” = R, 
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Wenn wir die Gleichungen (2) und (13) zusammenstellen und an- 
nehmen, dass die Gréssen F'’(w”) und F’(w’) von Null verschieden 
sind, so bemerken wir, dass jedem Pun’cte w, der dem w” benachbart 
ist, nur ein einziger Punkt entsprechen kann, welcher dem w’ be- 
nachbart ist; derselbe wird durch die Reihenentwicklung 
(14) w, = 0" + B,(w — w") + by(w — wk +++ 
dargestellt, in welcher die Coefficienten b,, b,,... endliche, durch 
die Gleichungen 


(18) = (38), are ee eee 


F’ (w 
~ Ndwlo=w" F'(w’) 2 BN dw? 





definirte Gréssen sind. Dabei ist b, von Null verschieden. Wenn wir 
in Gleichung (14) w = w” e9* setzen, so beschreibt der Punkt w, bei 
der Aenderung ? von — 0d bis + 0, wo @ eine kleine positive Grosse 
ist, solehen Bogen des Grenzkreises K, welcher den Punkt w” in der 
Mitte enthalt; der zugehérige Punkt w,, der durch Formel (14) definirt 
ist, beschreibt den Bogen der Curve C, welcher den Beriihrungspunkt 
w’ enthalt; der Modul r, der Grésse w, muss bei = 0 ein Minimum 
werden und der Bedingung 


dr, 

(16) a0 . ~ 
Geniige leisten, weil die Gleichung (14) erlaubt die Function r, in 
eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von @ zu entwickeln. Die 
Bedingung (16) ist (wie leicht zu sehen) der Forderung ‘quivalent, 
dass die Grisse A, welche sich durch die Gleichung 
(17) w” F’(w") + Aw’ F’(w’) =0 
bestimmen liisst, reell sei. 

Weiter bemerken wir, dass der Punkt w, welcher die Grésse 
(18) = w"(1—h) 
darstellt, bei kleinem positiven h innerhalb des Grenzkreises K liegen 
soll und dass der zugehérige Punkt w,, dem Begriffe des Grenzkreises 
zufolge, sich ausserhalb des Kreises K dabei befinden soll, d.h. es 
findet die Ungleichheit 
(19) mod. w, > R 
statt. Mit Hilfe der Gleichungen (14) und (18) tiberzeugen wir uns, 
dass die Bedingung (19) der Bedingung 
(20) A>0O 
iiquivalent ist, wo die Grésse A durch die Gleichung (17) gegeben 
ist. Also muss die Grisse A nicht nur reell, sondern auch positiv sein. 

Bei der Erfiillung der Bedingung (20) miissen die zusammen- 
gehérigen Punkte w und w,, welche resp. den Punkten w” und w’ un- 
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endlich benachbart sind, so liegen, dass einer von ihnen innerhalb 
des Grenzkreises K, der andere ausserhalb desselben sich befindet. 

Die Gleichungen (13), (17), so wie auch die Gleichung 
(21) mod. w” = mod. w’ = R 
und die Ungleichung (20) geben die gesuchten analytischen Be- 
dingungen, mit deren Hiilfe der Radius des Grenzkreises K sich in 
dem Falle bestimmen lisst, in welchem die Gréssen F’(w”) und 
F’(w') von Null verschieden sind und der Fuchs’sche erste Satz (in 
Nr. 2) nicht gilt. 

Um die vorhergehenden Schliisse auch auf den Fall auszudehnen, 
wo der Fuchs’sche erste Satz der Nr. 2 gilt, ist es hinreichend die 
Gleichungen (13), (17) und (21) nicht nur unter der Bedingung (20), 
sondern auch bei der Bedingung 
(22) A=0 
zu betrachten. Bei der letzten Bedingung werden die Gleichungen 
(13), (17) und (21) befriedigt, wenn wir 
(23) w" = w'=v 
annehmen, wo v eine Wurzel der Gleichung F’(w) = 0 ist, welche 
einem sich selbst entsprechenden Punkte zugehért. Derartige Fille 
muss man bei der Bestimmung des Radius des Grenzkreises K beriick- 
sichtigen, weil die Wurzeln der Gleichung F’(w) =O innerhalb des 
Grenzkreises nicht liegen diirfen, sonst kénnte man innerhalb des 
Grenzkreises ein Paar zusammengehériger Punkte finden, welche der 
Wurzel der Gleichung F’’(w) = 0 benachbart sind. — 

Also haben wir folgenden allgemeinen Satz fiir die Bestimmung 
des Radius des Grenzkreises, welcher fiir alle méglichen Falle gilt: 

Bestimmen wir alle miglichen zusammengehirigen Werthe (w, w,, A) 
der complexen Grissen w, w, und der reellen Grosse A, welche den 


Bedingungen 
24 mod.w=—=mod.w,, w(w,w,)=0, 
anes wF"(w) + Aw, F’(w,)=0, A>0, 
Geniige leisten und wiihlen wir aus diesen zusammengehorigen Werthen 
(w, w,, A) denjenigen, welchem der kleinste Modul der Grésse w ent- 
spricht, so ist dieser letete Modul der Radius R des Grenekreises K. 
Wenn wir annehmen 
wre, w, = rent, 
(w, w,) = f(r, cos p, cos p,) + ify(r, cos p, Cos 9), 
w F’(w) = 0, (r, cos m, cos p,) + 740,(r, cos m, cos g,), 


0, F"(w;) = % (1, COS MP, Cos p,) + iX2(7, Cos MP, COs H,), 
wo 
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fi(r, cos p, cosg,), fy (7, COS @, Cos gy), 
O,(r, cos p, cos p,), 4 (r, Cos p, COS gy), 
A(T, COS P, COS), a (7, COS P, COS H,) 
reelle Gréssen sind, so haben die Bedingungen (24), nach der Elimi- 
nation von A, die Form: 
f(r, cos p, cosg,)=0, f,(r, cos p, cos g,) = 9, 


(25) O,(r, cos p, COs gs) __ Oa(r, COS M, COS gy) >0 
mi(%, CoS Mm, Cos 1) %2(T, COS M, COS Gy) = ‘ 





Wir haben also drei unbekannte Gréssen r, cos p und cos g,, welche 
drei Gleichungen und einer Ungleichung Geniige leisten, wobei die 
Grésse r positiv ist und die Gréssen cos m und cos g, die Grenzen 
— 1 und +1 nicht iiberschreiten. 

Es folgt daraus, dass die in Nr. 2 und 3 citirten Fuchs’schen 
Sitze nur dann gelten, wenn die Grésse A, welche den Bedingungen 
(24) Geniige leistet, gleich Null oder Eins ist; wenn aber diese Grosse, 
welche jeden positiven Werth haben kann, von Null oder Eins ver- 
schieden ist, gilt keiner von den genannten Fuchs’schen Siitzen. Man 
wird also die Fille, in welchen die Fuchs’schen Siitee nicht gelten, 
keineswegs als Ausnahmefiille bezeichnen diirfen. 


Moskau, am 20. September 1890. 























Die Relationen, welche zwischen den elementaren 
symmetrischen F'unctionen bestehen. 


Von 


F, Junxer in Schorndorf. 


Hat man r Gruppen von je n + 1 Elementen (Gréssen), welche derart 
auf einander bezogen sind, dass zu jedem Element einer Gruppe ein 
entsprechendes (gleichwerthiges) Element jeder anderen Gruppe gehdrt, 
so lassen sich die r(n+1) Elemente siimmtlicher Gruppen auch zu 
m-+-1 neuen Gruppen (Reihen) von je r gleichwerthigen Elementen 
anordnen. 


Bezeichnet man die Elemente der Gruppen P,, P,. P,,..., P, mit 


Pi ++ = Uy yet, +++ wy, 
Py - ++ Ly Yq 8yty +++ We, 
.) - ee 
(1) Py +++ Uy Yz%yty +++ Wy, 
P, +++ Lr Yr Bp by +++ We, 





so wollen wir beispielsweise die Elemente ¢,, 2, 2,,..., % als gleich- . 
werthige betrachten. 

Hine ganze Function der vorstehenden Elemente, welche sich nicht 
indert, wenn man die Elemente irgend einer Gruppe mit den ent- 
sprechenden irgend einer andern vertauscht, ist eine symmetrische 
Function dieser Gruppen. 

Die symmetrischen Functionen, welche sich aus den Elementen 
des Systems (1) bilden lassen, kénnen nach der Zahl der in irgend 
einem Glied auftretenden Elemente verschiedener Gruppen eingetheilt 
werden. Demgemiss spricht man von einformigen, zweiférmigen, drei- 
formigen, ..., r-férmigen symmetrischen Functionen und versteht 
darunter solche, welche in irgend einem Glied nur die Elemente von 
einer, von zwei, von drei,..., von » Gruppen enthalten. 











(2) 
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So ist beispielsweise: 


SPH = TK + H+ + 
eine einférmige symmetrische Function der r Gruppen 
LyYi» T2Y2, TyYg,-- ++ Ur Yr 
von je zwei Elementen. 

Treten in irgend einem Glied einer symmetrischen Function die 
Elemente jeder Gruppe héchstens im ersten Grad auf, so nenne ich 
die fragliche Function eine symmetrische Elementarfunction dieser 
Gruppen. Ich unterscheide also bei r Systemen von je » + 1 Gréssen 
einférmige, zweiférmige, dreiférmige, ..., r-formige symmetrische 
Elementarfunctionen. Beispielsweise ist 


ZL, Yo hy = LY HF Ly Yu hy + yyy #3 + °° 
eine (dreiférmige symmetrische) Elementarfunction. 
Um mit den Elementarfunctionen leichter operiren zu kénnen, 


mégen dieselben durch einfache Zeichen bezeichnet und iibersichtlich 
zusammengestellt werden: 


22, = 4, zy, = b,, 24,—=¢,, Zt, =d,,... 
22%, = Ay, ZY; Y.=b,, 24,2,—¢, Att, —d,,... 
Dy, 2 = Ay, 24%, = B,, ZxHy,=—C,, 

22,t, = D,, Zy,4,=f,, 24t,=—F,, 
22, X_X, = Ay, ZY: YoY3 = 55, 22,%.%, — C3, Lt t,t, — dy, ... 
ZY Y2%3 = As, 24, M0, = By, 2x, %,y,:—= C;, 
Dy, 22; = Ay, 22, %, 0, = By, Dx, yy, = Cy, 
2x, %,t, = D,, ZW Yots = Ey, Te, At; = Fs, 
Zz, t,t, = Dy, Zy, t,t, = E,, Zs, t,t; = F,;, oe 
ZL,Yo%, = Gs, ZX, yot, = H,, Bx, 2,t, — Jy, Ly, 4,t, = Ky,... 


DH, Ly Xs. +p = Ar, LY; YoYs-++- Yr = Dz, 


In diesem System enthalten die mit kleinen Buchstaben bezeich- 
neten Functionen nur gleichwerthige Elemente (binire symmetrische 
Functionen). Die iibrigen durch grosse Buchstaben angegebenen sind 
aus verschiedenen Elementenreihen zusammengesetzt(ternire, quaterniire, 
quinire, ..., Functionen), 

Die den Buchstaben a, b,c,...; A, B,C, ... angehingten 
Indices geben unmittelbar das Gewicht der betreffenden Function in 
den Elementen an, wenn man unter dem Gewicht einer symmetrischen 
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Function, z. B. von Za¢y, die Summe der Exponenten, z. B. « + B, 
versteht , welche die einzelnen Elemente irgend eines Gliedes besitzen. 
Nun ist die Anzahl simmtlicher Elemente des Systems (1) r(m-+-1), 
wahrend die Zahl der symmetrischen Elementarfunctionen, welche sich 
aus denselben zusammensetzen lassen, eine erheblich gréssere ist. Wir 
schliessen deshalb, dass letztere nicht unabhingig von einander sein 
kénnen, sondern durch gewisse identische Relationen zusammenhingen 
miissen. Die wirkliche Herstellung derselben ist die Aufgabe der 
folgenden Untersuchung, welche der Verfasser im Anschluss an seine 
Dissertation*) angestellt und bei welchen er von Herrn Brill in 
Tiibingen lebhafte Anregung und Férderung erfahren hat. 
Die Untersuchungen zerfallen in drei Abschnitte: 
1. Entwicklung einer allgemeinen Methode zur Bildung der 
Relationen ; 
2. Anwendung derselben auf die speciellen Fille des terniren 
und quaterniren Gebiets; 
3. Allgemeine Anwendungen der Relationen. 


I. Abschnitt. 
Allgemeine Herleitung der Relationen. 


Um die Zahi der symmetrischen Elementarfunctionen des Systems 
(2) bestimmen zu kénnen, theile man dieselben nach dem Gewicht 


ein, dann erhilt man ¥ T *) Elementarfunctionen vom Gewicht 1, 
‘f $ *) vom Gewicht 2, . 4 *) vom Gewicht 3,..., (" + ") 


vom Gewicht 7. Die Anzahl aller Elementarfunctionen ist demnach 
durch die Reihe dargestellt: 


S= ros ‘Ye (*S 74 (*F + saa +{"2"), 
welche mit Hiilfe der Identitat 


m ‘ m + l of m 
iibergeht in: (i) ( . ) ( = 1) 
(3) pam (2 F574 W0. 


Wir betrachten im folgenden zweigliedrige Determinanten von der 
Form (ay;) = xy; — ya, welche einfach verschwinden, wenn die 
gleichwerthigen Elemente zweier Gruppen, z. B. x, y, bezw. mit 2, y; 





*) Ueber algebraische Correspondenzen, Inaug. Dissertation, vergl. Anhang: 
Ueber einige reducirte Resultanten. 
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zusammenfallen, Aus den 2(m-+1) Elementen der beiden Gruppen 
P(eyet...w) und P;(ayy;2;t;...w;) lassen sich offenbar 
(" aL ') __ n(n+1) 
Sey rary 
derartige zweigliedrige Determinanten bilden. Addirt man dieselben 


mit gewissen constanten Factoren a, 8, y,..., t versehen, so erhilt 
man eine Form: 


i = a(xy:) + Bie) + y(y%) + +--+ (uw), 
welche identisch verschwindet, wenn die Elemente der Gruppen P 
und P; zusammenfallen. 
Entsprechend den r Gruppen P; ergeben sich auch r Functionen 9; 


Pir Por Pare ++s Pry 
welche die variable Gruppe P und die constanten Factoren «, £, y,...,t 
gemeinschaftlich haben. 
Ich betrachte nun das Product 


(4) D = G1 P2Q3 + +» Pr 
der r Functionen g;(i = 1, 2, 3,..., 7) und entwickele dasselbe nach 
Potenzen und Producten der Factoren a, 8B, y,..., Tt: 


(4) ®=e'll, + o—'BTI, + o-2B'T, +--+ 4+ rTM. 


Die Zahl der in (4) auftretenden Productcombinationen (af y...1) 
k 


? 
und somit auch die der Functionen TT ist offenbar o = (’ t ) » Wo 
k= ("$") —1 ist. 

Jede der Functionen TT ist eine homogene symmetrische Function 
ree Grades der zweigliedrigen Determinanten (ay,), (x2), (y 2), . « .» (ww) 
und verschwindet daher identisch , wenn irgend eine Gruppe P; mit P 
zusammen fallt. 

Das Product ® ist nach (4) eine lineare homogene Function hin- 
sichtlich der Elemente jeder Gruppe P;, und da es auch eine sym- 
metrische Function derselben ist, so lisst es sich als lineare Function 
der Elementarfunctionen darstellen. Da dies unabhiingig von den 
Constanten a, 8, y,..., 7 der Fall ist, so gilt dasselbe auch von den 


Coefficienten TT der Productcombinationen (a@By...t). Eine derartige 
Function TT; lisst sich demnach als homogene Form r‘" Grades der 
n-+1 Variabeln xzyzt...w betrachten, deren Coefficienten sym- 
metrische Functionen (vom Gewicht r) sind und welche von der Form ist 


eo ae ae Oe ee | 


Weil nun ® verschwindet, wenn P mit einer der Gruppen P; zusam- 
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menfallt, so gilt dasselbe auch von den Functionen TT;. Es bestehen 
also die Gleichungen: 

THi(a, y, 2, ¢, ... 0,3 Grbpc,... AryB,C,...) = 0 
TT (2, Yo Sa ty... Wy; Grb-c,... A,B,C, ...) = 9 
J TTs(%y 93256, - ++ Wy; Ard-¢r... Ar B,C, .. .) = 90 














Ths reyr eet, oo Wr; Grbp ct»... Ar B,C,...) = 0) 
Addiren wir dieselben: 

(5) ZT; (x,y, 2,t, ... 0,3 @rb,c, .... ApB,C,...) = 0, 

so erhalten wir eine Gleichung, welche neben den Elementarfunctionen 


da,b,¢,... A,B,C,... die einférmigen symmetrischen Functionen vom 
Gewicht r 


Zari, SA-ty,, Se *y, B,-.., Dw 
linear enthalt. Driickt man letztere nach dem Vorgang von Poisson 
durch die Elementarfunctionen aus, so stellt die Gleichung (5) offen- 
bar eine wirkliche identische Relation zwischen den Elementarfunctionen 


dar. Da nach dem Obigen die Zahl der Functionen Tl; 6 = ee 


ist, so ist damit auch die Zahl der einfachen Relationen*) gegeben. 
Um nach Poisson die einférmigen symmetrischen Functionen vom 
Gewicht r zu erhalten, verbinde man die »-+ 1 Elemente zyzt...w 
mit einer neuen Groésse s durch die lineare Gleichung: 
s=Axr+uy+ve+---+ ew, 


Dann ergeben sich fiir die s die Elementarfunctionen 
2s,=A 2a, +u 2y t+vley +---+e Tw, 
Bs,8, = VE a,x, + Autay, +w Vyyo +--+ + PDw,w,, 


ZS, Sq**+Sp = ADL, Lys Lp A Da, y+ Lp yp fee 


Bildet man hierauf mit Hiilfe der Newton’schen Formeln die Summe 
der ve" Potenzen der s: 


8 = SAH, toy +e, +--+ ew, 
*) Weitere Relationen von unbegrenzter Zahl kann man jederzeit erhalten,, 
wenn man an Stelle des Products ® das allgemeinere 


® A k k 
Y=, 9: 93 °°," 


setzt, wo ky, kg, ky,...,k, beliebige ganze positive Zahlen sind, Auf diese Weise 
ergeben sich Relationen vom Gewicht p = 2(k,-+ kp+-++-+k,), woraus sich fiir 
ki = ky =k, =--- =k, =1 wieder die niedrigsten vom Gewicht 2r ergeben, 
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und setzt die Coefficienten der gleichen Potenzen und Producte von 


r 


(Auv ...&) auf beiden Seiten einander gleich, so erhailt man simmt- 


liche (’ t a einférmige symmetrische Functionen vom Gewicht r. 


Zusatz: Setzt man an Stelle der » + 1 homogenen Elemente 
xyz... w jeder Gruppe die Verhiltnisse von » derselben zum (n+ 1)'*, 


beispielsweise die folgenden =, = <, ret, ~ und legt denselben 
je das Gewicht 1 bei, oder einfacher, setzt man tiberall w — w; — 1, 
so erniedrigen gewisse Relationen in dem Grade ihr Gewicht, als die 
Grésse w in denselben auftritt. Dasselbe ist zunichst bei den Elemen- 
tarfunctionen der Fall. Eine solche Function sei 


’ 


E= 22, Lye HAYA Yd+2+ + + Yu Su41 842+. Wi41Wiste.+.We, ; 


welche in den Elementen wyz...u vom Gewicht i und in w vom 
Gewicht k sein soll, so ist i+ % das Gewicht der Function selbst. 
Setzt man in derselben w; = Wj41—---=w,=—1, so geht sie 
offenbar tiber in 


r—?7 
Ex ( k ) DH, Le. +. UrYrpsYare s+ + YuSupiSupe +--+ Ui, 


wo die letztere Function nur noch das Gewicht 7 besitzt. Dabei ist 


zu beachten, dass die Zahl (’ k ‘) der Bedingung unterliegt k--i<r 
oder K< r — i. 
Fir r= 5, i= 2, k = 2 geht beispielsweise die Function 

’ ZH Yy Ws Wy 
iiber in 

VX, Y.Wz,W, = FLAY. 

Infolge dieser verinderten Elementarfunctionen erniedrigt sich das 
Gewicht gewisser Relationen und variirt innerhalb der Grenzen 2r 
und r. Bei der Ausfiihrung zeigt sich jedoch die Thatsache, dass alle 
Relationen Null werden, deren Gewicht kleiner als r + 2 ist, d. h. die 
Relationen vom Gewicht r+ 1 und r. Die Zahl derselben ist 


) (E273), ww. ($279) 


Die niedrigsten méglichen Relationen sind also vom Gewicht r + 2 


fas 
und von der Zahl ((2) + ‘) (” T oa 1 "}. Fiirn = 2, r =3 giebt 
2 ae 


es z. B. 2 Relationen vom Gewicht 5, die im II. Theil aufgestellt 
werden sollen. 
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Die Zahl aller einfachen wirklichen Relationen ist nach diesen 
Erérterungen 


tmo—om ("FE") — (RT) G)CHAT): FCF) 


und diese liefert fiir das 


binire n=1 0 
terniire Gebietn=—2 Z=— (5) Relationen. 
quaternire n= 3 ("$°)—wt+ner+n 


Il, Abschnitt. 
Anwendung auf specielle Fiille. 


Um das vorige an Beispielen zu erliiutern, mégen einige Fille 
eingehender behandelt und die einfachsten Relationen wirklich auf- 
gestellt werden. 


1. 
Die Relationen im terniren Gebiet. 
Hat man r Gruppen von je 3 Klementen P,(2,y,2,), P,(%.y, 2.) 
P,(%-Yr%,), 80 bestehen S = (’ 4 °) — 1 symmetrische Elementar- 
functionen, die wie oben bezeichnet werden moégen. Sie hiangen 
durch (’ t *) einfache Relationen zusammen, die im folgenden ge- 
bildet werden sollen. 


Eine Gruppe P;(a;y;2;) liefert mit der Gruppe P(wyz) drei zwei- 
gliedrige Determinanten (y2;), (2x), (wy), welche fir a= 2;, y= yj, 
2 = 2; null werden. Kine Function g; wird daher von der Form sein: 


a p y 
pi = a(ye) + Bem) +r(ay)=|"e y #@ 
XG Yi % 








Das Product 
D = 9293 °° * Pr = all, + a" BT, +--+ + y's 
nach Potenzen und Producten der a, 6, y geordnet liefert alsdann die 


Coefficienten TT als die (’ t *) r-formigen Elementarfunctionen der 


3r zweigliedrigen Determinanten (yz;), (2x;), (vyi), welche demgemiiss 
in folgender Weise symbolisch dargestellt werden kénnen: 
Mathematische Annalen, XXXVIII. 7 
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TT (y#,) (yt) ss sees (y#r) = 0 ) 
ZTT(ye,) (y%.) +++ (Y%r-1) (24) = 0 
ZTT(ys,) (Y%2) +++ (Yer) (Tyr) = 9 

TT (22,) (@2») betwee eee’ (#2) =) 


2 1C7 ) (tyr) = 0 | 
Fihrt man in dieselben die Elementarfunctionen ein und bildet tiber 
jede die Summe (5) AbschnittI, so erhilt man ‘simmtliche ‘' $ 7 
einfache Relationen des terniren Gebiets. 

Anmerkung: Setzt man an Stelle der homogenen Elemente 
2: yi 2; emer Gruppe P; die Verhiltnisse von zweien derselben zur 


dritten, z. B. FEB 


4? ‘8? 
den 2r + 1 Relationen null, und zwar diejenigen vom Gewicht r und 
r+1. Im Ganzen bleiben alsdann fiir das terniire Gebiet noch 








oder einfacher, setzt man ¢ = 4; = 1, so wer- 


se—t) = (5) wirkliche Relationen iibrig, von welchen die niedrigsten 


das Gewicht r + 2 besitzen. 
a. Fir ry = 2 hat man 6 Relationen: 
1, TH(y2,) (y2.) = 9, 4. TT (yz,) (ex,) =O, 
2. TI(ez,) (¢x,) = 0, 5. XTT(ex,) (vy,) = 9, 
3%. (xy) (wy)=9, 6. ZM(ey) (y#,) = 9, 
von denen beispielsweise 3* und 6 nach EHinfiihrung der elementaren 
Functionen tibergehen in: 
3*. 2?b, — zyC, + ya, = 0, 
6. xyA, — 22xb, —y’B, + y20, = 0. 
Bildet man alsdann die Summe 
2,2 .b, — Lx ,y, .C, + Zy,?. a, = 0, 
Dx, y,.A, — 224, 2,.b, — Zy,?. B, + Zy,2,.C, — 0 
und ersetzt die einférmigen Functionen 
Zu,’ = a,’ — 2a, Zxy, = a,b, —C,, 
etc. durch ihre Ausdriicke in den Elementarfunctionen, so erhilt man 
schliesslich die beiden Relationen : 


*) Die mit * bezeichneten Relationen bleiben solche auch fir z= 2;=—1, 
wihrend dies mit den iibrigen nicht der Fall ist, 
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3*, a,?b, + b,2a, — 4a,b, — a,b,C, + C,? = 0, 

6. (a,b, —C,) A, —(b,?—2b,) B, —2 (ca, — B,)b, + (b,c, — A,)C,=0. 
Aus denselben lassen sich durch Vertauschung entsprechender Reihen 
von Elementen die iibrigen Relationen ableiten: 

1. b,?e, + ¢,7b, — 4b,c, — b,c, A, + A,? = 0, 

2. ¢2 a, + a,7¢, — 4¢,a, — c,a,B, + B,? = 0, 

4. (b,c, —A,) B, —(¢,?—2¢,) C, —2 (a,b, —C,) ce, + (c, 4, — B,) A, = 0, 
5. (¢,a, — B,) C, —(a,? —2.a,) A, — 2 (b; ,—Aq) a, + (a,b, —C,) B, = 0. 


b) Fiir r = 3 existiren 10 Relationen, welche symbolisch gegeben 
sind durch: 


1, TT(y2;) (Y%) (ye) = 9, 
2. Th(ex,) (ex) (ex) =O, 
3. TT(@y,) (wy) (wy3) = 9, 
(ex,) = 0, 
2TT(y2,) (y#s) i ey 
(xy;) =0, 
ZT (22,) (¢2) fe ms 
ge Tem) (oy) {V8 — 
10, LTT (yz) (2%) (ys) = 9. 
und in Wirklichkeit folgende Gestalt annehmen: 
1. 0b; (¢,3—3e,¢,) — ¢,(b,3—3,b,) 
+ Ay (b,?¢, —b, A,— b,c,) — Ag (c,?b, —¢, A,—¢,b,) = 0, 
2. ¢3(a,;3—3a,a,) — a,(¢,3—3e, cy) 
+ B, (ca, —¢, B, —e,a,) — B; (a,?e, —a, B, —a,¢) = 0, 
3*, a3(b,>— 3, b,) — bs (a,° — 3.a, a.) 
+ C;'(a,?b, — a, C, — a, b,) — C,(b,? a, —b,C, —b, a,) = 0, 
4. B,(b,?c, —b, A, —b,¢,) — D,(¢,?b, —¢, A, —¢,0,) 
+ Cs (e,8—3¢,¢,) + As (2a, b,c, —a, A, —b, B,—¢, C,) 
— A; (¢,? a, — ¢, By—¢,a,) — 3e,(b,? a}, C,—b,a,) = 0, 
Cy’ (¢,2b, —¢, A, —0,b,) — D,(b,?e, —b, A, —b, ¢,) 
+ B,(b,—3b,b,) + A;(2a,b,¢, —a, A, — b, B, — ¢, C,) 
— A,’ (b,?a,—b, C,—b, a,) — 3b, (c,?a, —¢, B, —c,a,) = 0, 
6. C,(¢,2a,—¢, B, —c,a,) — D,;(a,2c, —a, B, —a, ¢,) 
+ A;'(a,5—3a,4,) + B; (2a,b,c,—a,A, —b, B, —¢,C,) 
— B,(a,?b, —a,C,—a2b,) — 3.4; (¢,2b, —c, A, —c,b,) = 0, 
q* 


oO 
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7. A,’ (a,?¢,—a, B, — a,¢,) — D;(¢,2a, —¢, B,—¢, a) 
+ C;(¢,3—3e,¢) + B,(2a,b,¢,—a, A, —b, B,—¢,C,) 
+ B,'(¢,2b,— ¢,A,—¢,b,) — 3¢,(a,?b, — a,C, — a,b,) = 0, 
8*. A; (a,?b, —a,C, —a,b,) — D,(b,?a, —b, C, —b, a) 
+ B;'(b,3—3b,b,) + C; (2a, b, ¢ —a,A,—b,B,—c¢, C,) 
— C;(b,?c, —b, A,—b, ¢,) — 3b, (a,?c, —a, B, —a, ¢,) = 0, 
9*. B,'(b,2a,—b, C,—b,a,) — D;(a,*b, —a, C, —a,b,) 
+ A, (a,3—3a,a,) + C,(2a,b,c, —a, A, — b, B, —¢, C,) 
— C; (a,?e, —a, B,—a,¢,) — 3.a,(b,?¢, —b, A, —b,¢,) = 0, 
10. A,(a,?c, —a,B, —a,¢,) — A,’ (a,?b, —a,C,—a,b,) 
+ B,(b,?a,—b, C,—b,a,) — By (b,?c, —b, A, —b, ¢,) 
+ C; (¢,? bj —e, A,— ¢,b,;) — C;'(¢,? a, —¢, B,—c, a,) = 0. 
Setzt man in den vorstehenden Relationen z= 2; = 1, so bleiben von 
denselben nur 3*, 8* und 9* als wirkliche Relationen iibrig. Die 
Relation 3* bleibt unveriindert, da sie die Elemente g; nicht enthiilt. 
Die Relationen 8* und 9* erniedrigen ihr Gewicht auf 5 und gehen 
tiber in: 
8*. b, P, — 3b, (a,?—3a,) + C,'(2a,b, —3C,) — C, (b,? — 3b,) = 0, 
9*. a, P, — 3a,(b,?—2b,) + C, (2a,b,—3C,) — C; (a,?—3a,) =0, 
wo 
P, = a,b, + b,2a, — 4a,b, — a,b, C, + C,? 
die fiir r — 2 gefundene Relation 3* bezeichnet. 


2. 
Geometrische Bedeutung der Functionen TT. 


Da fiir » = 2 einer Gruppe P; drei Elemente 2;y;2; zugeordnet 
sind, so lassen sich dieselben als die homogenen Coordinaten eines 
Punktes P; der Ebene auffassen. Den 7 Gruppen entsprechen alsdann 
auch r Punkte P,, P,, P,,..., P- der Ebene mit den Coordinaten 
Ly Y, 21) LoYoo, LeY3%3,-.+, LrYr%r. Bezieht man dieselben auf ein 
beliebiges Coordinatendreieck mit den Axenz =0, y=0, 2 =0, 80 
kann man auch von den symmetrischen Functionen der Coordinaten 
von r festen Punkten P,, P,, P;,..., P- sprechen, welche entweder 
frei in der Ebene liegen oder ein vollstiindiges oder partielles Schnitt- 
punktssystem zweier ebenen algebraischen Curven bilden mégen. 

Ordnet man einem weiteren Punkte Q die Coordinaten «, B, y zu, 
so ist die Gleichung eines Strahles QP;, welcher den Punkt P; von 
Q aus projicirt: 
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pi = aye) + Bex) + v(ey:) = 0, 
wo x, y, 2 die laufenden Coordinaten sein sollen. 
Kin Strahlenbiischel QP;, welches simmtliche r Punkte P; von Q 
aus projicirt, laisst sich darstellen durch das Product: 


D = 9192.93 - °° Pr Sarl, + a” BM, ++ +++ y's, 
wo die Functionen TT die aus II., bekannte Gestalt haben. 

Betrachtet man a, 8, y als constant, so stellt die Gleichung O=0 
eine Curve r'** Ordnung dar, welche durch die Punkte P; einfach 
hindurchgeht. Da die Functionen TT ebenfalls verschwinden, wenn 
irgend ein Punkt P; mit P zusammenfiallt, so sind dieselben fiir sich 
gleich Null gesetzt ebenfalls Gleichungen von Curven r* Ordnung, 
welche simmtlich durch die » Punkte P; einfach hindurchgehen, Es 
fragt sich alsdann, welches die geometrische Bedeutung des Ver- 
schwindens irgend einer Function TT ist. 

Um dies zu erkennen, schneide man zwei der Seiten des Coordi- 
natendreiecks, z. B. = 0 und y = 0 durch die Gerade: 


pi = a(y%) + b(exi) + cy) = 0, 
welche die beiden Punkte P;(%;y;2;) und P(ayz) verbindet. Die Ab- 
standsverhiltnisse der Schnittpunkte sind angegeben durch: 


gal we, 
um)? (@m) 

Setzt man der Reihe nach i = 1, 2,3,..., 7 und bildet die Elementar- 
functionen der 2r Verhiiltnisse x;, 4;, so liefern dieselben gleich Null 
gesetzt unmittelbar die Gleichungeu der Curven TT. Eine solche Curve 
kann demnach als der geometrische Ort des Mittelpunkts P eines 
Strahlenbiischels betrachtet werden, welches die r Punkte P, , P,, P,,..., P, 
projicirt und dessen Strahlen mit zwei beliebigen Seiten des Coordi- 
natendreiecks Abstandsverhiiltnisse von den zugehérigen Ecken liefern, 
fiir welche eine gewisse Elementarfunction derselben verschwindet. So 
ist beispielsweise fiir drei Punkte P,, P,, P, die Curve 3'* Ordnung: 


Z(y2,) (wy) (wYs) = O 
durch die Bedingung 


: A + A, + As = 0 
definirt. 


Umgekehrt gilt dann auch der 

Satz: Projicirt man von einem beliebigen Punkte P(xyz) einer 
Curve TT die r Punkte P;, so schneiden die Strahlen PP; je zwei der 
Seiten des Coordinatendreiecks in Punkten, fiir welche eine gewisse 
symmetrische Elementarfunction der Abstandsverhiiltnisse verschwindet. 
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3. 
Die Relationen im quarterniren Gebiet. 
Im quarterniiren Gebiet betrigt die Zahl der elementaren sym- 


metrischen Functionen S -("**) — 1, zwischen welchen ("$°) 
einfache Relationen bestehen, von denen fiir r = 2 und r = 3 einige 
aufgestellt werden sollen. 

Eine Gruppe P;(x,y;2;t;) liefert mit der variablen Gruppe P(xyzt) 
sechs zweigliedrige Determinanten (y2;), (¢%;), (zyi), (wt), (yt), (et), 
welche eine Function g; von der Form geben: 

pi = a(yei) + Bex) + y (ey) + O(et) + e(yti) + E(eh). 
In dem Product 
D = Qj P2P3 ++ + Pe = OTT, + eB, +--+ + OTs 
ist die Zahl der Functionen TT und damit auch die der Relationen 


(’ t > Dieselben lassen sich wie im terniren Gebiet als die r-fér- 


migen symmetrischen Elementarfunctionen der genannten 6r zwei- 
gliedrigen Determinanten darstellen. So ist beispielsweise 

2(xY;) (yp) (ys) - + - (yr) = 0 
eine solche Relation. 


Fiir r = 2 erhalten wir 21 Relationen, welche dargestellt sind 
durch: 





\ (Y%2)* 
(ex,)* tefl (vy,)* 
(cy, re (2), 
Z(y2,) 4 (xt,) =(), Z(ex,)\ (wt) =O, Z(wy,) (yt,) 7 0, 
(yt,) (yt) (#t,) 
(2t,) (2ty) 
(xt) F 
Bat) { vr) =O, Zui) {0 ) 0, E(et) (et) =O. 
(ty) (sh) 


Von denselben sind aus dem terniren Gebiet alle diejenigen als be- 
kannt vorauszusetzen, welche nur zwei oder drei der Elementenreihen 
x,y, #, ¢ enthalten. Es sei deshalb nur eine Relation angegeben, 
welche die Elemente xyzt zugleich enthalt. Die Function 
2 (ye#,) (vt,) = 0 

oder 

vy F, — exE, — yt B, + 2tC, =0 
liefert als wirkliche Relation: 


a,b, F, + ¢,d,C, —c,a,E, — b,d,B, — 20, F, + 2B, E, =0. 














a 
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Fir ¢=—¢,=—1 reducirt sich die Zahl der Relationen auf 6, welche 
mit * bezeichnet und in Abschnitt II aufgestellt worden sind. 

Fiir r = 3 erhalten wir 56 Relationen, von denen die meisten 
wenigstens ihrer Gestalt nach schon aus dem terniren Gebiet bekannt 
sind. Von denjenigen, welche fiir das quarternire Gebiet charakte- 
ristisch sind, seien beispielsweise nur die beiden angegeben: 

Z(y2,) (y%) (wt) = 0, 
2(ys,) (2%) (wt) = 0, 
welche die Gestalt annehmen: 
F,(b,? a, — b,a, — b,C,) — C,'(e,?d, — c,d, — ¢, F,) 
+ E;(¢,?a, — ¢,a, — ¢,B,) — By (b,?d, — b,d, — b, E,) 


+ Gs; {bse d - = (F, + ¢£, + d,C,)} 
— K, {aby ¢ - = (a A, + 6, B, + ¢ ,)} =0, 


Ki, (a,c, — a,c, — a,B,)— H,(¢,2a, — c,a, — ¢, B,) 
+ 20, (c,d, — ¢,d, — ¢, F,) —2F;(a,?b, — a,b, — a,C,) 
+ Jy fa, bye, — ¥ (a, A, + 6, B, + eC.) 


— Gy fajod, — > (a, Fy + ¢ Dz + a, By) + 


+ B,; {2a, b, d,— (a, EB, + b, D, + a, C.)} 
— By{2b,¢,d,— (b, F, + ¢,E, +4, A,)} = 0. 
Anmerkung: Betrachtet man die Elemente x;y;¢;t; einer Gruppe 
P; als die homogenen Coordinaten eines Punktes im Raum und be- 
zieht denselben auf ein beliebiges Coordinatentetraeder mit den Seiten 
z=0, y=0, 2=0, ¢=0, so lassen sich die Functionen TT ahnlich 
wie im terniren Gebiet geometrisch deuten. 
Eine Function 
pi = a(yzi) + Blea) + vy) + O(at) + E(yt) + b(2h) 
stellt eine Ebene dar, welche den Punkt P; enthilt. Dieselbe lisst 
sich in Form einer Determinante: 
le yet | 
le Ya ee ty 
abed 
la’ Ved’ 
schreiben, in welcher a, b, c, d; a’, b’, c’, d’ die Coordinaten zweier 
Punkte der Ebene sein mégen. 


= 0 
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Ein Beispiel soll betrachtet werden. Liasst man die Ebene gy; =0 
durch eine Ecke des Coordinatentetraeders gehen, setzt man also etwa 
a’ =0, b' =0, ce’ =0, so geht die Function tiber in: 

j= a(y%) + b(ex;) + (zy) —_ 0, 
welche eine Ebene durch die Ecke {c =0, y=0, ¢=0} und den 


xz=0 
Punkt P;(x%;yi2;) darstellt. Dieselbe schneidet die Kanten ‘Gas - 


= 0 
{" re of in Punkten, deren Abstandsverhiiltnisse von den zugehdrigen 


Ecken angegeben sind durch: 
(7%) 4 _ (v4) 
= —__ A; = OT. 
ss (@%)’ (7%) 
Bildet man nun die symmetrischen Elementarfunctionen der x;, 4;, so 
geben dieselben gleich Null gesetzt eine Anzahl Functionen TT des 
quarterniren Gebiets. Bewegt sich also ein Biischel von r Ebenen, 
welche die Punkte P,, P,, P;,..., P, projiciren und durch die Ecke 
(a=0, b=0, c = 0) des Coordinatentetraeders gehen so, dass seine 
z= = 0) 
Ebenen mit den Kanten { vel z ; {" sel 7 Abstandsverhiltnisse x,, 4; 
von den zugehdrigen Ecken bestimmen, fiir welche eine elementare 
symmetrische Function derselben verschwindet, so beschreibt die Axe 
des Biischels eine Kegelflaiche mit der Spitze a—0, b=0, c—0, 
welche durch die betreffende Elementarfunction dargestellt ist. — So 


entspricht z. B. bei drei Punkten der Elementarfunction 2x,4, = 0 
die Kegelfliche 


= (y 41) (222) (ys) = 0 
und dieser wiederum die Relation: 
A; (a,?¢, — a, B, — a,¢,) — A,’ (a,?b, — a,C, — a,b,) © 
+ B,(b,?a,— b,C, — b,a,) — By (b,?e, — b, A, — bye) 
+ C;(¢,?b, — c,A, — ¢,b,) — C; (¢,2a, — ce, B, — c,a,) = 0. 


TIL. Abschnitt. 
Allgemeine Anwendungen. 
1, 


Ueber die Darstellung mehrformiger symmetrischer Functionen durch 
die Elementarfunctionen. 


In seiner schénen Abhandlung itiber die Resultante eines Systems 
mehrerer algebraischen Gleichungen (Denkschriften der kaiser]. Academie 
der Wissenschaften, math. naturw. Classe, Bd. IV, Wien 1852) ‘hat 
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Herr Schlafli gezeigt, wie man jede mehrférmige (vielaccentige) 
symmetrische Function durch nur einformige (einaccentige) ausdriicken 
kann, Setzt man 


(045 Byy Yi ++ +5 Gey Boy Yor>++3 % 3» Bgs Yar-+ 05+) 
Ly YyPt ByM .  . DK Hq Yohe Bol... DK Mg Yoh Bol. 2 .p ey 


so ist nach Schlafli beispielsweise jede dreifirmige symmetrische 
Function dargestellt durch : 


(44, By y+++5 Gy By y++23 My Byy+.+) = (@ > Byy +++) (@2y Boyes) (tg, By, +++) 
— (a + @, By + Bs,..-) (%, B+. 
— (a + a, Bs + By, ~ ++) (2, By, -- 
— (@ + @, By + Bo, ~~~) (H5, Bg, - «+ 
+ 2(a, + @& + a, By+ B,+ Bs,---)- 
Da man nach dem Verfahren von Poisson im Stande ist, jede ein- 
formige Function als ganze Function der Elementar(primitiven) - Func- 
tionen auszudriicken, so wird man auch jede mehrférmige Function 
in Form eines Aggregates von Producten elementarer Functionen (auf 
eine einzige Art) erhalten kénnen. Um den Umweg dieses Verfahrens 
zu vermeiden, der zuweilen grosse Rechnungen und umstindliche Reduc- 
tionen erfordert, sollte man, wie Schlafli weiter ausfiihrt, die mehr- 
férmigen Functionen direct durch die Elementarfunctionen ausdriicken 
kénnen. — Die Methode der unbestimmten Coefficienten gestattet 
zwar, jede symmetrische Function ihrer fiusseren Gestalt nach direct 
durch die Elementarfunctionen anzugeben, allein ihre Anwendung ist 
hiufig mit Schwierigkeiten hinsichtlich der Ermittlung gewisser un- 
bestimmter Coefficienten verbunden, Ich beabsichtige nun zu zeigen, 
wie man mit Hiilfe der Relationen eine betriichtliche Anzahl derselben 
bestimmen kann und wie sich die tibrigen durch Annahme specieller 
Gruppen von Elementen ermitteln lassen. 
Angenommen, die i-férmige symmetrische Function 
(1) Fs Day y,Ps 2% 00. >< ay YP ay" 0. 0. <M Pia... 
sei durch die Elementarfunctionen auszudriicken, so wollen wir unter 
Py = fa, fee + a= Za; 
P, = B, + B+ +++ + B= 2B 
(2) Po=MNFM te tH 2K 


a out? — 


Zahlen verstehen, welche das Gewicht derselben hinsichtlich der gleich- 
werthigen Elemente 2,2, ... Xi, Yj Yo-.++Yiy %%+- 


«Bigs ery e ee ON- 
geben. Dann ist durch die Summe 
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(3) P=p,+P.+ Py +++: = =p, 
das Gewicht der Function F' selbst ausgedriickt. 


Denken wir uns die Entwicklung derselben als ganze Function 
der Elementarfunctionen ausgefiihrt, so erhellt, dass auch jedes Glied 
der letzteren den Bedingungen (2) und (3) gentigen muss. Um also 
simmtliche Glieder der geforderten Darstellung zu erhalten, bilde man 
alle méglichen Producte der Elementarfunctionen, welche hinsichtlich 
der gleichwerthigen Elemente 2,2, ... 0) YyYo -++ Yix 215 S95 «++ Bay oes 
bezw. das Gewicht p,, p,,p,,... und hinsichtlich der Elemente aller 
Gruppen das Gewicht P= 2p, besitzen. — Multiplicirt man die so 
erhaltenen Producte mit gewissen constanten Factoren a, B, y,...,7 
und setzt hernach ihre Summe gleich der gegebenen Function F’, so 
kann man letztere wenigstens der ausseren Form nach als bekannt 
voraussetzen (Methode der unbestimmten Coefficienten). 

Die genannte Darstellung der i-férmigen Function F wird nun 
moglich sein fiir jede beliebige Anzahl r, der Gruppen P;(%;y,2; ...) 
die gleich oder grésser als i ist. Nimmt man jedoch r, <i, so wird 
die Function selbst mit allen héheren Elementarfunctionen in iden- 
tischer Weise verschwinden. Alsdann bleibt aber (fiir jeden Werth 
von r, <7) eine identische Beziehung der Elementarfunctionen vom 
Gewicht 1,2,3,...7, iibrig, in welcher nur gewisse lineare Coeffi- 
cienten a, 6,y,...t unbekannt sind. Soll nun eine derartige Be- 
ziehung (der Elementarfunctionen) méglich sein, so muss sie offenbar 
eine wirkliche Relation derselben darstellen. Sucht man daher unter 
den fiir r, Gruppen von je »-+ 1 Elementen gebildeten Relationen, 
bezw. deren Combinationen diejenige aus, welche hinsichtlich des Ge- 
wichts der gleichwerthigen Elemente 2, 2...0;, Y, Yo. ++ Yir @12q+..%iy ore 
mit der erhaltenen Beziehung tibereinstimmt, so lassen sich durch Ver- 
gleichen der Coefficienten gleicher Glieder die in derselben vorkommenden 
unbekannten Zahlen a, 6, y,... ermitteln. Die tibrigen Coefficienten 
aller Glieder, welche i, i+1, i+ 2,...r-férmige Elementarfunc- 
tionen enthalten, lassen sich durch Annahme von i, i+1,i+2,...r 
speciellen Gruppen finden. 


Das folgende Beispiel soll das Verfahren erliutern. 
Fiir die 3-férmige symmetrische Function 2w,*y,y,, welche das 
Gewicht P = p, + p, = 2+ 2 besitzt, ergiebt sich die Darstellung: 


Lx, YY, = aa,?b,? + Bab, + ya,b,? + da,b,+ eC, + xa,b,C, 
+ ea, C;' + 6b,C, + AC, 


Fiir r, = 1 verschwindet die 3-férmige Function selbst und mit 
Ausnahme von a, und 6, auch simmtliche Elementarfunctionen. Daher 
ist a = 0, 
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Fiir r,=2 verschwindet 2z,*y,y, ebenfalls sowie auch C,, C,', C,, 
sodass die Beziehung tbrig bleibt: 


0 = Ba,*b, + yanb,? + dab, + @C,? + xa,b,C,, 
welche hinsichtlich des Gewichts der einzelnen Elemente mit der fiir 
yr = 2 gefundenen Relation 

P, = a,?b, + b,?a, — 4a,b, — a,b,C, + C2 = 0 
iibereinstimmt und daher nur bestehen kann, wenn ihre Coefficienten 
proportional den entsprechenden der Relation P, sind. Somit ist: 

Bon, y=, =—A4za, é=at, x=—2 
und daher 

2H,* YoY3 = TP, + 6b, C; + ea, Cy + AC, 


Macht man hierauf drei Annahmen von je drei speciellen Gruppen, 
so findet man 


1. fiir die Gruppen (0, 1), (1,9), (—1, l)... m= 2 


2. ” (1, 0), (1, 1), (i,—1)... G = 


é 1 
3. ”» » ” (0, 1), (1,1), (— 1, 1) eee GC amas 


Eine einzige weitere Annahme von 4 Gruppen, z. B. von (1, 1), (1, 1), 


(1,1), (1,1) liefert 42=——41, so dass die Function dargestellt ist 
durch : 


, 1 ’ 
2a? 4243 = = {a,72, + b,?a, — 4a,b, — a,b, C, pki “en 
+ 2a,0, —3C,}. 


2. 


Directe Darstellung der symmetrischen Functionen durch die 
Elementarfunctionen. 


Eine weitere Methode jede beliebige symmetrische Function direct 
durch die Elementarfunctionen auszudriicken, besteht in Folgendem: 
Denken wir uns wiederum siimmtliche Producte der Elementarfune- 
tionen gebildet, welche den Bedingungen (2) und (3) gentigen und 
die Function F wie oben durch die unbestimmten Coefficienten 
a, B,y,.-.t, deren Anzahl gleich s sein mége, dargestellt, so wird 
die Gleichung 

FE 6Q, + BQ. +79 +°:: +79 
zu einer identischen, sobald man in den Producten Q,, Q,, Qs, .+. Qs 
die Elementarfunctionen durch ihre Ausdriicke in den Elementen selbst 
ersetzt, Hiczbei treten auf der rechten Seite dieser Gleichung s sym- 
metrische Functionen auf, welche hinsichtlich ihres Gewichts mit der 
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Function F tibereinstimmen und deren Coefficienten lineare Combi- 
nationen der Zahlen «, 8, y,...7 sind. Da die Gleichung 


F=aQ,+8Q+:--:+179%, 
auf diese Weise eine identische geworden ist, so wird sie nur be- 
stehen kénnen, wenn die Coefficienten gleicher Functionen auf beiden 
Seiten einander gleich sind. Wir erhalten somit zwischen den Zahlen 


a, B,y,..+,t § lineare Gleichungen, aus welchen dieselben ermittelt 
werden kénnen. 

Diese Methode hat den Vortheil, dass man gleichzeitig die ganze 
Gruppe von symmetrischen Functionen erhalten kann, welche den Be- 
dingungen (2) geniigen. 

Fiir die symmetrischen Functionen vom Gewicht (2, 2) erhalt man 
bei 3 Gruppen die Darstellung: 


2 2 
D , y) = aa,2b,2+ fa,?d, + yb,2a, + 8-a,b, + 60,2 + a,b, 0, 
+ ea, Cy + 6b,C, 
= aba? y?+ (apex) 2a? y.?+(2a+fp+x) 2a? y,y, 

+ (2a+y + *) 2y,?x,x, 

+ (2a 4+ 28+ 2%+ 8 + @) 2x,’ y.¥5 

+ (2a+ 284+ 2x+ y+ 6) 2y,?x, x, 

+ (4a + 26 + 2y 4+ 264 2x4 0) Day roy, 

+ (40+ 28+ 2y + 224+ 3x+0+6+ 0) Za, y, X.Y. 
Setzt man hierin der Reihe nach die Coefficienten jeder symmetrischen 
Function gleich 1 und gleichzeitig die Coefficienten aller iibrigen gleich 
Null, so erhailt man 8 Systeme von je 8 linearen Gleichungen, welche 
aufgelést unmittelbar die Darstellungen der 8 Functionen 
BHP y?, VHP yo", SH YoYs, VHPY Yo.» SLY, LYo, XY, Lys, 


b Dy? %,X_, LY, Ly Xs 
geben. 


Beispielsweise erhalt man zur Ermittlung der Function 22, y, 2,45 
das System: 


O=— a, 

Ome+x, 

O=— B+ x, 

Cm oe, 

O=—2e+2x+B+e, 

O=— 268+ 2y+ 22+ 2x+ 0, 

Om 2e+2x+y7+ 6, 
1=26+2y+2e+3x+0+6+ 8, 


PSP Prrrer?r tS 
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woraus sich ergiebt: 


1 1 4 1 1 
a=Q, 6 =——-, earn §=7, a cas 


Daher ist: 
ZL, YL. Y3 = = {—a,b,—b,?a,+ 4a, b,— C,?-++ a, b,C,+ 4,0,’ b,C;} ° 


Diese Methode lisst sich auch zur Bildung der Relationen selbst 
verwenden, denn jede derselben wird in identischer Weise Null werden, 
sobald man an Stelle der Elementarfunctionen ihre Ausdriicke in den 
Elementen selbst setzt. Da jede Relation hinsichtlich der gleich- 
werthigen Elemente 2,%,..-%r, YjYo+++ Yr) +++ eine homogene 
Function ist, so wird man bei der Bildung der Producte der elemen- 
taren Functionen die Bedingungen (2) beachten miissen. Von Wich- 
tigkeit ist hierbei, das Gewicht der zu bildenden Relation zu kennen. 
Weiss man, dass z. B, fiir r=2 eine Relation vom Gewicht P=2+ 2 
existirt, so bilde man alle méglichen Producte der Elementarfunc- 
tionen vom Gewicht (2, 2) und erhilt als Relation: 

0 = aa,?b,? + Ba,?b, + ya,b,* + da,b, + ea,b, C, + *C,? 
oder 

O=adu,*y,*? + (2a + y + &) Sy?a,%, + (a + & + x) Lyx,’ 
+ (2a + B+ &) Sx,?y,y, 
+ (4a + 28 + 2y + 6+ 2¢ + 2x) Sa,y, 24, 


eine Gleichung, die nur bestehen kann, wenn gleichzeitig: 
1. Oma, 
2, O=2a+ty+e, 
3. Oma+e+x, 
4. O=2a+6+8, 
5. Om 4a+ 28+ 2y7+0+ 22+ 2x, 
woraus sich ergiebt: 
a=0, BP=—e, yom—e, O=4te, em —s, 
Somit erhailt man die Relation 
P, = a,?b, + b,?a, — 4a,b, — a,b, C, + C,? = 0, 
die mit der in Theil II fiir r — 2 gefundenen iibereinstimmt. 
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3. 


Besondere Darstellung einer gewissen Gattung von symmetrischen 
Functionen. 


Satz: Jede symmetrische Function von r Gruppen P; (x; y;2;..:v,;;) 
#<1,2,3,...r— 


Fm 24, %Yy Ft 24% 2. Wy <9 Yoh? B70. WI DK... ><a PP 2,” 2. ww”, 


welche der Bedingung geniigt: 


GABAA HHH Etat +H=:: 
= OG, + Be + ets + He = Pp, 

lisst sich in Form eines Aggregates von Producten der r-férmigen 
Elementarfunctionen a,, A,, B,,... von der Dimension p darstellen. 

Um dies zu beweisen, setze man an Stelle der Verhiiltnisse von 
nm Elementen einer Gruppe zum »-+1'* neue Elemente, beispielsweise 
> “w? 4, ; 
deren Elementarfunctionen durch entsprechende deutsche Buchstaben 
bezeichnet werden mdgen. Die letzteren lassen sich, wie leicht ein- 
zusehen ist, als Quotient zweier +-férmiger Elementarfunctionen der 


x v . , ’ , 
an Stelle von — ‘+, 4, die Elemente 2’, y’, 2’,..., 0’, 





Gruppen 4; 4; 2... v;w; angeben; beispielsweise ist 
va ZX, YoWs Wy... W | A 

rx, gs aa 1 Y_gW3W, eee 
Wy We... W,, 8, 


Infolge der Substitutionen «@=—2’'w, y= yw, ¢=—2'w,.. 
v=v'w geht die Function J tiber in 

J = (WW, ++ + Wp)? Da Vy, Pr - + + dK wl MY, r++ == 8,P ST’, 
wo J’ die Elemente w nicht mehr enthilt. 

Driickt man die Function J’ nach irgend einer Methode durch 
die Elementarfunctionen a,, b,, ¢,,---, %,, B,, &, ete. aus und ersetzt 
dieselben nachtriglich durch die betreffenden Quotienten je zweier 
r-formiger Elementarfunctionen der Gruppen 2; y; 4... v;W;, 80 ist 
die Function J in der That durch lauter r-férmige Elementarfunc- 
tionen dargestellt, 

Ein Beispiel soll das Verfahren erlautern. 

Die 3-férmige symmetrische Function 

J = LH, 2, Lyk Ys" 
geniigt der Bedingung 1+ 1 —1-+- 1—2 =p und wird daher durch 
lauter 3-férmige Elementarfunctionen dargestellt werden kénnen. 

Setzt man 

Lea's, y=y’é, 
so geht dieselbe tiber in 
J = (4, 8923)? BX, ys? = 57d’, 
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wo die Function J’ angegeben ist durch: 
, , , 1 , 
2a Ly Ys*> = = {Py — 4 Cy + 26,63} 


PB, = a,7b, + b,?a, — 40,6, — a6,6,4+ 6? 
ist. Ersetzt man hierin die Elementarfunctionen durch die entsprechen- 
den Quotienten: 


und 


B, A,’ B, R. A 
no SWE Ss, Bae CH tee tS 
= eet are 
6, 2, o = ts? bs Cs” 


so geht die Function J iiber in 
J= - (Brat as’ 





qt aaa 4 A, By + Ry?— B,C; +24; O,}, 
wo in der That in jedem Glied die 3-formigen Elementarfunctionen 
in der Dimension 2 auftreten. 

In seiner schénen Abhandlung iiber die Resultante eines Systems 
von drei quadratischen Gleichungen (Crelle XXVIII, S. 71) hat Hesse 
sich iiber ein Eliminationsverfahren ausgesprochen, welches spiiter von 
Herrn Schlafli in dem eben genannten Aufsatz genauer auseinander 
gesetzt worden ist. Schlafli hat insbesondere auch die Vorschrift iiber 
die Darstellung gewisser symmetrischer Functionen durch die Coeffi- 
cienten eines Systems von Gleichungen untersucht und gezeigt, dass 
das von Hesse angegebene Verfahren keineswegs zur Kenntniss aller 
symmetrischen Functionen fiihrt, welche zur Bildung der Resultante 
nothig waren. 

Bei Gelegenheit dieser Untersuchungen hat Schlifli ein anderes 
Verfahren entwickelt, das die Darstellung dieser Functionen umgeht, 
aber die Zerfillung einer gewissen m-férmigen Function in lauter 
m-formige Elementarfunctionen verlangt, eine Aufgabe, auf die Schlifl 
nicht eingegangen ist. Da jene Function die Eigenschaften der oben; 
genannten Function J besitzt und daher in der gewiinschten Form 
dargestellt werden kann, so soll das Verfahren kurz angegeben werden. 

Bestehen zwischen den »-+-1 homogenen Variabeln 2, y, 2, ...v, w 
die m + 1 Gleichungen 


e=ax+ by+ece+---+uw=0, go =0, = 0,--+, pr =, 
so kann man die Resultante « derselben durch das Product 

U = 010203 +--+ Or 
darstellen, in welchem 7 die Anzahl der gemeinschaftlichen Werth- 
systeme 2; 4;%;...W; (t=1,2,3,...,7) der m Gleichungen ,,q.2,5)..+) Pn 
angiebt und g; von der Form ist 


= ax+ by+--+-+ xm 
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Denkt man sich das Product @,@,...@, nach den Productcombi- 


nationen der (Sera) geordnet, so erhilt man als Coefficienten 
derselben die siimmtlichen r-férmigen Elementarfunctionen a,, A,, 
B,, C,, ..» 8 der r Gruppen 2 y:%; ... mw (i= 1, 2, 3,..., 7), 
welche nach Hesse (8. 71) in einfacher Weise durch die Coefficienten 
der Gleichungen 9, 9, .. . m, ausgedriickt werden kénnen. Die Resul- 
tante w lisst sich daher auch auf folgende Gestalt bringen: 
u==a’a,+ a'bA,+ ab? B, +--+ + x's, 
Um hieraus die Resultante U eines neuen Systems von n+ 1 
Gleichungen 
P=9, PY =9, = 0, -- Pn = 0 
zu erhalten, in welchem die lineare Gleichung @ =O nur durch eine 
gy =0 vom m' Grad ersetzt ist, bilde man mit Schlifli das Product 
Uy Uy Uy.» Um = Oy Oy! «+= Or? MK Oy? Og? 0+ Or? MK vee PK OY Q™ «+ = Or; 
wo 
Qi = AX; + Oe Yi + C8 +++ + HO; 
ist und ordne dasselbe nach Potenzen und Producten der Elementar- 
functionen a,, A,, B,,..., 8, Die Coefficienten dieser letzteren sind 
alsdann gewisse m-férmige Functionen der m Gruppen a;);¢... x. 
(¢—1,2,3,...,m) von der Form 


Fm Day dyhe . . . 164% D< ag D:h2 . 6. Hy Ko DK aye™ Bye sega, 


wo die Zahlen a, B, y, ..., x der Bedingung unterliegen 
Oy By eee ty = + Bye ty +++ = Amt Bn tes Xm = p. 


Dieselben lassen sich somit in der beschriebenen Weise durch die 
m-férmigen Elementarfunctionen der a; b,c; ...%; ausdriicken. Das 
vorausgesetzt, erhiilt man nach Schiliafli die Resultante U, indem man 
an Stelle der m-férmigen Elementarfunctionen der m Gruppen a,bj¢;...%; 


die entsprechenden Coefficienten der Gleichung (ays ...Ww)=0 setzt. 

Der oben bewiesene Satz tiber die Zerfaillung der Function J in 
lauter r-férmige Elementarfunctionen lisst die folgende Verallgemeine- 
rung zu, welche Herr Brill in Tiibingen in seinen Vorlesungen iiber 
algebraische Functionen ausgesprochen hat: 


Satz: Hat man eine symmetrische Function der + Gruppen 
P (i Yi.-- W;) 


Fe LH, YyPr .. . Wy >< My Yoh... Wo DK... <a TYP... w,*, 
in welcher die Summen 

SEB +H KM, %&+B,++++ +4, —M, °°: 
alle grésser als Null und beispielsweise a; + 6; -+----+- «=p; die 
kleinste derselben sein soll, so lisst sich die Function J derart durch 
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ein Aggregat von Elementarfunctioneu darstellen, dass jedes Glied 
hinsichtlich der r-férmigen Elementarfunctionen von der Dimension 
pi ist. 

Fuhrt man die Substitutionen ein 


a= x'w =Yy'W, 6=2'W, +++ 0=v Ww 
? ? ? ? ? 


so tritt aus der Function J der Factor (w,w,...w,) t-fach heraus, 
so dass dieselbe iibergeht in 
J = (w,w,... W,)' d’, 

wo J’ noch Elemente w enthilt. — Nach den vorhergehenden Aus- 
fiihrungen lassen sich die elementaren Functionen der Elemente 
x,y’, 2,...,0' unmittelbar durch den Quotienten zweier 1-formiger 
Elementarfuncticnen mit dem gemeinsamen Nenner w,w,..., an- 
geben. Gelingt es nun zu beweisen, dass auch alle andern Elementar- 
functionen , welche ausser 2’y’g’ ...v’ noch das Element w enthalten, 
sich durch einen Quotienten darstellen lassen, welcher den Nenner s, 
und eine lineare Combination der r-férmigen Elementarfunctionen zum 
Ziihler besitzt, so ist in der That der Satz bewiesen. — Die letztere 
Behauptung habe ich zwar nicht allgemein beweisen kénnen, ihre 
Richtigkeit laisst sich jedoch fir r—2, r—3, r=—4, etc. unter 
Anwendung der hierfiir aufgestellten Relationen zeigen, sie wird daher 
auch allgemeine Giltigkeit haben. 

Ist uns beispielsweise bei drei Gruppen von je zwei Elementen x y 
die 3-férmige Function gegeben: 


Jq=FZ Fa yA Ly” Yoh 5% yy . 


DP, = & + B, < & + B, < a + Bs, 


so geht dieselbe mit der Substitution 2 —= x’y tiber in 


wo 


Jj= b,? 22, a Le Qs Yo thar Ly a, Ye thor == b,? J”. 
Die Elementarfunctionen der x’ und y nehmen die Werthe an: 

1” , Pre: ° , , i 
22) = oe 2x,’ x, — a, Zk) Y= She » Zk, Ly Ws =2, 
tJ 3 8 3 


—~ Cy by — b, 0. 
DE) YoY; = ns 


2 
Za,’ Ly y,= Saye 


bs 


von denen nur noch der Zihler der Function Xz,’ x,'y, linear durch 
die 3-férmigen Elementarfunctionen auszudriicken ist. Derselbe ist 
dargestellt durch den. Ausdruck: 


ZL, LY" = + {P,—a,C; + 26,0}, 


welcher mit Hiilfe der fir *—3 in Theil II, Nr. 1b. gebildeten 
Relationen 8* oder 9* iibergeht in: 


Mathematische Annalen, XXXVIII, 8 
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ZL, Ly: = e {b,a,? — 3b,a, — C,a,b, + C,'C, + Cb)? — Cb} 
oder 


ws = {a,b,? — 3a,b, + C,C, — C;' ay}. 


Mit Beniitzung der Relationen gelingt es also simmtliche Elementar- 
functionen der x’ und y durch Quotienten auszudriicken, deren Nenner 
b, und deren Zihler eine lineare Combination der 3-férmigen Elementar- 
functionen a;, C,, C,', b, ist. Es kann somit auch jede 3-férmige 
Function von der Form J durch einen Ausdruck dargestellt werden, 
in welchem jedes Glied hinsichtlich der 3-férmigen Elementarfunc- 
tionen a,, C,, C,,b, von der Dimension «; + B; =p; ist, wo p; die 
kleinste der Zahlen a, + B,, @ + B,, a, + 8, sein soll. 


Schorndorf, im November 1890. 
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Ueber die reellen Ziige algebraischer Curven. 
Von 


Davin Hizserr in Kinigsberg i. Pr. 


A. Harnack*) hat bewiesen, dass die Anzahl der reellen Ziige 
einer ebenen algebraischen Curve n't Ordnung hiéchstens gleich 


> (n—1) (n—2) + 1 ist und er hat zugleich ein Verfahren angegeben, 
mittelst dessen man in der That ebene Curven mn Ordnung mit 
> (nm — 1) (wm — 2) + 1 reellen Ziigen construiren kann. Da eine 


solche Curve mit der Maximalzahl reeller Ziige keinenfalls einen Doppel- 
punkt besitzt, so darf kein Zug der Curve sich selber oder einen an- 
deren Zug durchschneiden und die Curve besteht daher, wenn die 
Ordnung m gerade ist, nur aus paaren Ziigen. Ist die Ordnung n 
ungerade, so besitzt die Curve einen unpaaren Zug; die tibrigen Ziige 
sind simmtlich paar. 

Um die wosentlichen Eigenschaften eines paaren und eines unpaaren 
Zuges klar hervortreten zu lassen**), deuten wir die terniiren homo- 
genen Coordinaten 2,, 2, 2, als Coordinaten eines Punktes im Raume, 
bezogen auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem, so dass jedem Punkte 
der urspriinglichen Ebene eine durch den Anfangspunkt O gehende 
gerade Linie und jedem Zuge der ebenen Curve ein Kegel entspricht, 
dessen Spitze im Anfangspunkte O liegt. Ein solcher Kegel theilt nun 
den Raum entweder in zwei oder in drei Gebiete. Im ersteren Falle 
ist es méglich, eine jede durch den Anfangspunkt O gehende Gerade 
durch Drehung um O in jede andere durch O gehende Gerade iiber- 
zuftihren, ohne den Kegel zu iiberschreiten d. h. ohne dass die Gerade 
inzwischen einmal mit einer Erzeugenden des Kegels zusammenfillt. 
Es wird dann der Kegel und der entsprechende Curvenzug ein un- 
paarer genannt. Im zweiten Falle gehéren zwei Raumgebiete als 


*) Mathematische Annalen Bd, 10; 8. 189. 
**) Vgl. Mibius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung, 
Gesammelte Werke, Bd. 2 und v. Staudt, Geometrie der Lage S. 81, 


8* 
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Scheitelriume zusammen, insofern alle geraden Linien, welche das 
eine erfiillen, nach ihrer Verliingerung in das andere Gebiet hinein- 
ragen. Der Kegel und der entsprechende Curvenzug heissen dann 
paar. Die beiden zusammengehérigen Raumgebiete und das ent- 
sprechende Gebiet der Ebene bilden das Innere des Kegels oder der 
Curve. Alle iibrigen durch O hindurchlaufenden Geraden erfiillen das 
dritte Raumgebiet. Dieses und das entsprechende Gebiet der Ebene 
heisst das iussere Gebiet. Zwei unpaare Ziige schneiden sich in 
einer ungeraden Anzahl von Punkten; zwei paare Ziige, sowie ein 
unpaarer und ein paarer Zug schneiden sich in einer geraden Anzahl 
von Punkten. Jeder durch das Innere eines paaren Zuges gelegte 
unpaare Zug schneidet den paaren Zug wenigstens in zwei Punkten. 

Durch die vorstehenden Betrachtungen ist das Innere und das 
Aeussere eines paaren Curvenzuges in bestimmter Weise unterschieden 
und wenn daher eine Curve mit mehreren Ziigen gegeben ist, so kénnen 
wir fiir jeden einzelnen paaren Zug angeben, welche Ziige ausserhalb 
oder innerhalb desselben liegen und welche denselben umschliessen. Was 
hierbei die verschiedenen Méglichkeiten anbetrifft, so erscheint es vor 
allem néthig, die fiussersten Vorkommnisse bei der Gruppirung der 
Ziige in Betracht zu ziehen und wir untersuchen daher im Folgenden 
die Frage, wie viele von den Ziigen einer Curve mit der Maximalzah! 
reeller Ziige héchstens in einander eingeschachtelt sein kénnen d. h, 
wie viele Ziige derart liegen kénnen, dass der erste Zug vallstindig 
im Inneren des zweiten, der zweite im Inneren des dritten Zuges ver- 
liuft u. s. f. 


Man erkennt leicht, dass bei einer geraden Ordnung n hichstens 


. — 1 Ziige in der eben beschriebenen Weise eingeschachtelt sind. Denn 


n 
2 
Ziige einen beliebigen Punkt A an und verbinde diesen Punkt A mit 
einem Punkte des zu innerst gelegenen Curvenzuges durch eine Gerade, 
Da die so gelegte Gerade den Zug, auf welchem A liegt, und ausser- 


giibe es — eingeschachtelte Ziige, so nehme man auf einem der iibrigen 


dem jeden der > eingeschachtelten Ziige mindestens in 2 Punkten trifft, 


so hiitte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens n +- 2 Punkte gemein, 
was unmoéglich ist. 

Wenn wir die Existenz einer Curve der geraden Ordnung » mit 
der Maximalzahl reeller Ziige annehmen, von denen in der That 


: — 1 auf die vorhin beschriebene Weise in einander eingeschachtelt 
liegen, so ist leicht ersichtlich, dass die tibrigen = (nw? —4n+ 6) Ziige 


simmtlich unter einander getrennt verlaufen, Denn wirde auch nur 
einer dieser Ziige einen anderen umschliessen, so hatte die Verbindungs- 
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linie eines Punktes des letzteren Zuges mit einem Punkte des zu innerst 
gelegenen Zuges der Curve mindestens »-+ 2 Punkte gemein und 
dieser Fall ist unméglich. Dagegen hindert nichts, dass die tibrigen 


= (n? ~ 4n + 6) Ziige auf verschiedene Weise in den ringférmigen 


Gebieten vertheilt sind, welche durch die * — 1 eingeschachtelten 
Ziige gebildet werden. 


Ist die Ordnung » ungerade, so besitzt die Curve einen unpaaren 
Zug und es sind hichstens = (n—8) paare Ziige der Curve in einander 


eingeschachtelt. Denn giibe es +(n — 1) eingeschachtelte Ziige, so 


nehme man auf einem der iibrigen Ziige einen beliebigen Punkt an 
und verbinde diesen Punkt mit einem Punkte des zu innerst gelegenen 
Curvenzuges durch eine Gerade. Da die so gelegte Gerade ausserdem 
den unpaaren Zug der Curve wenigstens in einem Punkte schneiden 
muss, so hiitte sie mit der Curve im Ganzen wenigstens » + 2 Punkte 
gemein, was unmdglich ist. Die tibrigen : (n? — 4n +- 7) Ziige liegen 
wie vorhin untereinander getrennt. 

Wir wollen jetzt zeigen, dass Curven von der in Rede stehenden 
Art in der That existiren. Zu dem Zwecke nehmen wir an, es sei 
f =0 die Gleichung einer Curve von der Ordnung » mit der Maximal- 
zahl reeller Ziige, unter denen, jenachdem » gerade oder ungerade ist, die 
+ —1 Ziige Z,, Z,,..., Zz, beziehungsweise die + (n — 8) Ziige 

- — 


Zi, Zaps 00s By aut die verlangte Weise in einandereingeschachtelt 
zy @—) 


sind, Ausserdem mége es eine Ellipse k — 0 geben, welche entweder 

den iiussersten Zug Z, _ beziehungsweise Z, umschliesst oder 
: ie yz @-9) 

ganz im innersten Zuge Z, liegt oder allgemein den Zug Z, umschliesst 

und zugleich im Innern des Zuges Z,4; liegt, wobei v eine der Zahlen 


1,2,-++, = — 2 beziehungsweise eine der Zahlen 1, 2, -- -, = (n—5) 
bedeutet. Diese Ellipse k=O schneide einen der iibrigen + (n?—4n-+-6) 


beziehungsweise = (n®@—4n+7) Ziige in 2 Punkten A,, A,..., Aon 


und zwar derart, dass letztere als Punkte der Ellipse in der nimlichen 
Reihe aufeinanderfolgen, wie wenn wir den Curvenzug durchlaufen. 
Wir nehmen nun auf der Ellipse zwischen zweien dieser Punkte, etwa 
zwischen A, und A, 2n-+ 4 Punkte B,, B,,..., Banya beliebig an 
und verbinden B, mit B,, B, mit B,, ..., Bonzs mit Bonyy durch 
gerade Linien. Die linken Seiten der Gleichungen dieser geraden Linien 
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multipliciren wir miteinander und bezeichnen das entstehende Product, 
welches eine ternire Form von der » + 2" Ordnung ist, mit g. Wird 
dann eine Grosse 0 geniigend klein bestimmt, so ist bei geeignet ge- 
wahltem Vorzeichen 

fk+dg=0 


die Gleichung einer Curve der n + 2‘ Ordnung, welche 


+ (w—1) (n—2) +14 2n—1) =F (m4+1)n41 
d. h, die Maximalzahl von Ziigen besitzt, unter denen in der That * 


beziehungsweise +(n— 1) Ziige in einander eingeschachtelt sind. Denn 


jeder der eingeschachtelten Ziige Z,, Z,,...,2,  beziehungsweise 


2 
Ly Loy + 029 By a a giebt zu einem nahebei gelegenen Zug der neuen 
2 
Curve Anlass. Wir bezeichnen die so entstehenden Ziige der neuen 
Curve mit Z,', Z,',...,2Z, _ beziehungsweise mit Z,’, Z,',...,Z', ‘ 
hg ro 

Zugleich entsteht aus der Ellipse = 0 ein besonderer Zug Z’, welcher 
die Ellipse entweder aussen umschliesst oder sich derselben von innen 
anschmiegt, so dass die Ellipse entweder zwischen den Ziigen Z,’ und 
Z’ oder zwischen den Ziigen Z’ und Z,4, eingeschachtelt ist. Die 
Ellipse k =O schneidet einen der neu entstandenen Ziige in den 
2n + 4 Punkten B,, B,, ..., Ban44 und zwar derart, dass die Reihen- 
folge dieser Schnittpunkte auf der Ellipse und auf dem Curvenzuge 
die namliche ist. Wir erkennen somit, dass die Ellipse k — 0 gegen- 
iiber der neu gebildeten Curve n+ 2'* Ordnung genau die entsprechende 
Lage einnimmt, wie gegeniiber der urspriinglichen Curve n'" Ordnung. 
Das beschriebene Verfahren ist daher von neuem anwendbar und bei 
jedem weiteren Schritte gelangen wir zu einer neuen Curve von der 
verlangten Beschaffenheit, deren Ordnung um zwei Hinheiten grésser 
ist. Da fiir die niedrigsten Ordnungen die Existenz der Curven von 
der verlangten Beschaffenheit leicht erkannt wird, so folgt dieselbe 
allgemein. 

Durch das angegebene Verfahren gelangen wir in den Fiillen 
n=6, n=T7, n=8 zu folgenden Curven der in Rede stehenden 
Beschaffenheit. 

m = 6,*) 1) Ein Zug Z, innerhalb desselben ein einzelner Zug, 
ausserhalb des Zuges Z 9 untereinander getrennt liegende Ziige. 

*) Diesen Fall m= 6 habe ich einer weiteren eingehenden Untersuchung 
unterworfen, wobei ich — freilich auf einem ausserordentlich umstindlichen 
Wege — fand, dass die 11 Ziige eimer Curve 6'* Ordnung keinesfalls siimmtlich 
ausserhalb und von einander getrennt verlaufen kénnen, Dieses Resultat erscheint 





| 
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2) Ein Zug Z, innerhalb desselben 9 getrennt liegende 
Ziige, ausserhalb des Zuges Z ein einzelner Zug. 

m= 7%. 1) Ein Zug Z, innerhalb desselben 2 getrennt liegende 
Ziige, ausserhalb des Zuges Z 12 getrennte paare Ziige und ein un- 
paarer Zug. 

2) Ein Zug Z, innerhalb desselben 12 getrennte Ziige, 
ausserhalb des Zuges Z 2 paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

3) Ein Zug Z, innerhalb desselben 3 getrennte Ziige, 
ausserhalb des Zuges Z 11 paare Ziige und ein unpaarer Zug. 

4) Ein Zug Z, innerhalb desselben 13 getrennte Ziige, 
ausserhalb des Zuges Z ein paarer und ein unpaarer Zug. 

= 8. 1) Hin Zug Z,, innerhalb desselben ein einzelner Zug, 
ausserhalb des Zuges Z, 2 getrennt liegende Ziige; diese beiden letzteren 
Ziige sowie der Zug Z, werden gleichzeitig umschlossen von einem 
Zuge Z,, ausserhalb des Zuges Z, 17 getrennt liegende Ziige. 

2) Ein Zug Z,, innerhalb desselben 17 getrennte Ziige, 
ausserhalb des Zuges Z, 2 getrennt liegende Ziige, die beiden letzteren 
Ziige, sowie der Zug Z, werden umschlossen von einem Zuge Z,; ausser- 
halb des Zuges Z, ein einzelner Zug. 

3) Ein Zug Z,, innerhalb desselben ein einzelner Zug, 
ausserhalb des Zuges Z, 14 getrennt liegende Ziige, diese letzteren 14 
Ziige sowie der Zug Z, werden umschlossen von einem Zuge Z,, ausser- 
halb des Zuges Z, 5 getrennte Ziige. 

4) Kin Zug Z,, innerhalb desselben 5 getrennt liegende 
Ziige, ausserhalb des Zuges Z, 14 Ziige, diese 14 Ziige sowie der 
Zug Z, werden zugleich umschlossen von einem Zuge Z,, ausserhalb 
des Zuges Z, ein einzelner Zug. 

Die Frage nach der Maximalzahl der reellen Ziige gestattet auch 
fiir die algebraischen Raumcurven eine vollstindige Erledigung. 

Wir untersuchen zuniichst, aus wie vielen Ziigen eine irreducible 
Raumeurve n‘ Ordnung héchstens bestehen kann. Halphen*) und 
M. Noether**) haben gezeigt, dass eine irreducible nicht ebene Curve 
net Ordnung vom Maximalgeschlecht nothwendig auf einer Fliache 


zweiter Ordnung liegt. Dieses Maximalgeschlecht wird +(n — 2) 





mir desshalb von Interesse, weil es zeigt, dass fiir Curven mit der Maximalzahl 
von Ziigen der topologisch einfachste Fall nicht immer méglich ist. Zugleich 
folgt aus dem erwihnten Umstande, dass eine Fliiche 4'* Ordnung mit 12 Minteln 
nicht existiren kann; vgl. die Preisschrift von K. Rohn: ,,Die Flichen 4't Ord- 
nung hinsichtlich ihrer Knotenpunkte und ihrer Gestaltung‘t 8, 42, wo die Zahi 12 
als obere Grenze fiir die Anzahl der Flichenmiintel angegeben wird. 

*) Bull. de la Soc. Math. de France Bd, 2, 8, 42. 

**) Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumcurven, Crelle’s 
Journal Bd. 93, S. 293. 
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beziehungsweise <(n—1) (n—3), jenachdem die Ordnung gerade 


oder ungerade ist. Es sei nun eine nicht ebene Curve n'* Ordnung 
mit der Maximalzahl reeller Ziige gegeben; projiciren wir dieselbe von 
irgend einem Punkte aus auf eine Ebene, so entspricht einem jeden 
Zuge der Raumcurve ein Zug der ebenen Curve und das Geschlecht der 
Raumcurve stimmt iiberein mit dem Geschlechte der ebenen Curve. Die 
Anzahl der reellen Ziige einer jeden ebenen Curve ist, wie A. Harnack 
in der zu Anfang citirten Arbeit ebenfalls bewiesen hat, héchstens 
gleich dem um Eins vermehrten Geschlechte der Curve und es ist 
daher die Zahl der Ziige der Projectionscurve und folglich auch die Zahl 


der Ziige der urspriinglichen Raumcurve héchstens gleich a(n —2+1 


beziehungsweise + (n—1) (n—3)-+ 1, jenachdem nm gerade oder un- 
gerade ist. Zugleich folgt, dass eine jede nicht ebene Curve n't Ord- 
nung, welche genau t (n—2)?-+ 1 beziehungsweise s(n —1)(n—3)+1 
Ziige besitzt , nothwendig auf einer Fliche zweiter Ordnung liegen muss. 


Wir wollen nunmehr zeigen, das die eben gefundene obere Grenze 
fiir die Anzahl der Ziige auch wirklich erreicht wird. Zu dem Zwecke 
nehmen wir an, es sei eine Curve C, von der geraden Orduung » als 
Schnitt eines einschaligen Hyperboloides H =O und einer Flache 


F=0, von der Ordnung ~ gegeben und diese Curve C, habe die 
Maximalzah] = (n—2) + 1 von reellen Ziigen. Ausserdem mége auf 


dem Hyperboloide H = 0 mittels der Ebene HE = 0 eine Ellipse aus- 
geschnitten sein, welche einen von den Ztigen der Curve C, in » auf- 
einanderfolgenden Punkten A,, A,, ..., A, schneidet. Wir nehmen 
auf dieser Ellipse zwischen den Punkten A, und A, n+ 2 Punkte 


B,, B,, ..+, Baye beliebig an und construiren = (n-+2) Ebenen, von 
denen die erste durch B, und B,, die zweite durch B, und B,,.. 

und die + (n2)" durch B,,, und B,,2 hindurehgeht; es soll keine 
dieser Ebenen mit der Ebene HE =O zusammenfallen. Das ‘Product 


der linken Seiten der Gleichungen dieser + (n+2) Ebenen ist eine 


‘ 1 ; ; 
quaterniire Form G von der =z (m+2yie Ordnung. Wird dann eine 


Grésse 0 geniigend klein bestimmt, so ist bei geeignet gewihltem 
Vorzeichen 
FE+dG=0 


die Gleichung einer Fliiche von der <(n -+ 2)" Ordnung, welche aus 
dem Hyperboloide H=0 eine Raumcurve C,4: der n+ 2'" Ordnung mit 
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reellen Ziigen ausschneidet; denn bei jenem Verfahren entsteht aus 
jedem Zuge von C, ein Zug der Curve C,,2 und die Ellipse zusammen 
mit dem in » Punkten geschnittenen Zuge von C, giebt zu m neuen 
Ziigen der Curve C,42 Anlass. Die erhaltene Anzahl von Ziigen ist 
die Maximalzahl. Ausserdem schneidet einer der m neu entstandenen 
Ziige die Ellipse H = 0 in den n + 2 aufeinanderfolgenden Punkten 
B,, B,,..., Bus, so dass das eben auf C, angewandte Verfahren in 
entsprechender Weise auf die neu entstandene. Curve C,4: anwendbar 
wird, Da fiir » = 2 jene Maximalzahl gleich Kins wird, so kann fiir 
das eben beschriebene Verfahren eine beliebige Ellipse auf dem Hyper- 
boloide H = 0 als Ausgang dienen und wir erkennen dann durch den 
Schluss von » auf n+ 2 allgemein fiir jede gerade Ordiung n die 


Existenz von Raumcurven mit +(n — 2)?-+ 1 reellen Ziigen. 


Um die entsprechende Thatsache fiir Curven von der ungeraden 
Ordnung » nachzuweisen, nehmen wir an, die Fliiche /' <0 von der 
J (n + 1) Ordnung schneide das einschalige Hyperboloid H = 0 in 
einer Hiilfsgeraden Z und in einer Curve n'** Ordnung C,, welche 
+ (n — 1)(n—3) + 1 Ziige besitzt, Ausserdem mége auf dem Hyper- 
boloide H = 0 mittelst der Ebene H = 0 eine Ellipse ausgeschnitten 
sein, welche einen von den Ziigen der Curve C, in den m Punkten 
A,, Ay,..+,An schneidet. Die Punkte mégen siimmtlich auf einem 
ganz im Endlichen sich erstreckenden Theile des Curvenzuges liegen 
und zwar sei beim Durchlaufen dieses endlichen Curventheiles die 
Reihenfolge der Punkte genau die angegebene. Die Hiilfsgerade L 
treffe die Ellipse im Punkte A und die Lage des Punktes A auf der 
Ellipse sei derart, dass beim Durchlaufen der Ellipse der Reihe nach 
die Punkte A, A,, A,,..., An aufeinanderfolgen. Wir nehmen nun 
auf der Ellipse zwischen den Punkten A und A, »+2 Punkte 
B,, B,, ..., Buy» beliebig an und construiren eine Ebene, welche 
durch die Gerade Z und durch den Punkt B, geht und hierauf noch 


+ (n-+-1) Ebenen, von denen die erste durch B, und B,, die zweite 
durch B, und B, und die 5 (n-+1)" durch B,y, und B42 hindurch- 
geht. Das Product der linken Seiten der Gleichungen dieser = (n+3) 


Ebenen werde mit G bezeichnet. Bestimmen wir dann eine Groésse 0 
gentigend klein, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 


FE+8G=0 
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die Gleichung einer Fliche von der + (n-+3)" Ordnung, welche aus 


dem Hyperboloide H = die Gerade Z und iiberdies eine Raumcurve 
Cn42 von der m + 2!" Ordnung mit 


{ (1) (m—3) + 14 (W—1) =F (n41) (n—1) + 1 


Ziigen d. h. mit der Maximalzahl von Ziigen ausschneidet. Ueberdies 
schneidet einer dieser Ziige die Ellipse H = 0 in den n+ 2 Punkten 
B,, B,,..-, Bute. Die letzteren Punkte liegen wiederum simmtlich 
auf einem ganz im Endlichen sich erstreckenden Curvenstiicke und 
wenn B,, B,,..., Bays die Reihenfolge der Punkte beim Durchlaufen 
dieses endlichen Curvenstiickes angiebt, so herrscht auf der Ellipse 
die Reihenfolge A, B,, B,,..., Bny2. Das eben auf C, angewandte 
Verfahren wird daher in entsprechender Weise auf die neu entstandene 
Curve C,;2 anwendbar. Da fiir » = 1 jene Maximalzahl gleich Eins 
wird, so kann ftir das eben beschriebene Verfahren eine beliebige 
Gerade des Hyperboloides H = 0 als Ausgang dienen und wenn wir 
dann irgend eine Gerade aus der anderen Schaar der Erzeugenden 
des Hyperboloides als Hiilfslinie Z hinzunehmen, so folgt durch den 
Schluss von » auf n+ 2 allgemein, dass es Raumcurven von der un- 


geraden Ordnung » mit + (n— 1)(n— 3) +1 Ziigen giebt. Wir 
sprechen daher den Satz aus: 

Die Zahl der reellen Ziige einer irreduciblen Raumcurve ni‘ Ord- 
nung ist hdchstens + (n—2)? + 1 beziehungsweise +(n—1) (n-—3) +1, 
jenachdem die Ordnung n gerade oder wngerade ist wnd es giebt in beiden 
Fiillen Raumcurven, welche wirklich aus so vielen Ziigen gebildet sind. 

Wir untersuchen nunmehr Lage und Gestalt der Raumcurven mit 
der Maximalzahl reeller Ziige. Da nach den obigen Ausfiihrungen 
diese Curven auf einer Fliiche zweiter Ordnung liegen, so ist es nicht 
moglich, dass ein Zug derselben sich in einen der iibrigen Ziige hinein- 
schlingt. Die Ziige der Raumcurve liegen vielmehr siimmtlich getrennt 
im Raume derart, dass jeder Zug durch stetige Aenderung auf einen 
Punkt zusammengezogen werden kann, ohne dass er wiihrenddessen 
einen der anderen Ziige durchschneidet. Doch ist damit sehr wohl 
vertriiglich , dass einer der Curvenziige auf der Fliche zweiter Ordnung 
einen der anderen Ziige umschliesst und es sind sogar im allgemeinen 
fiir die niimliche Curvenordnung m verschiedene Gruppirungen der 
Ziige auf der Fliche zweiter Ordnung miglich. 

Wir sehen ferner leicht ein, dass eine Raumcurve mit der Maximal- 
zahl reeller Ziige keinen wirklichen Doppelpunkt besitzen darf. Wenn 
wir nimlich das Gegentheil annehmen und dann ausserhalb der Raum- 
curve auf der die Raumcurve tragenden Fliiche zweiter Ordnung einen 
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Punkt P so bestimmen, dass keine der beiden in diesem Punkte P 
sich schneidenden Geraden der Flache den Doppelpunkt der Curve 
trifft, so liefert die Projection der Raumcurve von diesem Punkte aus 
eine ebene Curve von der n" Ordnung, welche einen gewodhnlichen 
Doppelpunkt und ausserdem einen m,-fachen und einen n,~fachen 
Punkt besitzt, wobei »,-+-,—m ist. Das Geschlecht der ebenen 
Curve wire folglich kleiner als ; (n—2)? beziehungsweise ;(n—1)(n—8). 
Da aber die Zahl der Ziige einer Curve hdchstens um eine Einheit 
grosser sein kann als ihr Geschlecht, so kénnte die ebene Curve hier- 
nach héchstens + (m — 2)? beziehungsweise : (n — 1) (n — 3) Ziige 
haben und das Nimliche wire daher auch fiir die Raumcutve der Fall, 
Dieser Umstand widerspricht unserer Annahme, zufolge derer die 
Raumeurve die Maximalzahl reeller Ziige besitzt. Die Betrachtung 
lehrt zugleich die Werthe der Zahlen m, und n, erkennen. Denn da 
die durch Projection entstandene ebene Curve nothwendig das Geschlecht 
+ (n — 2)? beziehungsweise + (n — 1) (n — 3) besitzt, so ergeben 
sich die Werthe », = > 
hy = + (wn — 1), jenachdem die Ordnung » gerade oder ungerade ist. 


n . . 1 
» % => beziehungsweise m, = > (n + 1), 


Die vorhin construirten Raumeurven mit der Maximalzahl reeller 
Ziige besitzen, wie man sieht, keinen oder einen einzigen unpaaren 
Zug, jenachdem ihre Ordnung m gerade oder ungerade ist. Es ent- 
steht so die weitere Frage, ob — ebenso wie fiir ebene Curven — 
die Forderung der Maximalzahl reeller Ziige das Auftreten mehrerer 
unpaarer Ziige ausschliesst oder ob ausser den vorhin construirten 
Raumeurven noch andere Arten von Raumcurven mit der Maximalzahl 
von Ziigen vorhanden sind. 

Um zuniichst eine obere Grenze fiir die Anzahl der unpaaren Ziige 
einer Raumcurve »'* Ordnung mit der Maximalzah] reeller Ziige zu 
bestimmen, projiciren wir wie vorhin die Raumcurve von einem 
Punkte P der quadratiscben Fliche auf eine Ebene; der Punkt P soll 
nicht auf der Raumcurve selbst liegen. Die entstandene ebene Curve 


n't Ordnung besitzt zwei +-fache oder einen + (n + 1)-fachen und 


einen + (wm — 1)-fachen Punkt, jenachdem m gerade oder ungerade 


ist. Wir bezeichnen diese beiden Punkte mit A und B. Ausser diesen 
beiden Singularitiiten besitzt die ebene Curve — wie vorhin gezeigt 
worden ist — keinen mehrfachen Punkt. Jedem unpaaren Zuge der 
Raumeurve entspricht auch ein unpaarer Zug der ebenen Curve und 
umgekehrt. Denn wenn wir durch den Projectionsmittelpunkt P eine 
Ebene legen und wenn diese Ebene einen Zug der Raumcurve in einer 
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ungeraden Zahl von Punkten schneidet, so trifft die durch die Ebene 
bestimmte Gerade den entsprechenden Zug der ebenen Curve in der 
nimlichen ungeraden Anzahl von Punkten. Somit kommen wir auf 
die Untersuchung der durch Projection entstandenen ebenen Curve 
zurtick, 

Wir beweisen leicht, dass die ebene Curve héchstens einen un- 
paaren Zug besitzen kann, welcher durch jeden der beiden Punkte A 
und B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht. In der That 
nehmen wir an, es gabe zwei solche Ziige und beriicksichtigen wir, 
dass diese Ziige ausserhalb der Punkte A und B einander nicht durch- 
schneiden diirfen, so wiirde folgen, dass die beiden unpaaren Ziige im 
Ganzen eine gerade Anzahl von Malen einander durchschneiden und 
dies ist nicht méglich. In der entsprechenden Weise erkennt man, 
dass beim Vorhandensein mehrerer unpaarer Ziige kein einziger von 
diesen sowohl durch A wie durch B eine gerade Anzahl von Malen 
hindurchliuft. Wenn also die ebene Curve mehrere unpaare Ziige 
besitzt, so giebt es unter diesen stets einen unpaaren Zug Z, welcher 
durch einen der beiden singuliren Punkte etwa durch A eine ungerade 
Anzahl von Malen und durch den anderen singuliren Punkt B eine 
gerade Anzahl von Malen hindurchgeht. Es miissen dann aber noth- 
wendig auch die iibrigen unpaaren Ziige der Curve den nimlichen 
Punkt A eine ungerade Anzahl von Malen und den Punkt B eine 
gerade Anzahl von Malen schneiden — abgesehen von dem einen 
etwa vorhandenen unpaaren Zuge, welcher durch jeden der beiden 
Punkte A und B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgeht. 
In der That, wenn es einen unpaaren Zug giibe, welcher A eine 
gerade und B eine ungerade Anzahl von Malen schnitte, so mtsste 
dieser unpaare Zug den unpaaren Zug Z in einer geraden Anzahl 
von Punkten durchschneiden und diess ist unméglich. 

Die bisherigen Ausfiihrungen zeigen, dass jeder unpaare Zug durch 
einen der singuliiren Punkte etwa durch A eine ungerade Anzahl von 


Malen also mindestens einmal hindurchgeht. Da nun A ein ~-facher 


beziehungsweise ein 5 (n +- 1)-facher Punkt ist, jenachdem die Ord- 


nung » gerade oder ungerade ist, so kann die Curve jedenfalls 


héchstens -~ beziehungsweise + +1) unpaare Ziige besitzen. Diese 


obere Grenze fiir die Zahl der unpaaren Ziige wird jedoch nicht er- 
reicht, wie man in folgender Weise zeigt. 

Wir setzen erstens n= 4yv, wo v eine ganze Zahl bedeutet 
und nehmen an, es existire eine Curve von der Ordnung » mit der 
Maximalzahl von Ziigen, welche in A und in B je einen 2v-fachen 
Punkt besitzt; 2v Ziige der Curve seien unpaar und jeder dieser 2v 
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Ziige gehe einmal durch den Punkt A. Nach den obigen Ausfiihrungen 
kénnte es dann héchstens einen unter den 2y unpaaren Ziigen geben, 
welcher durch den Punkt B eine ungerade Anzahl von Malen hin- 
durch geht. Da Puakt B ein 2v-facher Punkt der Curve ist, so 
miissten, abgesehen von jenen unpaaren Ziigen, noch eine ungerade 
Anzahl reeller Zweige der Curve durch B hindurch laufen. Die tibrigen 
unpaaren Ziige der Curve laufen aber simmtlich durch B eine gerade 
Anzahl von Malen bindurch und es miisste daher mindestens einen 
paaren Zug der Curve geben, welcher durch B eine ungerade Anzahl 
von Malen hindurchgeht. Dieser paare Zug kann nicht auch durch 
A laufen, weil sich in A bereits 2v unpaare Ziige schneiden. Da 
der paare Zug ausserhalb der Punkte A und B nirgends einen anderen 
Zug schneiden kann, so wiirde er jenen unpaaren durch B eine un- 
gerade Zahl von Malen hindurchlaufenden Zug in einer ungeraden 
Anzahl von Punkten schneiden miissen und dies ist nicht médglich. 
Damit ist gezeigt, dass jeder der 2y unpaaren Ziige durch B eine 
gerade Anzahl von Malen hindurchliuft. Wir nehmen jetzt n > 4 
an; es existirt dann ausser den 2v unpaaren Ziigen jedenfalls noch 
ein paarer Zug. Wir ziehen von einem beliebigen Punkte eines paaren 
Zuges der Curve eine Gerade nach dem Punkte B. Da diese gerade 
Linie in B mit jedem der unpaaren Ziige eine gerade Anzahl von 
Punkten gemein hat, so folgt, dass dieselbe noch jeden der unpaaren 
Ziige in einer ungeraden Zahl von Punkten also mindestens in je 
einem Punkte ausserhalb B treffen muss. Nun ist B ein 2v-facher 
Punkt der Curve und es wiirde also die gerade Linie mit der Curve 
mindestens 4v + 1 Punkte gemein haben. Diese Folgerung steht im 
Widerspruch mit der angenommenen Irreducibilitit der Curve. Die 
Curve kann daher nicht 2v unpaare Ziige besitzen und da eine Curve 
gerader Ordnung auch eine gerade Anzahl unpaarer Ziige besitzen 
muss, so folgt, dass unsere ebene Curve und daher auch die anfinglich 
betrachtete Raumcurve von der Ordnung » = 4v mit der Maximalzahl 
reeller Ziige héchstens 2v — 2 unpaare Ziige besitzen kann. Aus- 
genommen ist die Curve 4 Ordnung, fiir welche die Annahme zweier 
unpaarer Ziige freisteht. 

Wir setzen zweitens die Ordnung n = 4v + 2 und zeigen, dass 
in diesem Falle unsere Curve gar keinen unpaaren Zug besitzen darf. 
Nach den friiheren Ueberlegungen miisste niimlich jeder der vor- 
handenen unpaaren Ziige durch einen der beiden singuliiren Punkte, 
etwa durch A eine ungerade Anzahl von Malen hindurchlaufen. Nun 
ist die Zahl der siimmtlichen unpaaren Ziige nothwendig gerade und 
da A ein 2v-+1-facher Punkt der Curve ist, so miisste mindestens 
ein paarer Zug Z existiren, welcher den Punkt A eine ungerade An- 
zahl von Malen schneidet. Andererseits darf héchstens ein unpaarer 
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Zug zugleich auch durch B eine ungerade Anzahl von Malen laufen 
und in Folge dessen miisste es jedenfalls einen unpaaren Zug geben, 
welcher durch B eine gerade Anzahl von Malen liuft. Dieser unpaare 
Zug wiirde jenen paaren Zug Z eine ungerade Anzahl von Malen 
schneiden und diess ist unmdglich. ; 

Es sei drittens die Ordnung »=—4v-+ 1; die vorhin fiir die 
Anzahl der unpaaren Ziige gefundene obere Grenze ist in diesem Falle 
gleich 2vy+ 1. Diese Grenze wird wiederum nicht erreicht. Wir 
nehmen, um dies einzusehen, an, es giibe eine Curve mit der Maximal- 
zahl von Ziigen; 2v +1 von diesen Ziigen seien unpaar und liefen 
je einmal durch den 2v + 1-fachen Punkt A. Héchstens einer von 
diesen 2yv -+ 1 unpaaren Ziigen darf zugleich auch durch B eine un- 
gerade Anzahl von Malen hindurchgehen. Da aber B ein 2v-facher 
Punkt der Curve ist, so miisste in diesem Falle mindestens ein paarer 
Zag vorhanden sein, welcher durch B eine ungerade Anzahl von 
Malen hindurchliuft. Dieser paare Zug kann nicht durch A laufen, 
weil sich im Punkte A bereits 2v-+ 1 Zweige der Curve schneiden; - 
er wiirde folglich jenen unpaaren eine ungerade Zahl von Malen durch 
B \aufenden Zug eine ungerade Anzahl von Malen schneiden. Dies 
ist unméglich und es ist damit gezeigt, dass keiner der 2v + 1 un- 
paaren Ziige durch B eine ungerade Anzahl von Malen hindurchgehen 
darf. Ausser den 2yv + 1 unpaaren Ziigen existirt, falls die Ordnung 
der Curve » >5 ist, noch ein paarer Zug und wir sehen, wie im 
ersten Falle, leicht ein, dass ein durch B und einen beliebigen Punkt 
des paaren Zuges gelegte Gerade mit der Curve mehr als n Punkte 
gemein haben wiirde. Die Curve kann also nicht 2v +1 unpaare 
Ziige besitzen und da eine Curve von ungerader Ordnung nothwendig 
eine ungerade Anzahl von unpaaren Ziigen besitzt, so folgt, dass eine 
Raumcurve von der Ordnung » = 4v + 1 mit der Maximalzahl reeller 
Ziige héchstens 2v — 1 unpaare Ziige besitzen kann. Ausgenommen 
ist die Curve 5'*" Ordnung, fiir welche die Annahme von 3 unpaaren 
Ziigen freisteht. 

Wir setzen endlich viertens die Ordnung n=—4y+ 3. Die 
Curve kénnte dann den friiheren Betrachtungen zufolge héchstens 
2v + 2 oder vielmehr, da sie von ungerader Ordnung ist, héchstens 
2v +1 unpaare Ziige besitzen. Auch diese Anzahl wird nicht er- 
reicht. Wir nehmen an, es existire eine Curve der verlangten Art 
mit 2v-+ 1 unpaaren Ziigen und haben dann zu unterscheiden, ob 
jeder von diesen unpaaren Ziigen durch den 2v + 2-fachen Punkt A 
oder durch den 2yv + 1-fachen Punkt B einmal hindurchliuft. Im 
ersteren Falle miisste es ausserdem noch einen paaren Zug Z der 
Curve geben, welcher den Punkt A einmal schneidet. Fir n> 3 
wird 2v + 1> 1 und es giebt daher unter dieser Voraussetzung jeden- 
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falls einen unpaaren Zug, welcher durch B eine gerade Anzahl von 
Malen hindurchliuft. Dieser unpaare Zug wiirde jenen paaren Zug Z 
eine ungerade Zahl von Malen schneiden, was unméglich ist. Nehmen 
wir zweitens an, es liefen die 2y-+-1 unpaaren Ziige der Curve 
simmtlich durch den 2v-+ 1-fachen Punkt B einmal hindurch, so 
ist zunaichst, wie man leicht einsieht, ausgeschlossen, dass einer dieser 
unpaaren Ziige auch durch A eine ungerade Zahl von Malen hindurch- 
liuft. Wird dann wiederum » > 3 angenommen, so besitzt unsere 
Curve jedenfalls noch einen paaren Zug und wir erkennen dann wie 
oben bei Behandlung der Fille n =4v und n=4y-+ 1, dass eine 
durch A und einen beliebigen Punkt des paaren Zuges gelegte gerade 
Linie mit der Curve mehr als » Punkte gemein haben wiirde und diess 
ist unméglich. Es folgt also, dass eine Raumcurve von der Ordnung 
n=4v-+ 3 mit der Maximalzahl reeller Ziige hiéchstens 2v — 1 un- 
paare Ziige besitzen kann. Ausgenommen ist die Curve dritter Ord- 
nung; diese besteht aus einem unpaaren Zuge. 

Wir fassen die erhaltenen Resultate wie folgt zusammen: 

Eine irreducible Raumcurve n* Ordnung mit der Maximalzahl 
reeller Ziige besitet unter diesen besiehungsweise hichstens 2v — 2, 
2v —1, 2v—1 unpaare Ziige, jenachdem n= 4v, 4v +1, 4v+3 
ist. In dem Falle n=4v-+ 2 sind stimmtliche Ziige nothwendig paar. 
Ausgenommen sind die Curven 3", 4” und 5" Ordnung, fiir welche 
beziehungsweise die Annahme von 1, 2, 3 unpaaren Ziigen freisteht. 

Es wird im Folgenden gezeigt, dass die in diesem Satze aus- 
gesprochenen Einschrinkungen fiir die Zah] der unpaaren Ziige auch 
hinreichend sind d.h. wenn man eine die gefundenen Grenzen nicht 
iiberschreitende gerade oder ungerade Zahl wiahlt, so existiren stets 
Raumeurven von gerader beziehungsweise ungerader Ordnung mit der 
Maximalzahl reeller Ziige und mit soviel unpaaren Ziigen als jene 
Zahl angiebt. Dieser Nachweis bildet den schwierigsten Theil unserer 
Aufgabe. ; 

Es ist zunichst nothwendig, die Construction einer Raumcurve 
4r Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen auszufiihren. Zu dem Zwecke 
nehmen wir auf einem einschaaligen Hyperboloide H=0O 2 Paare 
von geraden Linien an, von denen das eine Paar LZ, M der einen 
Schaar und das zweite Paar L’, M’ der anderen Schaar von Er- 
zeugenden angehért. Wir legen dann durch die beiden Geraden ZL 
und L’, sowie durch die beiden Geraden Z und M’ je eine Ebene und 
bezeichnen das Product der linken Seiten der Gleichungen dieser beiden 
Ebenen mit P. Es wird dann die quadratische form P in einem 
durch Z’ und M’ begrenzten Theile der Oberfliiche des Hyperboloides 
tiberall uull oder positiv und in dem anderen Theile der Oberfliiche 
null oder negativ. Hierauf legen wir durch die beiden Geraden M 
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und L’ sowie durch die beiden Geraden M und M’ je eine Ebene und 
bilden das Product Q der linken Seiten der Gleichungen der beiden 
Ebenen. Da auch die so erhaltene quadratische Form Q auf dem 
Hyperboloide nur beim Ueberschreiten der Linien Z’ und M’ ihr Vor- 
. zeichen findern kann, so ist bei geeigneter Wahl des Vorzeichens 
P+ Q eine quadratische Form, welche in den Punkten von L’ und 
M’ verschwindet und in allen anderen Punkten des Hyperboloides 
einen von null verschiedenen Werth hat. Bezeichnen wir daher mit 
G eine beliebige quaternire quadratische Form, so stellt die Gleichung 
F=P+Q+06G=—0 
fiir geniigend kleine Werthe 0 eine quadratische Fliiche dar, welche 
aus dem Hyperboloide eine irreducible Curve C, von der 4'° Ordnung 
mit 2 unpaaren Ziigen ausschneidet. Zugleich ist klar, dass die beiden 
Schaaren von Erzeugenden des Hyperboloides sich gegeniiber den 
Ziigen der Curve verschieden verhalten: die Geraden der einen Schaar 
schneiden entweder einen der beiden Curvenziige in 2 reellen Punkten 
oder sie schneiden die Curve tiberhaupt nicht und die Geraden der 
anderen Schaar schneiden jeden der beiden unpaaren Ziige in einem 
Punkte. 

Die eben construirte Curve C, von der 4'** Ordnung ist vom Ge- 
schlechte 1 und es lassen sich daher die Coordinaten ihrer Punkte als 
elliptische Functionen eines Parameters ¢ darstellen derart, dass die 
Parameterwerthe ¢=0 bis ¢=@ alle Punkte des einen Zuges und 


die Parameterwerthe t= sd +0 bis t= +o alle Punkte des 


anderen Zuges liefern. Dabei bedeuten @, w’ zwei reelle Grdssen, 
und @, iw’ sind die beiden Perioden der Curve*). Der Parameter ¢ 
sei so normirt, dass die Summe der Parameterwerthe fiir die 4 Schnitt- 
punkte der Curve mit irgend einer Ebene gleich “ wird. Nach 
dem Abelschen Theoreme ist dann die Congruenz 
hthte + tn = Me (a, io’) 

die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 4m 
Punkte ¢,, 4, .. +, tam durch eine Fliche m'*t Ordnung aus der Raum- 
curve C, ausgeschnitten werden kénnen. Es sei LZ eine gerade Linie 
des Hyperboloides H = 0, welche die beiden unpaaren Ziige der Curve 
C, in je einem reellen Punkte trifft. Die Parameter dieser beiden 
Punkte seien A, und “+ 4,, wo A, und A, reelle Gréssen bedeuten. 


Ferner sei L’ eine Erzeugende des Hyperboloides, welche der anderen 
Schaar angehért und einen der unpaaren Ziige in den beiden Punkten 











*) Vgl. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iiber Geometrie Bd. I, 8. 610. 
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t= 4A,’ und ¢=A,' schneidet, wo 4,’ und 4,’ ebenfalls reelle Gréssen 
bedeuten. Zur Abkiirzung setzen wir 


t= —A,—A, =A +4. (@) 
Wenn wir nun durch die Gerade LZ eine Fliche von der ungeraden 
Ordnung m legen, so schneidet dieselbe unsere Curve C, noch in 
4m — 2 weiteren Punkten und nach dem angefiihrten Satze gilt fiir 
die Parameter ¢,, ¢,,...,; tam—2 dieser Punkte die Relation 
te bit-++-+thner=t (@, io’). 
Ist umgekehrt bei ungerader Zahl m die letztere Bedingung erfiillt, 
so giebt es stets eine Fliiche m‘** Ordnung, welche die Gerade L ent- 
halt und aus der Curve C, jene 4m — 2 Punkte ¢,, t,,..., t4m—g aus- 
schneidet. Denn stellt die Gleichung G = 0 eine Flaiche mt Ordnung 


dar, welche aus der Curve C, die 4m Punkte ¢,, t,,..., tam-2, 4, 





K von der m — 2'" Ordnung derart zu bestimmen, dass die Fliche 
G+ KF =0 noch m — 1 weitere Punkte mit der Geraden LZ gemein 
hat und folglich die Gerade ganz enthilt. 

Ist m eine gerade Zahl, so erkennt man in derselben Weise die 
Bedingung 

btihtess+ha2=—t (@, to’) 
als nothwendig und hinreichend dafiir, dass eine Fliiche von der 
ms Ordnung existirt, welche die Gerade L’ enthailt und aus der Curve 
C, die weiteren 4m — 2 Punkte ¢,, ¢,,..., t4m—2 ausschneidet. 

Die Constante t ist, wie man leicht erkennt, unabhingig von 
der besunderen Wahl der geraden Linien Z und L’ in den beziiglichen 
Schaaren von Erzeugenden. Die aufgestellte Bedingung 

btht-e s+ thar =+t (a, io’) 
ist daher allgemein nothwendig und hinreichend fiir die Existenz einer 
Fliche m‘** Ordnung, welche aus der Curve C, die 4m — 2 Punkte 
t,, ta, »~.) tam-g ausschneidet und ausserdem eine beliebig gegebene 
Gerade der einen beziehungsweise der anderen Schaar enthiilt. 

Dagegen fandert die Constante t ihren Werth, wenn wir statt 
des Hyperboloides H = 0 etwa das Hyperboloid H+ F'=0 zu Grunde 
legen, welches ebenfalls die Curve C, enthilt, aber mit dem Hyper- 
boloide H =O keine. Erzeugende gemein hat. In Folge dieses Um- 
standes kénnen wir annehmen, dass die Constante t weder gleich null 
noch gleich einem Vielfachen der Periode @ ausfillt. 

Nach diesen Vorbereitungen fiihren wir den Nachweis fiir die 
Existenz der méglichen Arten von Raumcurven. 


Wir setzen erstens die Ordnung » = 4y und bestimmen 8 —_ 


Gréssen ¢,%, ¢,{,..., 4, welche den Bedingungen 
Mathematische Annalen. XXXVIIL. 9 
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Lo <0< tM <tc... < tl, 
#0 4- #9 +40 +..-+ 40 = 0 
geniigen. Ausserdem sei ¢=0 ein im Endlichen liegender Punkt 
der Raumcurve C, und der grésseren Anschaulichkeit wegen nehmen 
wir die Gréssen ¢,“) und ¢,) dem absoluten Betrage nach so klein 
an, dass, wahrend der Parameter ¢ von ¢,“) bis ¢,!) wiichst, der ent- 
sprechende Punkt eine ganz im Endlichen gelegene Strecke der Curve 


C, durchliuft. Darauf bestimmen wir 16 reelle Gréssen ¢,*), t,{), ..., t:6’> 
welche den Bedingungen 


1M <4 <0<t,% <4,0) <---< te <4”, 
t,@) + #2 +42 +.--+ 49 —0 
geniigen, dann 24 reelle Gréssen ¢,®, ¢,%,..., £9 mit den Be- 
dingungen 
1) <4 <0 <4, <4 <---< te < A”, 
t,®) + #9) + 4,0 +...4 42 —0 


u. s.f., bis wir zu einem System von 8(v — 1) Grdssen 


(v1) (v—1) (»—1) 
ty ? tg a ts(v—1) 


gelangen, fiir welche die Bedingungen 


Ee ei <0 curt ce <...<3< er, 
BA PY oe mh = 0 
erfillt sind. 

Nach den obigen Ausfiihrungen sind durch die Parameterwerthe 
t,t, ..., & anf einem der beiden unpaaren Ziige der Curve C, 
8 Punkte bestimmt, welche durch eine Fliche 2‘ Ordnung aus der- 
selben ausgeschnitten werden kénnen. Die Gleichung dieser Fliche 
2 Ordnung sei GY) =O, Fiir geniigend kleine Werthe 6“) stellt 
dann die Gleichung 

FO =F+ d0G® =0 


eine quadratische Fliche dar, deren Schnitt mit dem Hyperboloide 
H = 0 ebenfalls eine Curve 4’ Ordnung mit 2 unpaaren Ziigen ist. 
Der eine von diesen beiden unpaaren Ziigen schneidet den entsprechenden 
Zug der urspriinglichen Curve C, in den 8 Punkten ¢,%, #,, ..., 
und zwar in der Weise, dass beim Durchlaufen des unpaaren Zuges 
der neuen Curve jene 8 Punkte ¢,%, @,",..., 4) in der nimlichen 
Reihenfolge auftreten, wie beim Durchlaufen der Curve C,. Der zweite 
Zug: der neuentstandenen Curve liuft neben dem entsprechenden Zuge 
der urspriinglichen Curve C, entlang, ohne ihn zu schneiden. Es sei 


nun G® <0 die Gleichung einer Fliche 4'* Ordnung, welche aus 
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der urspriinglichen Curve C, die 16 Punkte ¢,®, ¢,%,..., &§? aus- 
schneidet. Dann stellt die Gleichung 

F® = FFY + dGO = 0 
bei geeignet gewiihltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe 
0) eine Fliche 4'** Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide HO 
eine Curve 8 Qrdnung mit 2 unpaaren und 8 paaren Ziigen aus- 
schneidet. Denn von den 4 unpaaren durch F = 0 und Ft = 0 be- 
stimmten Ziigen bleiben lediglich die beiden sich gegenseitig nicht 
schneidendeh unpaaren Ziige auch nach der angegebenen Variation 
unpaar, wahrend die unendlichen Theile der beiden anderen unpaaren 
Ziige einen einzigen in’s Unendliche sich erstreckenden paaren Zug 
liefern. Die iibrigen neu entstehenden 7 paaren Ziige verlaufen 
simmtlich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher 
einen der unpaaren Ziige der Curve C, in den 16 Punkten #,®, 
t,2),..., ti’ schneidet und zwar derart, dass beim Durchlaufen jenes 
paaren Zuges die 16 Punkte in der nimlichen Reihenfolge ¢,®, 
t,),..., ts’ erscheinen, wie beim Durchlaufen des unpaaren Zuges 
der Curve C,. Wenn ferner G —0 die Gleichung einer Fliche der 
6 Ordnung darstellt, welche aus der urspriinglichen Curve C, die 
24 Punkte #,, ¢,©),..., 4’ ausschneidet, so ist 

F® = FF® + 99G®% —0 
bei geeignet gewiihitem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe 
6 die Gleichung einer Fliche 6'** Ordnung, welche aus dem Hyper- 
boloide H —0O eine Curve 12'* Ordnung mit 4 unpaaren und mit 
8 + 14 — 22 puaren Ziigen ausschneidet. Denn einer von den un- 
paaren Ziigen der Curve C, und der von diesem in 16 Punkten ge- 
schnittene paare Zug liefern zusammen einen unpaaren Zug und 15 
paare Ziige. Hiner dieser 15 paaren Ziige schneidet einen der un- 
paaren Ziige der urspriinglichen Curve C, in den 24 aufeinander- 
folgenden Punkten ¢,), t,, ..., ti’. Fahren wir in derselben Weise 
fort, so erhalten wir bei dem niichsten Schritte eine Fliche F von 
der 8" Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H =O eine Curve 
von der 16' Ordnung mit 6 unpaaren und mit 8 + 14-4 22 — 44 
paaren Ziigen ausschneidet. Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren 
Schritte noch 2 unpaare Ziige zu den vorhandenen hinzu, wahrend der 
Zuwachs zur Anzahl der paaren Ziige mit jedem weiteren Schritte um 
8 Kinheiten grésser ist, als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir 
gelangen daher nach w — 1 Schritten zu einer Flache 

Fw = FF) + §wGw —0 
von der 2yu'*" Ordnung, welche aus dem Hyperboloide H =O eine 
Curve von der 4u'" Ordnung mit 24 — 2 unpaaren und mit 
9* 








| 
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84+ 144224 304.---4 (84 — 10) = 4y? —6u+4 


paaren Ziigen ausschneidet. Dabei ist w eine Zahl, welche die Zahl v 
nicht iiberschreitet. 


Die Fliche G“) =O von der 2u' Ordnung schneidet einen der 
beiden unpaaren Ziige der Curve C, in den 8u Punkten ¢,),¢,, ..., ti. 
Es sei jetzt G’™) = 0 die Gleichung einer Fliche von der naimlichen 
Ordnung 2, welche aus dem anderen unpaaren Zuge der Curve C, 
irgend 84 reelle Punkte ausschneidet. Dann wird bei geeigneter Wahl 
des Vorzeichens und fiir geniigend kleine Werthe 0’) die Gleichung 


F' = FF) + 8’ G'w =0 


eine Fiche darstellen, welche aus dem Hyperboloide H = 0 eine Curve 
4u‘* Ordnung von der nimlichen Gestalt ausschneidet, wie die Fliche 
F™ =0. Auch trifft diese Schnitteurve 4u'** Ordnung die urspriing- 
liche Curve C, in 8u aufeinanderfolgenden Punkten; aber es ist jetzt 
ein unpaarer Zug, welcher die 84 Punkte aus der Curve C, aus- 
schneidet. Nunmehr sei G+) —0 die Gleichung einer Fliche von 
der Ordnung 2u + 2, welche aus dem ersteren unpaaren Zuge der 
Curve C, irgend 84+ 8 reelle Punkte ausschneidet; dann stellt die 
Gleichung 
Fer) — FF’ + det) Ge) = 0 


bei geeigneter Wahl des Vorzeichens und fiir geniigend kleine Werthe 
d+) eine Fliche dar, welche aus dem Hyperboloide H —( eine 
Curve von der 4u + 4'" Ordnung mit 24 — 2 unpaaren Ziigen und 
mit (44? — 6u + 4) + 8u paaren Ziigen ausschneidet. Denn die sich 
in’s Unendliche erstreckenden Theile der beiden sich schneidenden un- 
paaren Ziige liefern nach der Variation einen einzigen paaren Zug, so 
dass die Gesammtzahl der unpaaren Ziige bei dem Verfahren ungeandert 
bleibt. Einer von den unpaaren Ziigen der eben construirten Curve 
der 4u + 4'" Ordnung schneidet einen der beiden unpaaren Ziige der 
Curve C, in 8u-+ 8 aufeinanderfolgenden Punkten und es wird daher 
der nichste Schritt auf eine Fliche F“+*) 0 fiihren, welche aus 
dem Hyperboloide H = 0 eine Curve mit der nimlichen Anzahl 24 — 2 
von unpaaren Ziigen und mit (44? —6u + 4) + 84+ (8u-+ 8) 
paaren Ziigen ausschneidet. Die Schnittpunkte mit der Curve C, 
nehmen wir bei jedem weiteren Schritte abwechselnd auf dem einen 
und dann auf dem anderen unpaaren Zuge der Curve C, an, so dass 
es stets ein unpaarer Zug der neu construirten Curve ist, welcher 
einen von den unpaaren Ziigen der Curve C, schneidet und in Folge 
dessen die Zahl der unpaaren Ziige bei allen weiteren Schritten un- 
geandert bleibt. Andererseits wird der Zuwachs fiir die Anzahl der 
paaren Ziige bei jedem Schritte, ebenso wie friiher, um 8 Hinheiten 
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vergrossert. Nach v — mw Schritten gelangen wir so zu einer Curve 
von der Ordnung » = 4v mit 24 — 2 unpaaren und mit 


(4u? — 6u + 4) + 8+ e+ 8)+---+ (8~—1)} 
= 4y?—4yv—2u+4 


paaren Ziigen; dieselbe besitzt also insgesammt 
4x? —4y + 2—2m—2?41 


Ziige und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl. 
Setzen wir der Reihe nach w= 2,3,...,¥, so erhalten wir Raum- 
curven 4y'" Ordnung mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen 
beziehungsweise 2, 4,...,2v — 2 Ziige unpaar sind. Da die Existenz 
von Raumcurven mit der Maximalzahl von Ziigen ohne einen un- 
paaren Zug bereits oben nachgewiesen worden ist, so ist damit die 
gestellte Aufgabe im ersten Falle = 4v erledigt. 

Im zweiten Falle n = 4v-+ 2 darf eine Curve mit der Maximal- 
zahl reeller Ziige unseren friiheren Entwickelungen zu Folge iiberhaupt 
gar keinen unpaaren Zug besitzen und wir wenden uns daher. sofort 
zu der Untersuchung des dritten Falles n=4y-+ 1. Zu dem Zwecke 
erinnern wir uns der vorhin aufgestellten Bedingung fiir die Existenz 
einer Fliche m'* Ordnung, welche 4m — 2 gegebene Punkte aus der 
Curve C, ausschneidet und zugleich eine gegebene Gerade des Hyper- 
boloides enthilt. Die dort bis auf ein Vielfaches der Periode w de- 
finirte Constante t werde nun so gewihlt, dass ihr Werth zwischen 0 
und @ fallt. Durch eine lineare Transformation des Hyperboloides 
H =0 kénnen wir leicht bewirken, dass diejenige Strecke der Curve 
C, ganz in’s Endliche fallt, welche der Punkt beschreibt, wahrend 
der Parameter ¢ von 0 bis t wiichst. Ferner sei ¢ eine positive Grosse, 


welche kleiner ist als jede der beiden Zahlen = und > » 8o dass die 
Ungleichungen 
0 Ee oA Qe 
<7 << F <7 
é 


mien ance —-— ein a .s vm—l1 
— <9 é<t ef < <9 é <¢t 





erfiillt sind. Wir bestimmen jetzt 9 reelle Gréssen 
‘,%, t,(), > t), 
ferner 17 Gréssen 
£(), &), 2. ty” 
und schliesslich 8v — 7 Grdssen 


(v-1 -1 —1 
t,” < ae , oon ont’, 


welche den Bedingungen 
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0<t#9 <t <--- ct <4, 
£9 <4@0 <---< #4 <4, 
£9) <#8 <-.-< tf <+#,4, 


t,o» <tc... < te <t—s; 
iO +40 f.--+ el) = e-', 
t,®) + t,® + een + te gr-2, 





t—) 4 te) 4. bt to) am 8 


geniigen. Es lassen sich solche Gréssen offenbar leicht finden, indem 
man jede der Gréssen ¢,“), ¢,%),...,¢," geniigend wenig verschieden 


v—1 
von dem Werthe a annimmt, ferner jede der Gréssen 
UP, .. 4 
v—2 
geniigend wenig von = verschieden und schliesslich jede der Gréssen 


= 
f°», t,°—»), } . ) 





geniigend nahe dem Werthe ~~ annimmt. Setzen wir noch 


¢) 1 


(2) v-—2 v—1) 
10 —=t—e »> tg =t—eé \ 


> 0 0 +p) yg =U — &, 


so gelten die Bedingungen 


0 <tM <t£) <---<c#M < iW <¢, 
tt) <t@ <4@ <c-.-.< ® <1 < 4 


10 » 
iPe<i < 4 <:- <i? <i < tf, 
Hr < “ < “2 <---< ha? < eo < 2: 


i +410 +...440 +40) =f, 
bis * t, (2) * wid ne t,2) + * =f, 


yen + tf wi ee ‘am a — ) =. 


Es sei jetzt LZ eine gerade Linie auf dem Hyperboloide, welche 
jeden der beiden unpaaren Ziige der Curve C, schneidet. Ausserdem 
sei diese Gerade Z so gewahlt, dass von ihr diejenige Strecke der 
Curve C, gar nicht getroffen wird, welche ein Punkt beschreibt, dessen 
Parameter von 0 bis t wichst. Wir wihlen dann aus der anderen 
Schaar der Erzeugenden eine solche Gerade L’ aus, welche die Curve C, 
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iiberhaupt nicht schneidet. Die Ebene, welche die Geraden Z und L’ 
enthilt, sei durch die Gleichung E = 0 dargestellt. Den friiheren 
Ausfiihrungen zu Folge giebt es eine Flaiche 3'** Ordnung, welche die 
10 Punkte ¢,, #, ..., i? aus einem der Ziige der Curve C, aus- 
schneidet und zugleich die Gerade Z enthilt. Die Gleichung dieser 
Fliche sei G*) = 0. Fiir geniigend kleine Werthe 6) stellt dann die 
Gleichung 

FO = FE+ 6G = 0 
eine Flache 3‘ Ordnung dar, welche die Gerade Z enthiilt und tiber- 
diess aus dem Hyperboloide H = 0 eine Curve 5‘ Ordnung mit 3 un- 
paaren Ziigen ausschneidet. Der eine dieser unpaaren Ziige schneidet 
den beziiglichen unpaaren Zug der Curve C, in den 10 Punkten 
t,, t, ..., Af? und zwar in der Weise, dass beim Durchlaufen 
des unpaaren Zuges jener Curve 5'** Ordnung die 10 Punkte in der 
nimlichen Reihenfolge auftreten, wie beim Durchlaufen der Curve C,,. 
Ks sei nun G® = 0 die Gleichung einer Fliche 5'* Ordnung, welche 
die Gerade Z enthiilt und aus der Curve C, die 18 Punkte ¢,,#,®,..., t.4 
ausschneidet. Dann stellt die Gleichung 

FO = FF + 9% GO —0 


bei geeignet gewiihltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe 
6) eine Fliche 5'* Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 
die Gerade Z und ausserdem eine Curve 9'* Ordnung mit 3 unpaaren 
und mit 10 paaren Ziigen ausschneidet, Denn nur die 3 sich gegen- 
seitig nicht schneidenden Ziige bleiben auch nach der Variation un- 
paar, wihrend die unendlichen Theile der beiden anderen unpaaren 
Zitige einen einzigen sich in’s Unendliche erstreckenden paaren Zug 
liefern. Die tibrigen 9 neu entstehenden paaren Ziige verlaufen simmt- 
lich im Endlichen. Unter ihnen ist einer vorhanden, welcher den be- 
zliglichen unpaaren Zug der Curve C, in den 18 aufeinanderfolgenden 
Punkten ?,®), ¢,@, ..., tis) schneidet. Stellt jetzt GS = 0 eine 
Fliche 7'** Ordnung dar, welche die Gerade LZ enthilt und aus der 
Curve C, die 26 Punkte ¢,°, £,%, ..., ts3’ ausschneidet, so ist 
Fo = FF® +390 GO 0 

bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir geniigend kleine Werthe 
0 die Gleichung einer Fliche 7’ Ordnung, welche aus dem Hyper- 
boloide H = 0 die Gerade Z und ausserdem eine Curve 13'** Ordnung 
mit 5 unpaaren und 10 + 16 = 26 paaren Ziigen ausschneidet. Fahren 
wir in derselben Weise fort, so erhalten wir bei dem nichsten Schritte 
eine Fliche F*) = 0 von der 9" Ordnung, welche aus dem Hyper- 
boloide H = 0 die Gerade Z und eine Curve von der 17" Ordnung 
mit 7 unpaaren und 10 + 16 + 24 — 50 paaren Ziigen ausschneidet. 
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Wie man sieht, kommen mit jedem weiteren Schritte noch 2 unpaare 
Ziige zu den vorhandenen hinzu, wahrend der Zuwachs zur Anzahl 
der paaren Ziige mit jedem weiteren Schritte um 8 Einheiten grdésser 
ist, als bei dem vorhergehenden Schritte. Wir gelangen daher nach 
v — 1 Schritten zu einer Flache F'” = 0 von der 2v + 1' Ordnung, 
welche aus dem Hyperboloide HO die Gerade L =O und eine 
Curve von der 4y + 1°" Ordnung mit 2v — 1 unpaaren und mit 


10 + 16-4 24-4 324.-..48(y—1) = 427 — 4742 


paaren Ziigen ausschneidet. Diese schliesslich entstandene Curve von 
der Ordnung n = 4v + 1 besitzt also insgesammt 


4y?—2y4+1——2(n—1)(n—3)+1 


reelle Ziige und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maxi- 
malzahl. 

Es bietet nunmehr keine Schwierigkeit, auch die Existenz der 
Curven 4y + 1**t Ordnung mit der Maximalzahl von Ziigen nachzu- 
weisen, unter denen weniger als 2y — 1 unpaare Ziige vorhanden 
sind. Wir bezeichnen mit uw eine Zahl, welche kleiner ist als ». Das 
eben beschriebene Verfahren fihrt dann nach w —1 Schritten zu 
einer Curve von der 4u + 1°" Ordnung mit 24—1 unpaaren Ziigen. 
Diese Curve behandeln wir mittelst der vorhin im ersten Falle n —4y 
angewandten Methode, indem wir durch abwechselnde Benutzung beider 
unpaaren Ziige der Curve C, bewirken, dass allemal ein unpaarer Zug 
der neu construirten Curve einen der unpaaren Ziige der Curve C, 
in lauter aufeinanderfolgenden Punkten trifft und in Folge dessen bei 
allen weiteren Schritten die Zahl der unpaaren Ziige ungeiindert bleibt. 
Die Lage der Punkte auf den beiden Ziigen der Curve C, ist so zu 
wahlen, dass nach der Variation die grésstmégliche Anzahl neuer 
Ziige entsteht. Nach » — uw Schritten entsteht eine Curve von der 
Ordnung n = 4v -+- 1 mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen 
2 — 1 unpaare Ziige vorhanden sind. Hierbei ist » >1 angenommen. 
Doch ist bereits friiher nachgewiesen worden, dass es auch Curven 
von der Ordnung » = 4v + 1 mit der Maximalzahl reeller Ziige giebt, 
unter denen nur ein unpaarer Zug vorhanden ist. 

Um schliesslich den letzten Fall n—=4v-+3 zu erledigen, 
setzen wir t’ = @-—t und bewirken durch lineare Transformation 
der Coordinaten, dass diejenige Strecke der Curve C, ganz in’s End- 
liche fallt, welche der Punkt beschreibt, waihrend der Parameter ¢ von 
0 bis t’ wiachst. Ferner bezeichne «’ eine positive Grésse, welche 


kleiner ist, als jede der beiden Zahlen a und > so dass die Un- 
gleichungen 








mente 
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e’” 4y-—l1 


: 
— Cee St. Se 


0< 8vy—3 
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erfiillt sind. Mit Beriicksichtigung dieser Ungleichungen ist es in 
entsprechender Weise wie vorhin im Falle n = 4y + 1 leicht, 6 reelle 
Gréssen ¢,, #,(0, ..., (0, ferner 14 Gréssen ¢,®), ¢,@,..., 4? und 
schliesslich 8v — 2 Gréssen ¢,, #,”,..., #9 zu finden, rel den 
folgenden Bedingungen gentigen: 

0 < t,% KEM t,() <t@ < s’, 

t,() < t,@) < tw< cor’ ay < i) F < , 

iY < shel <6 <+-- <a < sl < 4Y, 


1 = 
Wek < “wn <ifi<... <Ws< ee e—, 
LO 4 £4... + ti) = x’, 


+ t% 4... +. val =’, 


#, + £04... + t= rt’, 

Es sei L’ eine Erzeugende des Hyperboloides H=0O, welche 
keinen der beiden unpaaren Ziige der Curve C, trifft. Den fritheren 
Ausfiihrungen zufolge giebt es dann eine Fliiche 2'* Ordnung, welche 
die Linie L’ enthilt und aus dem einen der Ziige der Curve C, die 
6 Punkte ¢,%, #,,..., & ausschneidet. Die Gleichung dieser 
Fliche sei F) = 0, Es werde ferner durch die Gleichung G@) —0 


eine Fliiche 4'* Ordnung dargestellt, welche die Gerade L’ enthilt- 


und aus der Curve C, die 14 Punkte #,®, ¢,@ 
Dann stellt die Gleichung 


Fo =FFO + 69G® =0 


bei geeignet gewihltem Vorzeichen und fiir gentigend kleine Werthe 
d@) eine Fliche 4'* Ordnung dar, welche aus dem Hyperboloide H = 0 
die Gerade L’ und eine Curve 7'* Ordnung mit einem unpaaren und 
6 paaren Ziigen ausschneidet. Hiner von diesen paaren Ziigen schneidet 
einen unpaaren Zug der Curve C, in 14 aufeinanderfolgenden Punkten, 
Ist ferner G®) = 0 die Gleichung einer Fliaiche 6'* Ordnung, welche 
die Gerade L’ enthilt und aus der Curve C, die 22 Punkte ¢,®,¢,), ...,49) 
ausschneidet, so stellt bei geeignet gewahltem Vorzeichen und fiir ge- 
niigend kleine Werthe 6 die Gleichung 


Fo = FF® + 6G =0 


+++) tf ausschneidet, 
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eine Flaiche 6" Ordnung dar, welche die Gerade L’ enthalt und aus 
dem Hyperboloide H =O eine Curve 11'* Ordnung mit 3 unpaaren 
und mit 18 paaren Ziigen ausschneidet. Wir gelangen so schliesslich 
zu einer Fliche F’+ —0O von der 2v + 2' Ordnung, welche die 
Gerade L’ enthalt und aus dem Hyperboloide H —0 eine Curve von 
der Ordnung n=4v+ 3 mit 2v—1 unpaaren und mit 4v?+ 2 
paaren Ziigen ausschneidet, Diese Curve besitzt folglich insgesammt 


4y? + 2n+1—1(m—1)m—3)+1 


reelle Ziige und dies ist, wie friiher gezeigt worden, die Maximalzahl. 

Der Nachweis fiir die Existenz von Curven der Ordnung n=4v-+-3 
mit der Maximalzahl reeller Ziige, unter denen weniger als 2v — 1 
unpaare Ziige vorhanden sind, wird in entsprechender Weise gefiihrt, 
wie oben in den Fiillen n = 4v und n= 4y-+ 1 geschehen ist. 

Die eben ausgefiihrten Constructionen liefern, wie man sieht, alle 
diejenigen Arten von irreducibeln Raumcurven, welche in dem friiher 
abgeleiteten Satze nicht als unméglich ausgeschlossen worden sind. 
Es ist daher im Vorstehenden die Frage nach den gestaltlich ver- 
schiedenen Arten der Raumcurven von einer beliebigen Ordnung n mit 
der Maximalzahl reeller Ziige vollkommen erledigt. 


Kénigsberg i. Pr., den 19. November 1890. 
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Ueber eine Normalform gewisser Differentialgleichungen 
zweiter und dritter Ordnung. 


Von 


Geore Pick in Prag. 


Bei der Untersuchung der Differentialgleichungen zweiter und dritter 
Ordnung, welche die Verallgemeinerung der Differentialgleichung der 
Gauss’schen Reihe, bezw. jener der Schwarz’schen s-Functionen auf ’ 
den Fali beliebig vieler singulirer Punkte darstellen, macht sich hiufig 
das Bediirfniss nach einer passenden Normalform geltend. Ich glaube 
daher eine solche im Folgenden mittheilen zu diirfen, welche ich in 
mancher Beziehung bewihrt gefunden habe.*) 

1. Es sei zunichst 


“r 


(ule = ~~ — 2(4)'= R@) 


eine Differentialgleichung dritter Ordnung von der oben bezeichneten 
Art, 2=,, d,..., @, seien die singuliren Punkte derselben, 


Ay, Ao, +» +, 4n beziiglich die zugehérigen Exponenten. Dann ist, wie 
man weiss: 


n 


_ Sir-¥ 1 (a) 
R(z) -> 5) F (e—a,)* + fia)? 


i=1 





wo 


f(*) male or ai), 


i=1 
und g(x) ein ganzes Polynom bedeutet, welches noch insoweit einer 
niheren Bestimmung unterworfen ist, als R(a) fiir = oo von der 
4’en Ordnung verschwinden muss. Hat man also irgend zwei zu den- 


*) Ich bediene mich dieser Normirung seit dem Jahre 1888, und habe vor 
mehr als einem Jahre iiber dieselbe in der Prager deutschen mathematischen 
Gesellschaft Bericht erstattet. 
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selben Verzweigungswerthen und Exponenten gehérige Functionen R(z), 
so kénnen dieselben sich um einen Bruch von der Form 


C+ eye+-+-+e, 2-4 
f(@) 
unterscheiden, und aus irgend einer speciell gewahlten Function R(x) 
erhalt man die allgemeinste durch Hinzufiigung einer beliebigen ratio- 
nalen Function der eben festgestellten Form. 


Kine passende Wahl einer solchen speciellen Function R(x) = H(z) 
wird vorbereitet durch die Schreibweise 


“1—j 1 Nix 
H(z) =>’ aa} ~““ (@—aj(@—a)’ 


f=s1 











letztere Summe erstreckt iiber alle Combinationen verschiedener 7, k aus 
der Reihe der Zahlen 1 bis m. Der Nachtheil, der aus dem Umstand 
entspringt, dass die N;, hier im Allgemeinen weniger Gréssen reprisen- 
tiren, als ihre Zahl betriigt, wird durch Vortheile der Symmetrie und 
leichten Berechenbarkeit aufgewogen. 


Setzt man nun fest, dass die N;, von den a; unabhingig sein 
sollen, so zerfallt die Bedingung, dass 


[2° H(2)|lemu = 0, 
in folgende » Relationen: 


isa Me Go 1,%...,0), 
2 < ee 


wo durch den Accent angedeutet ist, dass der Index k —i bei der 
Summation wegzulassen ist. Die Invarianteneigenschaft unseres Aus- 
drucks tritt nun sofort explicite hervor. Am besten erkennt man dies, 
indem man vermittelst der Substitutionen 

G3 


% om <2 a= 
=S- i _ 
a,? Gy 


H (a) dz? in homogene Gestalt setzt, wo dieser Ausdruck zunichst die 
Form annimmt 


H(2).dz? = +N aii(edat | ati(edat 5 on a(eda)! 
? = ik 
i,k 


xy (@ a,)? xy? (wa,)? ay? (x a;) (% a) 





also endlich = 
H(@)-det — 1 IN, ete aer 
i,k 


way eas 


gan t—i 


Den Relationen 
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gemiiss kénnen die N;, noch auf unendlich viele Weisen gewihlt 
werden. Es diirfte sich aber empfehlen, diese Wahl in der Art vor- 
zunehmen, dass die bisher ausfiihrlicher bekannten besonderen Fille 
sich bequem unterordnen. Dies wird durch folgende Festsetzungen 
erreicht. Es soll N,, als ganzer Ausdruck zweiten Grades der 4; 
bestimmt werden, und zwar einerseits symmetrisch in 4; und 4, ander- 
seits symmetrisch in den iibrigen 4. Ferner soll fiir den Fall, dass 


da-a=2 
i=1 


Nix = (L—4) (L— A) 


sein. Aus diesen Bedingungen ergeben sich bestimmte Werthe der 
Nix. Setzt man zur Abkiirzung 


ist , 


> (la) —2 =s, 


i=1 
so erhalt man 


N= woes) {o? - [2(m— 2) _ (n— 1) (Ar+ A,)] 6 
| +(n—1)(n—2)(1—4)(1— ay). 

Fiir » = 3 verwandelt sich die so bestimmte H(x) selbstverstind- 
lich in die rechte Seite der Differentialgleichung der Schwarz’schen 
s-Functionen; fiir beliebiges n, aber 6 = 0 und reelle Verzweigungs- 
werthe, geht H(x) ohne weiteren Zusatz in die rechte Seite jener 
Differentialgleichung itiber, deren Integral die Abbildung der positiven 
Halbebene der x auf ein geradliniges n-Eck vermittelt. 

2. Von der Differentialgleichung dritter Ordnung 

[w]e = R(x) 
geht man in bekannter Weise leicht zur linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 
y +py +qy=0 

tiber, deren Particularintegrale y,, y, der Relation 


Ye 


— = & 


" 
geniigen. Denkt man sich p beliebig gegeben, so bestimmt sich q 
vermége 
R(x) =2q — +p? — . 


1 ae 
ae 2—a,;’ 


Setzt man etwa 
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so ergiebt sich leicht 


ae ast 1 G&+ye+---++e, 42" 
Sea) 2 F(a) ’ 








wo 





Lie = sqrpwry 8 {9 — 2-2) +(m— 1) (+y)}- 
Ferner ist vermittelst des Abel’schen Satzes 
y, — = oe foae 
also unter obiger Annahme beziiglich p 
te dx 
au-J [(@—a)'* 


Man denke sich nun # in | 
— ytoa E 





“a+ Ba 
transformirt, und bezeichne gleichzeitig mit «; die Grésse 
y+a; 
a+ Ba, | 
Geht y, in 9, tiber, so ist 
dé 


1° = 
‘ [Te- «) 


Hieraus ergiebt sich leicht 


Tt = (a + Ba)’, 


wo 6 dieselbe Bedeutung wie oben besitzt. Hiedurch ist klargestellt, 
in wie fern man auch der Differentialgleichung zweiter Ordnung In- 
varianteneigenschaft zuzuschreiben hat. 

Will man hier homogene Schreibweise einfiihren, so wird man 
zu setzen haben 





und an Stelle von y wird dem eben Gefundenen zufolge eine Form 
vom Grade —+) durch die Gleichung 
o 
p=y-x, © 
zu setzen sein. Es ergiebt sich dann die Gleichung 
D, Pa » P) 1 Cott *-+ ¢, ta, +--- be, 423 
Dl: — f a 





— Li (@a,) (ea) 
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f =] [ (a) , ' 


gesetzt, und durch D sind in bekannter Weise Polarisationen angezeigt. 
Zum Schlusse sei noch bemerkt, dass im Falle der Gleichheit 


siimmtlicher 4;(— 4) die Differentialgleichung dritter Ordnung tiber- 
geht in 


Hierin ist 


[w] 1-2 He), tart: +640" 
— ee f(x)? f(x) . 


wo H() die Hesse’sche Covariante von f(x) bedeutet;*) wogegen sich 
die Differentialgleichung zweiter Ordnung dann so schreiben lisst:**) 


(fo) == (matt +--+ eat). 9, 
wo (f, gp)? die zweite Ueberschiebung von @ iiber f bedeutet. 








Prag, November 1890. 


*) Man vgl. Weber ,,Zu Poincarés Theorie der Fuchs’schen Functionen “, 
Géttinger Nachrichten 1886, pag. 363, Gl. (13) u. (14). 

**) Man vgl. die Schreibweise der Lamé’schen Differentialgleichung in der 
Abhandlung des Verf,, Wiener Berichte 1887. 











Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


Von 


Fevix Kiem in Gittingen. 


Anschliessend an die vorangehende Mittheilung des Hrn. Pick 
méchte ich hier verwandte Betrachtungen zum Abdruck bringen, welche 
ich in den Géttinger Nachrichten vom Mirz dieses Jahres in einer 
der Theorie der Lamé’schen Functionen gewidmeten Arbeit publicirte.*) 
Es heisst dort u. a.: 

», Wir fragen zunichst nach der zweckmiissigsten Definition der 
zu einem m-fach ausgedehnten Raume (R,) gehdrigen Lamé’schen 
Differentialgleichung. In dieser Hinsicht beginnt man herkémmlicher 
Weise mit dem System der confocalen Flichen zweiten Grades 


2 a 
(1) 


a = e se “> — 
und findet durch bekannte Umformungen der Potentialgleichung die 
Lamé’sche Gleichung in der Gestalt: 





For 


(2) GR = (Ad? 4 Bt... 4 NYE, 
wo 
3) tf 7a 1M) =a) G—e); 


ich habe schon bei friiherer Gelegenheit hervorgehoben**), dass es zweck- 
missig ist, die hier auftretenden Constanten A, B, ..., N zuniichst als 
unbeschrinkt verinderlich zu betrachten und dadurch der gewohnlichen 


*) Diese Arbeit reproducirt verschiedene Resultate, welche ich wiihrend des 
Wintersemesters 1889—1890 in einer Vorlesung tiber Lamé’sche Functionen ab- 
geleitet habe. Es handelt sich dabei insbesondere auch um die Oscillationen, 
welche die Lisungen der Lamé’schen Differentialgleichung in gegebenen Inter- 
vallen ausfiihren; ich hoffe hierauf in diesen Annalen bei anderer Gelegenheit 
ausfiihrlich eingehen zu kénnen. 

**) Math, Ann. Bd. 18 (1881): Ueber Kérper, welche von confocalen Flichen 
zweiten Grades begrinzt sind. 








iis tanita tinea tees 
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Begriffsbestimmung der Lamé’schen Functionen gegentiber eine Er- 
weiterung eintreten zu lassen*). Nun kann man aber den durch (1) 
gegebenen Ausgangspunkt beanstanden. In der Potentialtheorie, wo 
fortgesetzt Transformationen durch reciproke Radien in Betracht zu 
ziehen sind, ist das System der confocalen Flachen zweiten Grades 
kein wirklich allgemeines Orthogonalsystem; als solches erscheint viel- 
mehr erst das von Darboux und Moutard im Jahre 1864 aufgestellte 
System der confocalen Cycliden, ein System von Flichen vierter Ordnung, 
das sich bei Verwendung tiberzihliger, homogener Coordinaten (a, ...2»4) 


[sogenannter polysphirischer Coordinaten] durch die zwei Gleichungen 
darstellen lisst: 
n+2 n+2 2 


) a*-  gieas" 


Herr Wangerin ist der Erste gewesen, der nachwies, dass man 
unter Zugrundelegung eines solchen Cyclidensystems in der That eine 
Theorie ganz aihnlich der Lamé’schen aufbauen kann**). Seine Rech- 
nungen beziehen sich allerdings nur auf m= 3; es ist aber nicht 
schwer, sein Resultat auf beliebiges zu tibertragen; es tritt dann an 
Stelle von (2) die folgende Differentialgleichung: 


n-+-2 


(6) S$ —(45" - 4+". A Ady. 4 NYE, 
1 
wo ¢ wiederum das Integral bezeichnet: 
- @& 

6 t = —— . 
©) VfQ) 
f(A) aber die Function (m-+-2)'*" Grades bedeutet: 
(7) f(A) = (A—e) « « » (A—eny2). 
Offenbar kann man statt (5) auch schreiben: 

@E 2— " 7 
(8) Sax — Gea Ota +--+ +n), 


wo nun die a,..., » beliebig. Es scheint fast, als habe man diesen 
Gleichungen (5), (8) bisher nur wenig Bedeutung beigelegt. Sicher 
kann man die Gleichung (2) als Specialfall derselben auffassen (der 


*) Lamé und Heine bestimmen A, B,... bekanntlich so, dass eine Par- 
ticularlésung von (2) algebraisch wird; Hermite fiihrt bei seinen allgemeineren, 
auf »=8 beziiglichen Untersuchungen fiir A immer noch den besonderen im 
algebraischen Falle eintretenden Werth set) ein (wo ” eine positive ganze 


Zahl) und lisst dann freilich B beliebig. 
**) Journal fiir Mathematik, Bd, 82, 1876. Vergl. auch Darboux in den 
Comptes Rendus der Pariser Akademie, 1876, II. 


Mathematische Annalen, XXXVIII. 10 
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entsteht, wenn man é,;; und é,42 unendlich werden lisst), aber es 
lag naher, (5) oder (8) als besonderen Fall derjenigen Gleichungen 
(2) zu deuten, die dem Raume von (n-+2) Dimensionen entsprechen. 
Und dieser Fall schien kein besonderes Interesse darzubieten, weil 
man die (n—1) bei ihm noch zur Verfiigung stehenden Constanten 
keineswegs so bestimmen kann, dass eins der zugehérigen FE alge- 
braisch wird. Auch hat die Form der neuen Differentialgleichung 
zunaichst wenig Ansprechendes. Singulire Punkte hat dieselbe, wie 
dies natiirlich scheint, bei A = e,,..., €n42; aber auch A =o, d. h. 
ein Werth, der fiir das Cyclidensystem (4) vom geometrischen Stand- 
punkte aus ohne jede specifische Bedeutung ist, erscheint als singulirer 
Punkt. Die zu ¢,...én42 gehérigen Exponenten berechnen sich dabei 


als > und 0, die zu co gehdrigen als 








n—2 n—2 
2 und —— 


Inzwischen gelingt es durch eine unbedeutende formale Abinderung 
unsere Gleichung in ganz anderem Lichte erscheinen zu lassen. Die 
bei A= oo auftretenden Exponenten leiten auf den richtigen Weg. Man 
setze nimlich, homogen machend, 


A=d,:4, 

und schreibe 
n—2 

(9) E(4) = Ay* - F(A;, 49); 

wo F jetzt eine homogene Function (eine Form) von 4,, 4, vom Grade 
2—N 
ae 


sein wird, die ich gleich als Lamé’ sche Form bezeichnen will. Sei 
ferner jetzt unter f die Form (m-++ 2)" Grades verstanden: 

(10) f = (Ay— ey Ag) « . « (Ay — nga) - 

Man erhalt dann (nach kurzer Umrechnung mittelst des Euler’schen 
Theorems) ein Resultat, welches nur noch von der Form f als solcher 
abhingig ist; man findet nimlich: 

(11) f, FP, =9 .F, 

wo (f, #), die zweite Ueberschiebung der Formen f und F yorstellt, 
aber eine beliebige rationale ganze Form (n— 2)" Grades ist. Dieses 
Resultat erscheint so einfach, dass man nicht umhin kann, dasselbe 
tiberhaupt an die Spitze der Theorie der Lamé’schen Functionen zu 
stellen und dementsprechend Lamé sche Functionen, oder vielmehr 
Lamé’ sche Formen, des R, geradezu als solche Formen (*#=")” 


Grades von 4,, 4, zu definiren, welche zweimal iiber eine gegebene fr+2 
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geschoben, sich selbst bis auf einen Factor gn-2 reproduciren*). Die 
einzigen singuliiren Stellen der so definirten F' sind, wie bereits an- 
gedeutet, die Wurzeln von f= 0. Sind diese Wurzeln alle getrennt 
(wie wir bisher stillschweigend voraussetzten), so gehdren zu jeder 


einzelnen derselben die soeben genannten Exponenten 5 und 0, — 


riicken aber irgendwo zwei oder mehrere derselben zusammen, so erhiilt 
man héhere Exponenten, bez. irregulires Verhalten. Der gewdhnliche 
Fall der durch (2) definirten Functionen entsteht, wenn f eine Doppel- 
wurzel erhalt (die man dann nach 4 = oo wirft). Uebrigens kann man, 
wenn man f mit beliebig vielfachen Wurzeln ausstatten will und sich 
vorhalt, von der Form J’ der homogenen Variabelen 4,, 4, durch 
Zufiigung irgend welcher Factoren zu Functionen von A zuriickzugehen, 
stimmtliche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten unter (11) rubriciren. Die Lamé’sche Differentialgleichung 
hat also in der That eine wesentlich allgemeine Bedeutung. Die 
Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe z. B. entsteht aus 
(11), wenn man f als eine Form sechsten Grades einfiihrt, die ein 
volles Quadrat ist. Noch ein weiterer Gesichtspunkt spielt hier herein. 
Wahlt man f wieder als Form sechsten Grades, aber nun mit ge- 
trennten Wurzeln , so definirt (11) solehe Formen F vom Grade — > . 
welche auf dem hyperelliptischen Gebilde Vf durchaus unverzweigt sind. 
Man iiberzeugt sich leicht, dass diese F unter allen Formen, die einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Coef- 
ficienten gentigen , die einzigen sind, welche die genannte Eigenschaft 
besitzen. Nicht so bei héherem Grade von f. Sei m= 2p gesetzt, 
p aber als > 2 genommen, so werden die allgemeinsten zum hyper- 


elliptischen Gebilde //f2p42 gehdrigen unverzweigten J’ durch die Glei- 
chung geliefert: 


(12) (f, F), = (Pep—s + Up-s Vi) -F, 


die sich von (11) durch das Glied mit //f unterscheidet. Die Anzahl 
der hier in m und y zusammen enthaltenen willkirlichen Constanten 


ist 3p — 3, der Grad von F gleich — po - Die Theorie von (11) 





*) Das gleiche Mittel der Einfiihrung homogener Variabler gebrauchen be- 
reits in demselben Sinne Pick und Halphen (Berichte der Wiener Akademie 
von 1887; Traité des fonctions elliptiques, Bd. II, 1888); nur handelt es sich bei 
ihnen um eine ganz specielle Untersuchung, niimlich um eine geschickte (nur in 
diesem Falle mégliche) Transformation héheren Grades der fiir n = 3 geltenden 
Differentialgleichung (2). Es ist wohl kein Zweifel, dass die geeignete Verwendung 
homogener Variabler in der Theorie der linearen Differentialgleichungen noch 
vielfache Vereinfachungen nach sich ziehen wird. 


10* 
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wird als Vorbereitung der allgemeinen Theorie der Gleichungen (12) 
erachtet werden kénnen*).“ 

Ich habe diesen Erliuterungen, die ich, ebenso wie die beigesetzten 
Bemerkungen, ungeiindert dem genannten Aufsatze entnahm, hier nur 
wenige Worte hinzuzufiigen, die sich auf bestimmte Integrale beziehen. 
Bekanntlich hat die Theorie der bestimmten Integrale in den letzten 
Jahren dadurch einen bemerkenswerthen neuen Aufschwung genommen, 
dass man sich entschloss, die Integrale ganz allgemein durch ge- 
schlossene Wege im complexen Gebiete (auf denen die zu integrirende 
Function ihren Anfangswerth wieder annimmt) zu definiren, — wobei 
denn alle die Ausnahmen, welche die iiltere Theorie wegen des Unendlich- 
werdens der zu integrirenden Function statuiren musste, oder auch die 
Kunstgriffe, zu denen sie in solchen Fiillen ihre Zuflucht nahm, von 
selbst in Wegfall kommen**). Ich méchte nun darauf hinweisen, dass 
die Darstellung dieser Verhiltnisse noch um Vieles eleganter wird, wenn 


*) Sind F,, F, irgend zwei Particularlisungen von (12), so ist der Quotient 
n =F: F, eine auf dem hyperelliptischen Gebilde unverzweigte ,.Function‘‘, 
welche bei jedem geschlossenen Umlaufe iiber die zu Vf gehdrige Riemann’sche 
Fliche hin sich in der Gestalt oats reproducirt. Dass es auf jedem algebraischen 
Gebilde, dessen p>1, w3p—3 wesentlich verschiedene (durch ihre Differential- 
gleichung unterschiedene) derartige -Functionen giebt, ist bekannt (vergl. z. B. 
meine ,, Neuen Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie“ im 2iten Bande 
der Math, Annalen, 1882); man hatte aber bisher, so viel ich weiss, diese 7 noch 
nicht in zwei Formen F,, F, als Zihler und Nenner derart gespalten, dass F, 
und F, fiir sich genommen auf dem algebraischen Gebilde gleichfalls unverzweigt 
sind, Dies gelingt aber sofort allgemein, wenn man diejenigen Erliuterungen 
heranzieht, die ich tiber die auf beliebigen algebraischen Gebilden existirenden 
Formen neuerdings gegeben habe (Zur Theorie der Abel’schen Functionen, Math, 
Annalen Bd. 36). Der Grad der betr. F;, F, in den zum Gebilde gehérigen 


Formen q@ ist allemal gleich — > — in Uebereinstimmung mit dem, was im 


Texte speciell fiir hyperelliptische Gebilde bemerkt ist. 

**) Vergl. Camille Jordan in Bd. III seines Cours d’analyse, p. 241ff. 
(1887), Nekrassoff in der ,,Mathematischen Sammlung“ der Moskauer mathe- 
matischen Gesellschaft von 1887 an [die genaueren Citate vergl, bei Pochhammer 
in Bd. 87 dieser Annalen, p. 543], Pochhammer in den Biinden 35, 36, 37 
dieser Annalen, — Die Idee selbst geht wohl unzweifelhaft auf Riemann zuriick, 
der ja die Perioden der Abel’schen Integrale in entsprechender Weise definirte 
(durch geschlossene Wege auf den zugehdrigen Riemann’schen Flichen). In- 
zwischen finden sich, was den allgemeinen Ansatz und seine Bedeutung fiir die 
Theorie der gewdhnlich betrachteten bestimmten Integrale angeht, in Riemanns 
publicirten Arbeiten nur Andeutungen (vergl. Werke, pag. 77, 187, 404), an welche 
dann zuniichst Hankel (Schliémilch’s Zeitschrift Bd, 9, 1864) und Thomae (ebenda, 
Bad, 14, 1869) ankniipften, die aber immer noch an schleifenformigen Integrations- 
wegen festhielten, d. h, ax 'ntegrationswegen, die, von einem bestimmten Punkte 
auslaufend zu eben diesem bestimmten Punkte zuriickfiihren, womit die ganze All- 
gemeinheit, die hier anzustreben ist, sozusagen erst zur Hilfte erreicht ist. 
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man sich entschliesst, auch hier homogene Verénderliche anzuwenden. 
Unter (¢a)... die Determinanten (¢,a, — #,a,) etc. verstanden, wird 
man zunichst Integrale der folgenden Art betrachten: 


(13) [reayeceoy .. + (en)(sds), 


woa+f6-+----+» natiirlich gleich (— 2) zu nehmen ist und die 
Integration tiber solche geschlossene Curven der g-Ebene zu nehmen 
ist, wie sie Herr Pochhammer als Doppelumliufe bezeichnet. Ist die 
Zahl n der hier auftretenden singuliren Punkte gleich 2, so verschwindet 
das Integral identisch; ist sie gleich 3, so hat man im wesentlichen 
ein Euler’sches Integral erster Gattung (bei welchem dann die Gleich- 
berechtigung der drei Exponenten a, 6, y, die sonst auf indirectem 
Wege erschlossen wird, unmittelbar hervortritt). Fiir n = 4 kommen 
diejenigen Integrale, durch welche man die Differentialgleichung der 
hypergeometrischen Reihen integrirt, beziehungsweise die Riemann’sche 
P-Function darstellen kann. Auch bei letzterer ist selbstverstindlich 
der Gebrauch homogener Variabler indicirt. Riemann unterwirft die 
Exponenten seiner Function 


le b e¢ | 
(14) P\iv wey x | 
P iad uw y” 


bekanntlich der Bedingung, als Summe die Eins zu geben: 
(15) VM + wte py po" =H1, 
und an dieser Bedingung ‘ndert sich nichts, wenn wir P mit einem 


geeigneten Factor multipliciren, der nur bei =a, b, c unendlich 
wird, beziehungsweise verschwindet : 





a ee 
(16) (e—a)'-(a—b)™-(a—c". Pi’ wv x) 
iA" ow" ov” 
a b c | 


=P\vV+l wt+m v'+n 2 |- 
Aut w’+m v'+n | 


In der That muss ja hier 1+ m-++-»=0 genommen werden, weil 
anderenfalls der Punkt x = oo singuliir werden wiirde. Indem wir 
homogene Variable einfiihren, kinnen wir die Bedingung (15) bei Seite 
schieben. Schreiben wir nimlich statt der in (16) auftretenden Dif- 
ferenzen (x—a) etc. entsprechende Determinanten (x, a,—2%,4,),..., 
so hindert Nichts, eine Function TT der homogenen Verinderlichen 
Xy,L_ (eine Form der x,, 2.) durch die Gleichung zu definiren: 
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oD a8 
(17) TT = (xva)'-(ab)™-(ac)*"-P\ 4 wv «i, 
| is a” vy" 


wo nun die 7, m, ” beliebig anzunehmen sind. Wir bezeichnen dieses 
TT, indem wir fiir 4’-+17,... wieder kurz 4’,... schreiben, mit 
eb e¢ 

, ’ ’ 

A u v x, ? Xo 
7 u” v’ 


die Summe et Etete tote =! 


(18) TT 


} 











stellt dann den Grad dar, 


welchen das TI in x,, x, besitet. Indem wir die 7, m, m in (17) 
zweckmissig wihlen, kénnen wir dieses TT natiirlich in verschiedener 
Weise normiren. Sei der Kiirze halber: 


(19) V—A=A, w—pw' =a, Y—v' =». 
Dann kénnen wir als Normal-TT beispielsweise das folgende betrachten: 
| a b c | 
(20) n+ +5 +5 %% |, 
ee a : | 
2 2 2 


1 
oder auch das folgende: 


a 6 © 





(21) ThA wv a, L, 
10 0 0 
(welches auf 8 Weisen herzustellen ist, weil die 4, u,v in (19), indem 
man die 4’, 4” ete. in ihrer Reihenfolge vertauscht, beliebig im Vor- 
zeichen geandert werden kénnen). Hier ist das durch Formel (20) 
gegebene TT, vom Grade —> in den 2,, 7, dasjenige, welches durch 


die normirte Differentialgleichung bestimmt wird, von der oben die 
Rede war: 

(22) 1,f),=—9.T, 

wo nun f = (xa)*(xb)*(#c)? zu nehmen ist und die quadratische Form 
g in einfacher Weise von den 4, wu, v abhiingt*). Andererseits ist das 


durch (21) gegebene TT gerade dasjenige, welches unmittelbar durch 
ein bestimmtes Integral von der Form (13) gegeben wird: 


? 








*) Man findet des Niaheren: 


9 =F (BA) (ad) (ae) (wd) (we) + (Bu*-+1) (be) (ba) (we) (wa) 
+ (8+ 1) (ca) (€) (wa) (ad). 
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abe 
(23) T)4 wv x, 2, 
0 0 0 
—1+A-p—v —I+u-v—a4 —1-+9-A4-u —1+4-A+u-+9 








=f (a) 7 .(ab) *  -(c) * ~~ (ea) * ~~. we), 


(das Integral wieder iiber Doppelumlaufe des z erstreckt), Es ist 
nicht unwichtig, diese Formel so aufzufassen, dass man das Integral 
geradezu als Definition des linker Hand stehenden TT gelten lisst. Man 
erreicht dann, dass TT nicht nur von 2,, 2, sondern auch von @,, a} 
b,, b3; Cy, ¢ wie von den Exponenten 4, wu, v in ganz bestimmter 
Weise abhingt*): TT erscheint als eine Covariante der 4 Reihen cogredienter 
bindrer Verdinderlicher a,, d,; b,, by; €,, Cy); %,, %_, es erscheint iiber- 
dies als ganze Function der Exponenten 4, u,v. In letzterem Umstande 
liegt es begriindet, dass man nun hier keinerlei, z. B. ganzzahlige 
Werthsysteme der 4, u,v bei der Definition auszuschliessen hat; viel- 
mehr sind alle besonderen Verhiltnisse, die sich bei einzelnen Werth- 
systemen der A, uw, v einstellen mégen, aus der allgemeinen Theorie 
durch Grenziibergang abzuleiten. — Ich hoffe sehr, dass im Sinne 
dieser Andeutungen eine zusammenhingende Darstellung simmtlicher 
Eigenschaften der hypergeometrischen Function von anderer Seite in 
nicht zu ferner Zeit veréffentlicht wird; ich selbst habe die Grundziige 
einer solchen Ableitung im Sommersemester 1890 vorgetragen. 

Schliessen wir aus, dass die 4, w, v rein imaginir sind, so giebt 
es unter den acht jedesmal zusammengehérigen Fillen (21) einen, 
dessen 4, w, v in ihrem reellen Theile positiv sind. Die Zweige 
TT,, TT, des betreffenden TT sind als Formen von 2,, 2, tiberall end- 
lich, ohne irgendwo eine gemeinsame Nullstelle zu besitzen. Man 
wird daher die so particularisirten TT,, TT, zu Grunde legen, wenn es 
sich darum handelt, 2,, «, riickwirts als Formen der TT,, TT, dar- 
zustellen. Die ist bekanntlich insbesondere dann anzustreben, wenn 
die A,u,v den reciproken Werthen dreier reeller ganzer Zahlen 
l,m, gleich sind. Indem wir 1, m, gleich als positiv voraussetzen, 
hat das in Rede stehende TT in den w,, 2, dann den Grad: 


rT lines 
ae Gta tae 

*) Hiermit diirfte geleistet sein, was Riemann beabsichtigte, als er sich 
(Werke, p. 76—77) dahin iiusserte, dass der Ausdruck der P-Function durch ein 
bestimmtes Integral zur Bestimmung der in den Fundamentalzweigen ?., FP cn 
noch willkiirlich gebliebenen Factoren benutzt werden solle, Allerdings benutzte 
Riemann ja keine homogenen Variabelen; ich nehme an, dass er eben hierdurch 
gehindert war, die Sache zu einem guten Abschluss zu bringen. 
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die 2,, 2, sind also in dem TT,, Tl, vom Grade: 
i 2 1 
24) 2:G+ate—)- 


Es ist dies die zuerst von Halphen gefundene Zahl (Comptes Rendus, 
t. 92 (1881, 1)) *). Die neue Ableitung, welche hier fiir diese Zahl 


gegeben ist, oder vielmehr die neue Bedeutung, unter der dieselbe hier 
auftritt, diirfte unter principiellen Gesichtspunkten bemerkenswerth sein. 


Gottingen, den 23. December 1890. 


*) Vergl. die bez. Erlauterungen auf p, 129 des Bandes I meiner von ~ 
Herrn Fricke herausgegebenen Vorlesungen wiber elliptische Modulfwnctionen 
(Leipzig 1890). 











Ueber analytische Darstellung unendlicher Reihen, die durch 
Gliederinversionen aus einer gegebenen hervorgehen. 


Von 


AtFrrep PRINGSHEIM in Mtinchen. 


Wie ich gelegentlich*) hervorgehoben habe, ist die Frage, ob 
bei einer convergenten Reihe a a, der Quotient Set fir n =o 


verschiedene und darunter insbesondere auch unendlich grosse Werthe 
annehmen kénne, schon deshalb ohne Weiteres zu bejahen, weil man 
diese Erscheinung bei jeder convergenten Reihe durch blosse Um- 
stellung der Glieder hervorbringen kann. 


Nimmt man speciell eine Reihe, bei welcher lim att = (0 wird, 


(wie z. B. > = > «” fir a< 1), so gentigt schon die In- 
version je gweier consecutiver Glieder, um den fraglichen Grenzwerth 
zwischen 0 und oo oscilliren zu lassen. Theilt man ferner die Glieder 
einer solchen Reihe in Gruppen von bestiindig wachsender Glieder- 
zahl — z. B. in der Weise, dass man die A‘ Gruppe aus A Gliedern 
bestehen lisst —- und kehrt sodann die Anordnung der Glieder inner- 
halb jeder Gruppe einfach um, so resultirt offenbar eine Reihe von 


der Beschaffenheit, dass die Stellen, an welchen der Quotient ets 





fiir hinlinglich grosse v nicht jede beliebig grosse Zahl tibersteigt, 
schliesslich unendlich selten werden. 


*) Allgemeine Theorie der Divergenz wnd Convergenz etc. Math. Ann. Bd. 35, 
p. 308, Fussnote. 
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Obschon nun diese Deduction vollstindig hinreichen diirfte, um 
die Existene derartiger Reihen als etwas vollig selbstversténdliches er- 
scheinen zu lassen und zwar in weit héherem Grade, als dies lediglich 
mit Hiilfe eines oder mehrerer ad hoc construirten Beispiele zu er- 
méglichen wire, so wurde von anderer Seite dagegen eingewendet, 
dass bei den auf die angegebene Weise durch Umordnung erzeugten 
Reihen die einzelnen Glieder nicht, wie es gerade fiir Unterrichts- 
zwecke wiinschenswerth sei, durch einen einheitlichen analytischen Aus- 
druck dargestellt erscheinen. *) 

Ich glaube indessen, dass dieser Kinwand kaum einer wirklichen 
Widerlegung bedarf: denn es liegt doch wohl auf der Hand, dass 
die Hiilfsmittel der Analysis, welche es heutzutage erméglichen, auch 
die allerkiihnsten und complicirtesten arithmetischen Constructionen 
durch verhiiltnissmissig einfache Zeichen zu fixiren, auch dazu aus- 
reichen miissen, um so einfache Operationen, wie jene Gliederinver- 
sionen analytisch darzustellen. In der That findet man beispielsweise 
schon bei oberflichlicher Betrachtung, dass die Substitution von: 

v+(—1) statt »v 
offenbar: 


24-+1 an die Stelle von 24, 
24 ”? ”? ”? ”? 24 + 1 


bringt, und es liefern demnach Reihen, wie: 


1 (>+(—” )* 
Jere 2° gn 
aus dem angegebenen allgemeinen Princip hervorgegangene und doch 
durch analytische Zeichen allereinfachster Art darstellbare Beispiele 
von der verlangten Beschaffenheit. 

Ich méchte indessen diese Gelegenheit beniitzen, um ganz all- 
gemein zu zeigen, wie das allgemeine Glied einer Reihe, die durch 
irgend eine derartige Gliederinversion aus einer gegebenen abgeleitet 
ist, sich stets durch einen eiuheitlichen analytischen Ausdruck dar- 
stellen liisst. 

Sei etwa f(v) das allgemeine Glied der vorgelegten Reihe. So- 
dann sollen deren Glieder irgendwie in Gruppen eingetheilt werden: 


*) Ich sehe hierbei ganz davon ab, dass, wie ich a, a. O. ausdriicklich her- 
vorgehoben habe, ganz allgemeine Reihentypen mit der fraglichen Eigenschaft 
sich auch auf mancherlei andere, nicht minder einfache Weise construiren lassen, 
z. B. durch Multiplication der einzelnen Glieder einer convergenten Reihe mit ge- 
wissen willkiirlichen Factoren, Auch hier hates nicht die geringste Schwierigkeit, 
fiir derartige Constructionen einheitliche analytische Ausdriicke herzustellen: s, die 
Fussnote auf §. 4. 
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hierbei mége das Anfangsglied der (4-++-1)'" Gruppe durch den Stellen- 
zeiger v = (A) bestimmt sein*), sodass also: 


(1) Se - Hy F(9(4)) + £(9@)+1) +--+ + £(p@+1)—1)}- 


(0) 
Wird jetzt die Reihe so umgeordnet, dass man die Reihenfolge 
der Glieder innerhalb jeder Gruppe invertirt, wobei etwa allgemein 


f(m,) an die Stelle von f(v) treten mége, so muss m, eine solche 
Function yon v sein, dass: 


) DS rom) = SH e(e@+1—1) +7(9G+1)—2) + +1(9@) 


wird, Hiernach besteht innerhalb der (4+ 1)'" Gliedergruppe zwischen 
m, und » die Beziehung: 


: m, + v= p(4) + 9(4+ 1) —1, 
aiso: 
(3) m, = p(A) + p(4 + 1) —(v + 1) 


und es handelt sich somit nur noch darum, festzustellen, wie sich die 
ganze Zahl 4 durch » ausdriickt, wihrend v die Werthe (A), 
p(A4) +1, ..., p(A+1)—1 durchliuft. Mit anderen Worten: 
man hat die Ungleichung 

(4) P(A) <¥ < 94 + 1) 

nach 4 aufzulésen. 

Nun muss die im iibrigen ganz willkiirlich zu denkende Function 
g(a) ihrer Natur nach offenbar eindeutig sein und mit 4 monoton 2u- 
nehmen. In Folge dessen besitzt sie auch eine und nur eine gleich- 
falls eindeutige, monoton zunehmende Umkehrung, d. h. die Gleichung: 


p(4) =u 
A= J(u) = J(9(A)), 


wo J(u) eine eindeutige, monotone Function von mw bedeutet. Mit 
Beniitzung dieser letzteren ergiebt sich nun aus Ungleichung (4): 


A<J(v) << A+1 


besitzt eine Auflésung: 


und somit wird: 


*) Die Anzahl (4) der in der (4 + 1)" Gruppe enthaltenen Glieder 


ist also: 
H(A) = p(d + 1) — (A). 


Wiire statt des Anfangsindex g(4) von vornherein diese Gliederanzahl gegeben, 
so hatte man offenbar zur Bestimmung von (A) die Gleichung: 


(4) = 90) + HL) +--- +H —1)+1. 











156 A, Prinasnem. 


(5) 4 = [J(v)}*), 
wenn, wie iiblich, das Symbol [2] die grésste in x enthaltene ganze 
Zahl bezeichnet. Daher findet man schliesslich: 


(6) f (me) = f (p(T (»)] + e[J(») + 1] — (v + 1) 
als das allgemeine Glied derjenigen Reihe, welche durch die angegebene 
Inversion aus oa f(v) erzeugt wird. 





*) Das Charakteristische der hier auftretenden Function [J(v)] besteht offen- 
bar darin, dass dieselbe jedesmal einen constanten Werth 2 behilt, wenn » eine 
Zahlenreihe von der Form 


@ (4), p(A)+1,..5 (4+ 1) —a% 


durchliuft. Derartige Functionen kinnen auch in anderer Weise zur Bildung 


‘ ° O44 — ° 
von Reihen >a, beniitzt werden, bei denen = beliebig oft jede noch so 
v 
grosse Zahl iibersteigt, etwa folgendermassen: Hs sei F'(v) eine mit » monoton 





zunehmende positive Griésse von der Beschaffenheit, dass tim =O) = 
Dann ist offenbar stets: 
F(v) 
F(9(1+J()} — 1) 
Jedesmal nimlich, wenn » eine Zahlenreihe von der Form 
p(A), p()+1,.-.. 94+1)—1 
ist [J(v)] = 4, also der Nenner des obigen Ausdruckes constant, niimlich 
= F(9(4+1) —1). 
Ist sodann ¢, das Glied einer beliebigen convergenten Reihe und lim wett von 
Null verschieden, so wird . 
a, « F(v) a‘ 
F(o(t+J()] —1) 
gleichfalls das Glied einer convergenten Reihe bilden, bei welcher im ailgemeinen 


Sort F+1) | Sos 





<1. 














a, F'(v) ¢, 
also beliebig gross wird — niimlich allemal, wenn nicht gerade: 
y= g(l+1)—1 | 
ist, in welchem Falle: 
‘a F (v) - 
" F@@Qt+)-1) ” 
F(v +1) 





11 = F(pa+9 —1) "Cy4a 


wird, 
Beispiel: (i’)= 4%, also J(v) = Vo. 
F(v) = v! 
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Beispiele. I. Sei p(4) <= pd, wo p eine ganze positive Zahl 
= 2. Die Gliederzahl in jeder Gruppe ist alsdann offenbar constant, 
nimlich: p(A-+1)—pa=—p. Da ferner aus: 


pi=u 
folgt: 


A=—J(u)=— + 

so wird: 

m, = pa + p(A+ 1) —(¥ + 1) 
= 2p[*|+(p—1)—» 


Setzt man speciell p = 2, so wiirde sich hier 
mM, = 4[2]+ l—v 


ergeben, wahrend oben fiir diese nimliche Inversion: 


m, =v + (— 1)” 
gefunden wurde. Hieraus ergiebt sich, dass: 


4[%|4+1—2v+4 (—1y 


sein muss — eine Relation, deren Richtigkeit man ohne Weiteres 
einsieht. 
und daher: a 1.2...9 








c 


= 1.9.+-((1+Ve]?—1) ™ 
¢. 


v 





~ (v1) (v2)... ([1+Ve}*—1) , 
Nimmt man noch speciell: 


1 
~ +P 
(wobei S'c, offenbar convergirt, da [1+Vv]’>¥»), so wird: 
it a eae 
v.(y-+1)... (Wo}+ 1)? 
wohl eins der einfachsten Beispiele der fraglichen Art. 
Hier wird im allgemeinen, d. h. solange » und »-+ 1 beide einem Intervalle 


von der Form: 
a2, w@+1,..., (A+1%—1 


a= 


angehéren: 


Dagegen fiir » = (4-+4+1)?—1: 





a, ? 
((a +1)? — 1) (a+ 1) 
1 
ma Abit... a+2 


a 
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Il. p(4)=A4?. Die Anzahl der zu einer Gruppe vereinigten 
Glieder ist hier: 


(A+ 1) — AP = part + 5 p(p — 1) arte $1, 


wichst also mit 4 iiber alle Grenzen. Im iibrigen folgt hier aus: 
AP = u 


A=J(u) =u 
m, = AP + (2+ 1)? —(v + 1) 
1p 4 P 
= (+L? 4s) +0. 
Setzt man wiederum speciell p= 2, so wird die Gliederzahl in 
der (A + 1)" Gruppe gleich (24+ 1) und: 
m, = 24(A+1)— 


= 2[Yv] [Vv +1] —». 


Darnach ist z. B. die Reihe mit dem allgemeinen Gliede: 


dass: 


und daher: 








1 
“"@[Ve] Wo+i]—»)! 


diejenige, welche aus pe = ; entsteht, wenn man dieselbe in Gruppen 


von 1,3,5,... Gliedern theilt und darauf in jeder Gruppe die Reihen- 
folge umkehrt, Innerhalb jeder solchen Gruppe wird dann der Quotient 
att schliesslich jede noch so grosse Zahl tibersteigen, und die Stellen, 
wo dies nicht der Fall ist, niimlich die Beriihrungsstellen je zweier con- 
secutiven Gruppen erscheinen durch immer grésser werdende Zwischen- 
riume getrennt, werden also schliesslich unendlich selten. 

Ill. (A) — p*. Hier wiichst die Gliederzahl der einzelnen 
Gruppen noch erheblich schneller, namlich wie p*+! — p* = (p—1) p’. 
Da ferner aus: 


pomp 
folgt : 

P 

A= J(u) = Log p, 

m, = p+ pe — (» + 1) 

P 

= (p+ ped — w +1) 

Man kann also in der That auf diesem Wege in unbegrenzter Zahl 


convergente Reihen erzeugen, bei denen die Stellen, an welchen der 
G, 


so ergiebt sich: 





Quotient =H fiir hinlanglich grosse v nicht jede beliebige Zahl iiber- 
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steigt, beliebig selten werden. Ich méchte aber nochmals betonen, 
dass in der Existenz derartiger convergenter Reihen ganz und gar 
nichts tiberraschendes liegt, sofern man sich nur klar macht, dass die 
Convergenz einzig und allein von der absoluten Grésse der Glieder 


a, abhiingt, waihrend der Quotient =i nur deren relative Grosse be- 








a, 
stimmt und nur in dem gane speciellen Falle, wo + 
v 


einer Stelle » ab ausnahmslos >1 bezw. <1 einen Schluss auf die 
absolute Grésse der Glieder gestattet. — 


von irgend 


Im Anschlusse an die vorhergehende Betrachtung will ich noch 
bemerken, dass das Verfahren, welches dort zur analytischen Dar- 
stellung von gruppenweisen Inversionen einer unbegrenzten Reihe 
discreter Gréssen beniitzt wurde, mutatis mutandis auch zur Darstellung 
einer Operation dienen kann, welche ich als streckenweise Inversion 
von Functionen einer reellen continuirlichen Variablen bezeichnen 
michte. Dabei nenne ich, wenn eine Function f(x) fiir die Strecke 
oder das Zahlenintervall a << « < b irgendwie definirt ist, diejenige 


Function f(x) durch Inversion fiir die Strecke (ab) aus f(a”) abgeleitet, 
welche den Bedingungen geniigt: 


fa+C)=—f0—9%, fb—0)—fa+%) 
und die im iibrigen die Werthe von f(a) genau in umgekehrter Folge 


durchliuft. Offenbar ergiebt sich in diesem einfachsten Falle, wo es 
sich um Inversion fiir eine einzelne Strecke handelt: 


(@) = fla +b — 2), 
d. h. man hat lediglich in f(x) an Stelle von a eine neue Variable a 
einzufiihren , welche bestimmt ist durch die Gleichung: 
“a=a+t+b—-z. 

Es sei nun f(x) fiir ein beliebiges (d. h. begrenztes oder un- 
begrenztes) Intervall der positiven Variablen x definirt, und es sei eine 
(gleichfalls begrenzte oder unbegrenzte) Reihe bestindig wachsender 
oder bestiindig abnehmender Zahlen 2,, 7,...,%n,..- gegeben (also 
x, =-+ co oder endlich und bestimmt bezw. auch Null). Soll dann 


f(x) fiir jedes der Intervalle (2 24:1) invertirt werden, so hat man x 
lediglich zu ersetzen durch: 


x = (an + Yn) — 2 
und es handelt sich hier schliesslich nur noch darum 2, %a41 als 


Functionen von 2 darzustellen. Je nachdem nun die 2, eine zu- oder 
eine abnehmende Folge bilden, wird man setzen kénnen: 
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t= gp(v) bezw. 1% = 9(-), 


wobei in beiden Fiillen o(&) als eine monoton zunehmende, stetige 
Function der positiven Variablen § gedacht werden kann. Alsdann 
existirt wiederum eine monoton zunehmende inverse Function (im ge- 


wohnlichen Sinne): 
J (p(&)) = &. 


Da nun fiir das Intervall (a, 2,41): 
Ln LX <K aay bezw. De > Sati 
(wenn man etwa, um eine Festsetzung zu treffen, den Endpunkt x, 
dem Intervalle (2» 241) zurechnet), also: 


p(n) <2 < g(n+1) bezw. (+) >> Grr) 
so folgt: 


n<d(xz)<n-+1  beaw, > J(x) > — 


n+1? 


1 
n 


d. h.: 
1 
n = [J(x)] bezw. n= Eat 
und es ergiebt sich daher im Falle der zunehmenden 2,: 


a’ = 9 ([J(2)]) + 9 ((J(@) + 1)) —2, 


desgl. im Falle der abnehmenden z,: 


, 1 2 1 -1 
“= oye) )+ dae ttl) -=« 
Es ist klar, dass diese Formeln dazu beniitzt werden kénnen, um 
aus irgend welchen Functionen f(x) solche mit unendlich vielen 
Discontinuititen abzuleiten, welche nichts destoweniger bei einer 


Integration zwischen irgend welchen Grenzen genau dasselbe Resultat 
geben wie f(z). 


(Beispiele: y(n) =n, also: a’ = [x] + [x + 1] — 2; 


° 4 
sin -> & 


f(2)=2-?(p > 1), f(a) = —2_. 
Ferner: g(n) = =; also: 2’ —(4)"4[ +1)" —2; 


f(a) = 2? (p>0), f(@—sin— us.f). — 


Miinchen, im October 1890. 
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Untersuchungen aus dem Gebiete der hyperelliptischen 
Modulfunctionen. 


Zweiter Theil. 
Von 


Heinrich Burkuarpt in Gittingen. 








Um die Stellung der folgenden Entwicklungen gegeniiber denen 
des ersten Theils*) zu priicisiren, kniipfen wir an die Schlussbe- 
merkungen desselben an. In denselben ist darauf hingewiesen, dass 
dort eine wesentliche Eigenschaft der Multiplicatorgleichung unberiick- 
sichtigt geblieben ist: die Eigenschaft, dass die Quadratwurzeln aus 


: . n? +1 my 4 
ihren Wurzeln sich homogen und linear aus nur att Grossen mit 


Hilfe von numerischen Coefficienten zusammensetzen lassen. Solche 
Ausdriicke hat Herr Wiltheiss**) vermittelst gewisser Functionen, 
die er mit p(h,, h,) bezeichnet, fiir die transformirten Thetafunctionen 
selbst (nicht nur fiir ihre Nullwerthe) gegeben; diese Functionen 
(hy, ho) sind denjenigen nachgebildet, welche seit Jacobi in der 
Theorie der elliptischen Functionen zu entsprechendem Zweck benutzt 
zu werden pflegen. Nun hat Herr F. Klein***) aus den letzteren 


*) Der in Bd, 36 dieser Ann, p. 371 ff. erschienene erste Theil dieser Unter- 
suchungen soll im folgenden kurz mit I citirt werden, die ,, Grundziige einer all- 
gemeinen Systematik der hyperelliptischen Functionen I. Ordnung, nach Vor- 
lesungen von F. Klein“ (diese Aun, Bd, 35, p. 198 ff.) wie in I mit Grundz. — 
Eine ungenaue Literaturangabe in I (p.421, Fussnote) sei hier richtig gestellt: der 
Satz, um welchen es sich dort handelt, ist von Herrn Krause bereits in Bd, 20 
dieser Ann, p. 58 (1882) bestimmt ausgesprochen worden. ° 

**) Zur Theorie der Transformation hyperelliptischer Functionen zweier 
Argumente, Journal f. d, r. u. a. Mathematik, Bd. 96, p. 17ff. (1883). Vgl. dort 
auch p. 27 die Notiz itiber nicht verdffentlichte Untersuchungen des Herrn 
Kronecker. 

***) Vgl. die zusammenfassende Darstellung im 13, Bd. der Abhandl. der 
math,-phys, Cl, der siichs. Gesellschaft der Wissenschaften: Ueber die elliptischen 
Normaleurven der Nten Ordnung und zugehdrige Modulfunctionen der N ‘en Stufe, 
(1885), sowie die dort citirten iilteren Arbeiten desselben. 


Mathematische Annaleun, XXXVIII, i) 
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durch Zufiigung bestimmter Factoren andere Functionen X_. gewonnen, 
welche in mancher Beziehung sich einfacher erweisen. Niamlich bei 
linearer Transformation der Perioden erfahren die Functionen, um welche 
es sich handelt, selbst lineare homogene Substitutionen; die X, sind 
dadurech ausgezeichnet, dass bei ihnen die Coefficienten dieser Sub- 
stitutionen rein numerisch sind. Herr Klein hat dann weiter in seinen 
Vorlesungen angedeutet, wie die Ueberlegungen, welche zu den 
elliptischen X, hingeleitet hatten, sich auf den hyperelliptischen Fall 
iibertragen lassen und dort zu analogen Functionen X,¢ fiihren, Niher 
ausgefiihrt wurde diese Untersuchung in zwei Arbeiten des Herrn 
Witting,*) welche jedoch von einzelnen Unrichtigkeiten nicht frei 
sind und auch abgesehen davon mehrfach Vereinfachungen und Er- 
giinzungen zulassen. Es sei daher gestattet, die Theorie der hyper- 
elliptischen X,¢ hier nochmals im Zusammenhange darzustellen. (Damit 
treten wir allerdings tiber den Rahmen der Ueberschrift hinaus in das 
Gebiet der ,,eigentlichen‘‘**) hyperelliptischen Functionen; indessen 
mége der einmal. gewiihlite Titel beibehalten werden). Aus den Xo 
werden dann andere Functionen Y,,, Z, erhalten,***) von welchen 
die einen wie die anderen bei linearer Periodentransformation sich nur 
unter sich linear substituiren, Die Gruppe der linearen Substitutionen 
der Z,, fiir m = 3 ist von den Herren Witting?}) und Maschke7}) 
nach verschiedenen Richtungen hin eingehend untersucht worden; fiir 
die der Yq¢ (ebenfalls fiir » — 3) soll das Gleiche in der vorliegenden 
Arbeit geschehen. Es fiihrt diese Untersuchung auf ein auch alge- 
braisch interessantes Gleichungssystem, von welchem die im I. Theil 
untersuchte Multiplicatorgleichung als Resolvente eines Specialfalls 
betrachtet werden kann. 

Demzufolge gliedert sich der vorliegende Theil dieser Unter- 
suchungen wie folgt: die allgemeine Theorie der Xqg fiillt den VIII. Ab- 
schnitt aus; der IX. handelt in geometrischer (wenn man will hyper- 
geometrischer) Betrachtungsweise von der quiniren Gruppe linearer 
Substitutionen, nach welcher sich die Y,g im Falle nm —3 umsetzen, 
sowie von der durch diese Gruppe bestimmten Configuration von 45 


*) Ueber Jacobi'sche F'unctionen kter Ordnung zweier Variabler, diese Ann, 
Bd. 29, p. 157 ff. (1886). — Ueber eine der Hesse’ schen Configuration der ebenen 
Curve dritter Ordnung analoge Configuration im Rawme, auf welche die Trans- 
formationstheorie der hyperelliptischen Functionen (p= 2) fiihrt. Gédttinger Diss, 
(Dresden 1887). 
**) Grundz. § 15 a. E. 
***) Witting, diese Ann. Bd. 29, p, 167, Diss. p. 16. 
+) In der Diss. 
+t) Aufstellung des vollen Formensystems einer quaterndren Gruppe von 61840 
linearen Substitutionen, diese Ann. Bd. 33, p. 317ff.; vgl. auch den Auszug in 
den Gdttinger Nachrichten v. J. 1888, p. 78 ff. 
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Punkten und 45 Raiumen im vierdimensionalen Gebiet; der X. von den 
Invarianten dieser Gruppe; der XI. von dem ,, Problem der Y“ und 
von Resolventen desselben; der XII. Abschnitt endlich enthiilt die 
Anwendung der Resultate auf die Multiplicatorgleichung und kebrt 
damit in das Gebiet der Modulfunctionen zuriick. Nur dieser letzte 
Abschnitt setzt die Kenntniss des I. Theils dieser Untersuchungen voraus; 
in den iibrigen wird nur an ganz wenigen Stellen auf Resultate desselben 
Bezug genommen. 

Dass die leitenden Ideen der Entwicklung aus den Verdffent- 
lichungen des Herrn F. Klein stammen, wird einem mit der Literatur 
vertrauten Leser nicht entgehen und soll ausserdem an geeigneten 
Stellen durch Citate nachgewiesen werden; dass der Verf. Herrn Klein 
auch dariiber hinaus fiir manchen Wink zu Dank verpflichtet ist, sei 
an dieser Stelle ausdriicklich beigefiigt. 

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 10 der 
Géttinger Nachrichten v. J. 1890 erschienen u. d. T.: ,,Zur Theorie 
der Jacobi’schen Gleichungen 40. Grades, welche bei der Transformation 
3. Ordnung der Thetafunctionen von zwei Verdnderlichen auftreten.“ 


VI. Abschnitt. 
Allgemeine Theorie der hyperelliptischen X,, fiir p = 2. 


§ 30. 
Jacobi’sche Functionen von zwei Variabeln.*) 


Als Jacobi’sche Functionen von zwei Variabeln bezeichnen wir, 
wie es bereits vielfach geschieht, jede ganze transcendente Function © 
der beiden Argumente u,, U,, welche bei Vermehrung derselben um 


gewisse Grissen w (,,Perioden I. Art“) den Functionalgleichungen 
geniigt: 


(1) O(e4y + cans, thy + cog;) — eT RMAF O(u,, H), (i=1,2,3,4) 


*) In diesem und den niichstfolgenden Paragraphen schliesst sich die Dar- 
stellung eng an einerseits an die von Herrn Hurwitz in Bd. 27 dieser Ann. 
p- 185 ff, (1885) fiir den elliptischen Fall gegebene Entwicklung (Ueber endliche 
Gruppen linearer Substitutionen, welche in der Theorie der elliptischen Transcen- 
denten auftreten), andererseits an die allgemeine Theorie des Herrn Frobenius 
(Ueber die Grundlagen der Theorie der Jacobi’schen Functionen, Journal f. a. r. 
u. a. Mathematik, Bd. 97, p. 16ff., p. 188ff., 1883/4). Dass ich, statt einfach auf 
beide Arbeiten zu verweisen, die Sache gerade fiir unseren Fall p = 2 und unter 
angemessener Beschriinkung der Voraussetzungen nochmals darstelle, ist vielleicht 
manchem Leser nicht unwillkommen, — Uebrigens vgl. man auch die Abhandlung 


des Herrn Appell: Sur les fonctions quadruplement périodiques de troisi¢éme 
espéece (Annales de l’école normale, sér. 3, t. 7, 1890). 


4° 
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in welchen die a, b von den u unabhiingige Griéssen bedeuten. Zwei 
Jacobi'sche Functionen, in welchen dieselben einzeln tibereinstimmen, 
nennen wir gleichdndrig. *) 

Dass in dieser Definition die , a, b nicht ganz willkiirlich an- 
genommen werden diirfen, lehrt folgende Ueberlegung: Man bilde 
O(u, + @ii + iz, Uy + we; + wg.) anf zwei verschiedene Arten, 
indem man einmal zuerst @,;, @2;, dann @1;, @2, zufiigt, das andere- 
mal in umgekehrter Reihenfolge verfaihrt; durch Vergleichung der 
beiden so entstehenden Formeln erhilt man als erstes Resultat, dass 
die sechs Ausdriicke: 


1 
(2) Nik = Tai (414 1x + Gai 2x — Giz D1; — Age W2;) 


ganze Zahlen sein miissen. Ferner multiplicire man, unter (i k1m) 
eine gerade Permutation der Zahlen (1 2 3 4) verstanden, jeden der sechs 
Ausdriicke (2) mit der entsprechenden Determinante: 


(3) Pim = @1; am — D2; @im 


und addire die 6 Producte; in der Summe werden die Coefficienten 
der einzelnen a zu Null und es folgt: die @ miissen die Relation: 


(4) MyoDgg HH MgPq2 TH My Po HF M3 Pig 1H Mz4Pi2  My2Pis = O 
befriedigen, wenn eine Function der verlangten Art existiren soll. 
Werden statt der  geeignete lineare Combinationen derselben ein- 
gefiihrt, so kann die in (4) auf der linken Seite stehende bilineare 
Form durch eine reducirte Form ersetzt werden. Fiir unsere Zwecke 
geniigt es, anzunehmen, diese reducirte Form sei:**) 


(5) (Pix + Po4)- 


Auf diese Form wird man sogleich geftihrt, wenn man voraussetzt 
(was wir spiter ja doch thun miissen), dass u,, u, ewei linear unab- 
héingige Integrale I. Gattung auf einer Riemann’schen Fliche vom 
Geschlechte 2 und die w kanonische***) Perioden derselben seien. Denn 
alsdann hat die zwischen den @ bestehende Bilinearrelation die Form: 


(6) Pris + Poy = 95 


die in (2), (4) auftretenden ganzen Zahlen haben also in diesem Falle 
die Werthe: 


(7) Nyy = Nyy = Mog = Nyy =O, yy — Moy. 

An der hiermit bezeichneten Voraussetzung soll im folgenden fest- 

gehalten werden. Den gemeinsamen Werth der beiden letzten Zahlen (7) 
*) Frobenius, a. a. O. p. 39. 


**) Der allgemeine Fall wird von Frobenius a. a. O, weiter verfolgt. 
***) Grundz. § 2. 
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bezeichnen wir mit m und nennen ihn*) die Ordnung der betrachteten 
Jacobi’schen Function. 

Durch Multiplication mit einem Exponentialfactor der Form: 
(8) EM uP2 Myo ey tea Mey ttn? +N + No tt 


(einer Jacobi’schen Function nullter Ordnung) gehen die zu einem be- 
stimmten System der Gréssen a, b gehérenden Jacobi’schen Functionen 
in andere tiber, welche zu andern Werthen a’, b’ dieser Gréssen ge- 
héren; die letzteren bestimmen sich durch die Gleichungen: 
a4; = 2M, 01; + 2M, a2: + aii, 

(9) 3; — 2 M,, 1; + 2 M,, @:; + agi, (t= 1,2,3,4) 

b; = M,, 94: -f- 2 M,. 04; We; +- M,, @:; +- N, 4; +- N, @2; 4- b;. 
Aus diesen folgt zuniichst, dass die neuen Functionen von derselben 
Ordnung wie die urspriinglichen sind; ferner aber der Satz: 

Durch geeignete Wahl der M kann man von jedem den Bedingungen 
(2), (7) geniigenden Werthsysteme der a zu jedem andern gelangen, 
welches denselben Bedingungen fiir den gleichen Werth von n geniigt; 
ist das geschehen, so kann man noch durch geeignete Wahl der N und 


Modification der u um additive Constante den b beliebige Werthe ver- 
schaffen. 


§ 31. 
Der Hermite’sche Satz. 


Das Fundament aller unserer weiteren Entwickelungen bildet der 
sogenannte Hermite’sche Satz,**) welcher folgendermassen lautet: 
Alie gleichiindrigen Jacobi’schen Functionen n°” Ordnung selzen sich 
aus n® linear unabhiingigen unter ithnen linear und homogen mit von 
den u unabhingigen Coefficienten zusammen. 
Zum Beweise desselben fiihren wir statt der w ,,Normalintegrale***) 
vo“ ein, fiir welche: 
(1) @,=1, O%,=O,=—9, @.=1, 
Beg Sage Dy Me Ter See 
ist; ferner machen wir von dem letzten Satz des § 31 in der Weise 
Gebrauch, dass wir dafiir sorgen, dass: 
(2) ayy = Aye = ay = da = b,’ —_ b,’ = (), 
bares b, = —nxit,,, 5, = — nrity 
*) Uebereinstimmend mit Witting (der nur & stati m schreibt), aber ab- 
weichend von Frobenius, der das Quadrat der im Text m genannten Zahl als 
Ordnung einer solchen Jacobi’schen Function bezeichnet.: 
**) Sur la théorie de la transformation des fonctions abéliennes, n° X (Comptes 
rendus de l’acad. des sciences, t. 40, 1855). 
***) Grundz. § 3. 








166 Heinricn Burkwarpr. 


wird. Wegen der Relationen (2), (7) des § 31 muss dann auch 
(3) a3 = Ay = — 2nai, as = ayy — 0 
geworden sein; die Functionalgleichungen, welchen die so gewonnene 
Function g(v,, v,) geniigt, lauten also: 
p(y, +1, v) — P(%, V2); 
(4) p(v;, %+1) = . P(%, %), 
PVA 15 Vo Tyo) = CH MMOH D(V,, V2), 
PMA Ta) Vo Ta.) = EH MM Crt tn) H(v,, V»), 
Wir setzen ferner: 
(5) e2rtiv, ans 2 : e2rmivy am Bo) emt =p, ermitia a q; ee =; 
dann geht g(v,, v.) tiber in eine Function f(¢,, 2), welche in Folge 


der beiden ersten Gleichungen (4) und der zu Anfang des § 30 ge- 
machten Voraussetzungen in eine Reihe der Form: 


+o +o 
(6) (4 ? £y) = >" My An, mai" a". 
—e2 —@ 


entwickelt werden kann, und welche ferner in Folge der beiden letzten 
Gleichungen (4) den Functionalgleichungen geniigt; 

f(p?2,, G2) = p-*2,—" F(2,, 42), 

(gq? 2, 772) = r-"2,—"f (2, 2). 

Diese geben fiir die Coefficienten der Entwicklung (6) die Recursions- 
formeln : 


(8) Am-pn,m, = pet g?™ An, my 
Am, Mpn q™ pmertn Aw, M2} 


(7) 


mit Hiilfe derselben lassen sich alle A, , aus denjenigen n? unter 
ihnen bestimmen, in welchen jeder der beiden Indices eine Zahl der 


Reihe: 
ee ae ey 


ist. So erhdlt man fiir die allgemeinste den Bedingungen geniigende 
Function gp den folgenden mit n* willkiirlichen Constanten behafteten 
Ausdruck : 


a—l n—l 


(9) Y(0;, V2) => DD) Aes Pop (Ys: V2). 
o oOo 


Die n? Functionen gag sind dabei definirt durch die unendlichen 
Reihen:*) 
*) Ueber die an und fiir sich noch willkirlich zu wihlenden multiplicativen 


Constanten in der Definition der einzelnen Pog ist dabei in bestimmter Weise 
verfiigt. 
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to Fe lamtel® Samte)(emrts) (emrtsl 
(10) >m Dep ae " rN gyrate grt} = pap (4,02); 


sie lassen sich also, wie folgt, durch Thetafunctionen ausdriicken: 
(11) Pap (Y% » V2) 
ewe ; 


=P g* 7" 4,%4PI(nv, ary, + Bry, NV-A OT, Pty; NT, , NTj2, NT2»).*) 
Uebrigens convergiren die Reihen (10), sobald die t den bekannten 
Ungleichheitsbedingungen geniigen; und jede in der Form (9) ent- 
haltene Function besitzt wirklich die verlangten Eigenschaften. Ferner 
geht aus der Form der Reihen (10) unmittelbar hervor, dass zwischen 
thnen keine lineare Relation mit von den u unabhingigen Coefficienten ° 
bestehen kann. 

Nachdem uns die speciellen Functionen p soweit gefiihrt haben, 
kehren wir wieder zu den urspriinglichen Variabeln und Functionen 
zuriick, indem wir die zu Anfang des Paragraphen vorgenommenen 
Veriinderungen riickgingig machen; dann erhalten wir den Hermite’- 
schen Satz in der an die Spitze gestellten Form. Uebrigens haben 
uns unsere Ueberlegungen auf ein ganz bestimmtes**) Fundamental- 
system linear unabhiingiger Jacobi’scher Functionen n'* Ordnung 
gefiihrt; mit der Discussion desselben miissen wir uns nunmehr be- 
schaftigen. 











§ 32. 
Vorliufige Definition der X,,. 


Die im vorigen Paragraphen gewonnenen n? Functionen gog sind 
fiir manche Zwecke bereits vollstiindig ausreichend; fiir andere aber 
wird es zweckmissig sein, sie noch durch Zufiigung eines Exponential- 
factors von der in § 30, 8 angegebenen Form zu modificiren. Im 
elliptischen Fall ist***) die Wahl dieses Factors durch die Forderung 
begriindet worden, dass in dem zu betrachtenden Systeme Jacobi’scher 
Functionen auch eine solche ,,der ersten Stufe“ vorkommen solle. Kine 
genau analoge Forderung kann in unserem hyperelliptischen Falle 
nicht gestellt werden, weil hier nicht fiir jede Ordnungszahl Jacobi’- 

sche Functionen |. Stufe existiren. Somit werden wir wieder darauf 
hingewiesen, Anschluss an die Functionen zweiter Stufe zu suchen. 


*) Vgl. Witting, Diss, p. 14. — Die Bezeichnung Pap liuft dem Xap bei 
Witting parallel; bei Fortbildung der in den citirten Arbeiten von Klein und 
Hurwitz fiir den elliptischen Fall benutzten Bezeichnung miisste man die Func- 
tion (11) p_, —g nennen. 


**) Bis auf die in der Fussn. p. 166 erw&hnten constanten Factoren. 
***) Hurwitz, diese Ann. Bd. 27, p. 187 (1886), 
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Es bedingt dies, dass von nun an die Fille eines geraden und eines 
ungeraden » verschiedenen Charakter zeigen; indem wir den ersteren 
ganz bei Seite lassen, beschrinken wir uns im folgenden durchweg 
auf den Fall, dass n eine ungerade Zahl ist. 

Wir fragen also zunichst nach Jacobi’schen Functionen zweiter 
Stufe. Solche sind die 16 Sigmafunctionen;*) und zwar sind sie im 
Sinne der § 30 benutzten Definition Jacobi’sche Functionen erster Ord- 
nung. In der That, die Sigmafunction mit der Charakteristik 


1 191 Go| 
(1) 9s a 
geniigt den Functionalgleichungen: 

1 1 
Milt 5 Og) +97 (ets 95 
(2) o(u,+ @1;, U.+ 2) —=(— le" ( ” ) . ( 6 (Ut, , Uy)3 

(¢ = 1, 2, 3, 4) 


und die ,,Perioden 11. Gattung“ », welche hier in der Rolle der a des § 30 
auftreten , erfiillen die bekannten Bilinearrelationen von der Form der 
Relationen (2), (7) des § 30 mit n= 1. Die n' Potenzen der Sigma- 
functionen sind dann Jacobi’sche Functionen zweiter Stufe und ni” Ord- 
nung; sie geniigen den Functionalgleichungen: 
1 1 

(3) f(y +o, Uy + Wi) = (— 1)" a (+ i ) —— (n+ . “x 
(¢ = 1, 2, 3, 4). 


f(y» My). 


Die Forderung nun, welche wir an den zu Eingang dieses Paragraphen 
erwahnten Exponentialfactor**) stellen wollen, ist die folgende: die 
durch Zufiigung desselben aus den Qag erhaltenen Functionen — die 
Xs — sollen mit einem bestimmten 6" (u, u,) gleichdndrig sein, also der 
Functionalgleichung (3) geniigen. Wir wollen solche mit dem o” einer 
bestimmten Charakteristik (1) gleichindrige Functionen kurz als 
Jacobi’sche Functionen n‘” Ordnung von der Charakteristik (1) bezeichnen. 

Statt nun solche Functionen aus den gag des § 31 durch Zufiigung 
eines Exponentialfactors abzuleiten, kénnen wir sie auch auf folgende 
Weise gewinnen: Zufolge der in § 31, 11 gegebenen analytischen 
Darstellung der ag ist: 


1 

Pap (v, + >? v») = E* Pas(r}, V»); 
(4) 

Pap (v,, Vp + ~) = Pap (Y,) %»)5 

*) Klein, diese Ann, Bd. 27, p. 435, 442 (1886). 
**) Streng genommen miisste hier ausser von der Zufiigung eines Exponential- 

factors auch noch von Vermehrung der Argumente um additive Constante die 
Rede sein; es wird sich aber zeigen, dass dies letztere nicht erforderlich ist. 
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unter ¢ ist dabei hier wie im Folgenden stets die bestimmte n Ein- 
heitswurzel: 


22k 


(5) e=e" 


verstanden. Hieraus und aus den beiden letzten Gleichungen (4) des 


§ 31 ergiebt sich, dass mez; und demzufolge auch X,¢% eine zu dem 
Periodensystem : 


ea 1 ' 
(6) Same, Set (n, =n, =n, Nn, =n, = 1), 


gehérende Jacobi’sche Function erster Ordnung ist. Sie kann sich 
also von der zu denselben Perioden gehérenden Sigmafunction*) nur 
durch einen Exponentialfactor der mehrerwaihnten Art und durch, zu 


den Argumenten tretende, additive Constante unterscheiden. M. a. W. 
wir diirfen ansetzen: 


(7) Cc. eh tn?8 Mia te, taf Maa ea? + Mi tes + Natta 6 (uy + ky Uy + ko; @;x) 
= Xap (uy, U2; @ix), 


und haben dann nur mehr die M, N,k in geeigneter Weise als 
Functionen der Perioden zu bestimmen, damit X,, die Functional- 
gleichungen (3) befriedigt. 

Wir werden die dabei sich ergebenden Resultate tibersichtlicher 
darstellen kénnen, wenn wir, analog wie es von Herrn Klein**) fir 


den elliptischen Fall geschehen, Sigmafunctionen mit Indices einfiihren. 
Wir wollen nimlich setzen: 


=n feds) — pas 
(8) Ga,24,4,(U, » Uy) = e n (ut) m (w+ 3) 


O(u, + @,, Uy + @,), 


indem wir abkiirzend: 


(9 @; fiir h, @i1 + h, @i9 a h, @is 4- h, Wi4 } E 1.2 
*) ana ebenso: 4; fiir hy mir +h, ni2 + hgnis + hy nia ely 
schreiben; Perioden und Charakteristik sind dabei in die Bezeichnung 
nicht mit aufgenommen, kénnen aber, wo erforderlich, beigefiigt werden. 

Nach dieser Vorbemerkung kehren wir zuriick zu Gleichung (7). 
Soll Xue eine mit o*(u,, u.; @x) gleichindrige Function werden, so 
miissen zunichst die Gleichungen bestehen: 


M,,0;; + M Oo; = = (mms — Miihus) 
(0) Ce be: Te 
M,,; + M,, 09; a (m Moi — ;%3i) 


*) Die Erwihnung der Charakteristik kaon hier wegbleiben, wie leicht 
zu sehen, 

**) Abh. der siichsischen Gesellsch. der Wissenschaften (math. phys, Cl. 
Bd. VIII, p. 345). — Wegen der abweichenden Vorzeichen vgl Fussn. p. 167. 
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in welchen mit » die zu den @ gehdrenden Perioden II. Gattung be- 
zeichnet sind. Aus ihnen folgen fiir die M die Werthe: *) 
M;, - ty (M1: ze — 1%@3i) — Ni Me (Hr i Doe — 14 @3;)| 


M,, = tan [— (m6 1% — Nre O14) + MMM LD1z— Hix @1;)] 


- (11) 3 ; 


ads > [ (y2¢@ox— No~ Wi) — Ni Nz (Hoi 2x — Nox @2:)] 





1 “—= or 
t M,, = Pa | -- M (241% — Noe Gy i) + 2; (Hoi @1~— N2% 1 ;))- 
Die mit diesen M als Coefficienten gebildete ganze Function zweiten 
Grades: 
(12) GL (uy, Uy) = My, u? + 2M,,u, 4, + My,” 


lisst sich ausdriicken durch diejenige, welche in der den Uebergang 
von den Sigma zu den Theta vermittelnden Gleichung : **) 


— gsr Ga(uj; 
(13) 9 (0:5 ti) = CV Pg VD "6 (us con) 
im Exponenten auftritt; es ist naimlich: 
(14) Ga (Uy, Uo) = — NGy (Ui; ix) + G (Ui; Dix). 


Mit Hilfe der angegebenen Werthe der M reduciren sich ferner 
die noch iibrigen Bedingungsgleichungen auf: 


. 2la/—1 
(15) Ny @1i + Ny G21 — ky Hi — bya = bel (¢ = 1, 2, 3, 4); 


unter den 1; sind dabei beliebige ganze Zahlen zu verstehen. Die Auf- 
lésung dieser Gleichungen geschieht leicht mit Hilfe der Bilinear- 
relationen und fiihrt zu folgenden Werthen der Constanten N und k: 


N,=— + (itis + ety) + sity + LM2, 
cand = (hy M23 + betes) + Uy er + Ly tee} 
(16) 4 


ins a a 
k= my (4, 3+ 0,) — 1,0, —1,@,, 





| k, = ~ (1, @_3 +1, @.,) — 1,@,, —1, @9. 


Setzen wir die gefundenen Werthe der M, N, k in (7) ein und 
beriicksichtigen dabei die in (8) enthaltene Definition der Sigma- 





*) Die Gleichheit der beiden fiir M,, angegebenen Werthe, sowie die Un- 
abhiingigkeit der M von den Indices i, & ist eine Folge der Bilinearrelationen; 
vgl. die von Glchg. (19) zu (23) fiihrende Rechnung. 

**) Klein, diese Ann. Bd. 32, p. 359. 
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functionen mit Indices, so erhalten wir den folgenden Ausdruck fir 
unsere Functionen: 
Cc. ean” (uy, Ua) 6 - (ut, » Uo} @ix)} 
nuts 
statt dessen kann, da die Vermehrung der Indices um ganze Zahlen 


nur eine Aenderung der Constante C mit sich bringt, der folgende 
einfachere gesetzt werden: 


G,(") a” 
Ce) .g ig Ma» Mes Die) 
00-— 
nan 
Nunmehr suchen wir den Anschluss an die Resultate des vorigen 


Paragraphen; wir schreiben a, B statt 1,, 72, und erhalten so folgende 
vorliufige Definition der Xap: 


= Y ta(") (us, sa 
(17) Xue (uy, Ug} Ox) = Cape” (as a) *. jaa (ity Uy} (ix). 
1 


Die Cys bedeuten dabei vorliiufig noch ganz willkiirliche Modulfunc- 
tionen, tiber die wir erst spiiter (§ 33, Glehg. (3); § 34, Glehg. (13)) 


geeignete Festsetzung treffen wollen; die Charakteristik des Xq¢ ist 
dieselbe wie die des rechts auftretenden o. 


In diese Definition des X,, fiithren wir nun Thetafunctionen ein. 
Wir haben zunichst: 


(18) . a (Mis 0:4) = 


@® 
1 — G,(ug+ ;, wx) — m (m+ 


2) —™(»+ 9) erat bres 
——==—— € 9 (op Sutera, tin): 
cV Pye VD " ' 
Der Exponent kann noch zusammengezogen werden; es ist niimlich: 


(19) G(s + @) = G (ui) + (uy, +S) (4%), 2, 





Ou 
+ (tu, + ) ( oe) nw) 
ferner: 
(20) on = — Nir, — Nir, 
also: 


(21) (Fer ene, + . [mir (et, + Bt.) + gia(@%2 + BT»)]. 


Damit wird der Exponent von e in (18): 
— G,(ui)+ ~(u, + St) [CE y MEE 2 M2— M13) FB (M2 MT 22 M12 — M14) 


+ ~(u, + 3) [© (& 14 Noy +% 29 N29—Nag) + B (E12 Noi +22 N22 — Nog) | 
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Zur weiteren Umformung desselben benutzen wir wieder die Bilinear- 
relationen; aus ihnen folgt: 


Ti M1 + Ti2%2 — M3 = 
1 
(22) Pa [Ooo (645 94 Oy 4 Myo— yy 43) — Dyq (oq yy oq yp — Wo N43) ] 


= 2ni —* 
Pre 
und 3 analoge Ausdriicke, sodass der Exponent iibergeht in: 


—G,u) +55. | (ut 3 (@ @y.—B @y1)-+(U, +3) — 00; 9-+ Ban, | 
ig —G,u)-+ = [ao + Be,+ oy (@?t,,+20Bt,.+ rx) | 


Somit erhalten wir als den gesuchten Ausdruck des Xag durch eine 
Thetafunction den folgenden: 


(23) 


Cog —nGo (Mis wj,)+22i[« vit Berks (0? tat2e8 t+ pen) | 
—-€ 

i 

eV Ps VD 

MI(NY, FAT ABT, 2, MV-AO To FB ty 5 MT 1, Tj, WT 9). 


Vergleichen wir denselben mit Glehg. (11) des § 31, so erhalten wir 
X.g durch das dort benutzte gag ausgedriickt in der Form 





(24) Xae(ui; Ox) — 


C, — Gy (tej 5%) 
(25) Xap == a. é Pap: 
cV Ps VD 


Endlich mége noch die folgende Formel notirt werden: 


(28) See Su) 
6 (u,; @; x) 
Ap snifent bend] 9(ae + erat Brat ta) 
cnt Cap Pp y= e - ad < he se: ee ——EEEE 3 

12 D 8” (0; Tx) 
dieselbe stimmt im Wesentlichen tiberein mit derjenigen, welche Herr 
Witting (Diss. p. 12, 13) zum Ausgangspunkt seiner Entwicklungen 
genommen hat. 


§ 33. 
Eigenschaften der X,,. 


Bevor wir die vollstindige Bestimmung der Modulform C,¢ vor- 
nehmen, wollen wir erst einige Eigenschaften der X,, ableiten, welche 
von der Auswahl dieser Form unabhiingig sind. Dabei werden in den 
Formeln die Elemente der Charakteristik (§ 32, 1) unserer Functionen 
fortwihrend auftreten; wir wollen aber die Charakteristik selbst wie 
bisher unterdriicken. 
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I. Vermehren wir die Indices um Vielfache von », so erhalten 
wir, (am einfachsten aus § 32, 17): 


C an n 
(1) Xatan pon —= (—1)mten —— Xaai 
diese Gleichung reducirt sick auf: 


(2) Xe+an Btn = ap) 

wenn wir unter C eine von den Indices a, 6 unabhiingige Modulfunc- 
tron verstehen und: 

setzen. Das soll daher auch von jetzt an geschehen. 


II, Fir den Uebergang zu entgegengesetzten Werthen der w finden 
' wir unter dieser Voraussetzung die Gleichung: 


(4) Xap(— Uy, — Uy) = (— 1)nmtnm Xo ng (ty, te). 


Il. Nunmebr wollen wir zusehen, was aus den X,g wird, wenn 
wir ihre Argumente um Perioden-n‘! vermehren. Es wird dabei be- 
quem. sein, die erste und zweite Periode von der dritten und vierten 
getrennt zu behandeln und erst nachher die Resultate zusammenzu- ° 
fassen. Sei also zwndichst 


Q/ = h, a1 + hy ais, 
Qi = hy + hye = + 2%, 
Hi = hy ni + hy nz, 
Hi = hyn + hyite, 


so erhalten wir durch einfache Rechnung*) einerseits: 


(6) 6 g(t a @i) = 


so a@+9.8) 


(5) 


Hi; («i+ + 2) a 
6 5 @,; 


= 
_— (— 1)feh ths ghethé e 


andererseits (vgl. § 32, Glehgn. (19) — (23)): 
Q.’ ; : 
(7) G, (w + 3 Gn) — G, (ui; On) = — + ZH (ui + se 2’), 


(8) Gy (ue + Qi; Gx) — G,(us5 2) = — EA (ws + +2); 


*) Bei derselben ist davon Gebrauch gemacht, dass aus den Bilinearrela- 
tionen zwischen den Perioden die Gleichung sich ergiebt: 


> [Ai (@idgs + 8H,,) —B (07,5 + Bizs)] = 220 ne + haf). 








| 
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daraus folgt: 


Q ZH; («:+ $M) 


(9) Xes (u, + =) —_ (— 1h tar ghitthep e Xap (ui). 
Sei ferner: 

Q;” —_ hs @i3 + h, @i4, Q,” = hy @i3 + h, Ou = 2"; 

H,” = hg nis + hy nia, Hi” = hy tis + hy tis, ) 


so haben wir einerseits: 


(10) 


” 


(MN) 6. y(m +55 on) — 


00 


Fie 


n 
7 Ad 


H; lar 

> (ut 5%’) .s 

= Fo tthe Bh (tis ix), 
, > -_ * at — 


andererseits : 


(12) G, (w, “" ¥ oi) — G,(u;; ax) = — a “2 (n+ 5) a 


us ‘= (2hgv, 2h, v.+ hy ty, + 2hshy ty. hy? tH»), 


(13) G, (w, + a an) a G, (uj; jx) —=— a sald (w+ 2) — 
_ os (2h,nv,+ 2hynv, + hyrnt,, + 2hghynt,.+ henty,) ; 


daraus folgt: 


” 1 ” 1 
2 2H; (ut = 2; > (gsha-+gaha) 
(14) Xora (w, + 2) ) —e ( . ) Xa+th Bh (ui) &" " 


Um nun, wie oben in Aussicht genommen, die beiden Formeln (9) 
und (14) in eine zusammenzufassen, fiihren wir ein: 
bu = Q; + Q," == h,@ii-+ hy 2 + h, @i3 + h, @i4, 

H; = H; + Hy” —- hy nix + he Nie + hg Nis + h, Nias 


dann erhalten wir*): 


(16) Xep(w +t) = 


1 1 1 
hathp tt (biketish) DH; («; +5 2) Fgshst- 90h) 
é e Xa+n, sh, (Mi) é 


(15) 





(-- 1h tae 


2 ni 
(2 steht fiir *), Bemerkenswerth an dieser Formel ist, dass der 
Exponentialfactor e* sich linearer Transformation der Perioden gegen- 








*) Wegen: Hy'2,” — H,”j' + Hy,” - He’ Q,' = 2ri(h,hy + hgh,). 
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iiber invariant verhilt; dadurch wird spiiter (§ 34) ihre Benutzung 
einfacher, als die der 4 besonderen Formeln, welche Herr Witting 
(Diss. p. 15) an ihrer Stelle benutzt. 

IV. Endlich fragen wir noch, was aus den Xz, wird, wenn man 
ihre Argumente um (2n)'* Theile der Perioden @ vermehrt. Dazu be- 
nutzen wir am bequemsten den § 32, Gl. (24) gegebenen Ausdruck 
der X,z durch Thetafunctionen. Auch ohne die Rechnung im einzelnen 
durchzufiihren, erkennt man, dass das Resultat folgendes sein wird: 
Sei der zuzufiigende Periodenbruchtheil: 

(17) pt | 


und sei eine neue Charakteristik : 








; I t+h, Goth, 
(18) c= , 
k ‘ Is thy Oth, 
so kommt: 
Q; co &/pe - 
(19) Xe (w +z ) = 0: car V Har °? + Xie (ws 


dabei bedeutet @ eine von den Indices «, 6 abhangige Einheitswurzel, 
® dagegen eine von ihnen unabhiingige lineare Function der Argumente. 


§ 34. 
Lineare Transformation der X.,. 


Nunmehr kommen wir zu derjenigen Frage, welche den Haupt- 
gegenstand dieser Untersuchungen bildet: wie verhalten sich die Xap 
gegeniiber linearer Transformation der Perioden? Wir wollen zeigen, 
dass sie dabei selbst lineare und homogene Substitutionen mit constanten 
Coefficienten erfahren*). 

Wir fiihren statt der Perioden @ andere w’ ein, welche durch 
eine lineare Transformation S aus jenen hervorgehen. Mit diesen 
neuen Perioden bilden wir Functionen X_3 ebenso, wie wir mit den 
wo die Xe, gebildet hatten; wir setzen also: 

(1) pts (u) = Xue (uw; @’). 

Dieses pe ist aber eine Jacobi’sche Function, gleichindrig mit der 
n' Potenz desjenigen Sigma, aus dessen Primcharakteristik c’ c durch 
S hervorgeht; nach dem Hermite’schen Satz (§ 31) muss es sich 
also durch die zu dieser Charakteristik gehérenden Xeg in der Form 
ausdriicken lassen: 


*) Witting, diese Ann. Bd. 29, p. 163; Diss. p. 18 f. 








| 
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n—1 n—1 
(2) X;0 (u) = Ps > Carve 9 (u); 
y¥=0 d=0 


in welcher die cg;,3 den w gegentiber Constante bedeuten (die aber 
ev. noch Modulfunctionen sein kénnen); und das ist die Formel, deren 
Existenz wir behauptet hatten. 

Die in ihr auftretenden Coefficienten cag, lassen sich sofort auf 
eine von ihnen, etwa ¢Coooo zuriickfiihren, wenn wir Gichg. (16) des 
vorigen Paragraphen heranziehen. Zu diesem Zweck vermehren wir 
die Argumente in (2) beiderseits um entsprechende Perioden-n*‘', etwa: 


Q. ’ , , , , ’ 
(3) me = (hy 41 + hy is + hy’ wis + hy Oi) = 


~ (hy @i1 + hy @i2 + hg wis + hy oa); 


die h und h’ sind dabei durch die Gleichungen (31) bezw. (31a) der 
Grundz. miteinander verbunden. Wenden wir dann beiderseits die 
eben citirte Gleichung an, so fallen die Exponentialfactoren vermige 
ihrer dort hervorgehobenen Invariauz heraus und es bleibt: 

‘ ° 1 non, ene 
ia tates, Senate "() 


phy’ + gah 
(4) (— 1) : ath B+’ 


n—1l n—1 1 P ’ 
> > = py betas tne rae Ia t9a hs) > (¢) 


yt hs Oph 5 
tt) 0 


vermdge der Definition der c.g, ) muss also: 


(5) Catt’ Boia’ y-+is +h, = (— 1 91" ht 99! ha (91 hi‘ Gahe’) x 

hy yb had — (hy hy’ 8) + ; [( As fag-p lea fag) — (y'Iig' + ha’ hiy’)] > (9s'ha-+9 Ag—gahs'—gahs’) 
sein. Von dieser Formel bildet einen speciellen Fall die folgende: 

1 
; Y a i. [Jey fas} Dea ig — (Tay! hag’ + ig’ ha’)] 

(6) Ciy' hy’ gh, = (-— 1) Inte ha—(gi ti’ + Goh’) he ; Coo00 >< 
+ (9s'hst94 he— Gah’ gah’) 
& ; 
diese reicht in allen Fiillen aus, um sdémmtliche c durch coooo auszu- 
driicken. Beim Beweis dieser Behauptung miissen wir 3 Fille unter- 
scheiden. 

I. Die betrachtete Transformation S kann so beschaffen sein, dass 
sie gestattet den 4 Zahlen h,, h,, hy’, h,’ ganz beliebige Werthe mod. n 
beizulegen; das wird dann der Fall sein, wenn keine lineare ganz- 
zahlige Verbindung von @;,; und @;2 allein einer solchen von @;1 und @;2 
allein bis auf n-fache Perioden gleich ist. Alsdann werden sdémmiliche 
Cagyd durch (6) gegeben; man hat nur: 
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a=h,, B=h,, y=h, dh, 
zu setzen und dazu h,,h,,h,',h,’ aus den Transformationsformeln zu 
bestimmen, was in diesem Falle stets und nur auf eine Weise méglich jst. 
II. Existirt aber eine (und nur eine) lineare ganzzahlige Ver- 
bindung von @,; und @;2, welche bis auf n-fache Perioden einer solchen 
von @; und @j2 gleich ist*), so sind auch die Zahlen h,, h,, h,', hy 


nicht ganz von einander unabhingig, sondern durch eine Relation 
der Form: 


8 a, (hy —cyh,’ —dsh,’) — a3(hy—e,h,’—d,h,) = 0 (mod. n) 
(8) neaw.: B,(Ity—Cy hy’ —-dyh,’) — By (4 —C, hg’ —dyh,’) = 0 
verbunden. Wir kénnen also in diesem Fall aus (6) nur diejenigen c 
erhalten, deren Indices dieser Bedingung geniigen. Fiir diese erhalten 
wir dann allerdings nicht nur ein Werthsystem der h,, ho, h,', hy’, 
sondern deren mehrere; aber eine einfache Rechnung zeigt, dass alle 
diese zu demselben Werth des betr. cag, fiihren. 

Was aber die iibrigen Capys betrifft, so soll gezeigt werden, dass 
diese alle = 0 zu setzen sind. Man kann nimlich in diesem Falle: 


h, =h, =hs =h{ =O (mod. n) 


setzen, ohne dass damit gleichzeitig auch h,, h,, h,’, h,’ durch m theil- 
bar werden; man erhilt so aus (5): 


(9) Capys = (— 1 )912u' + gale — 91" Ia — 94! ha ghiytiad —h,'a—hy B Capyd- 


Diese Gleichung aber verlangt, dass h,y + h.d — hi a —h,'B oder, 
was dasselbe ist: 


(10) hy (y — e,a — d,B) + h,(d — cya —d,B)=0 (mod. n) 
sei, wenn nicht ¢es,y== 0 aus ihr folgen so!l. Nun sind aber hier 
h, und h, nur durch die eine Relation: 


(11) = ash, + ash, =0, beaw. bh, + 0,h,==0 (mod, n) 
verbunden; wir kénnen also h,, h, immer noch so annehmen, dass 
die Congruenz (10) niché erfiillt ist, ausser wenn (10) und (11) identisch 
sind. Im letzteren Fall aber erfiillen a, B, y, 0, fiir hy’, hy’, hy, hy 
eingesetzt, die Congruenz (8) und das betr. cag, 3 bestimmt sich aus (6). 
Alle anderen cs, sind also gleich Null zu setzen, wie behauptet war. 

II. Sind endlich o;;, 2 beide durch 1, @g bis auf n-fache 
Perioden ganzzahlig ausdriickbar, so findet man auf demselben Wege 
wie unter (II), dass nur diejenigen ¢,gy3 von Null verschieden sind, 
fiir welche: 

y =c,a+ dB 

(12) pga pe (mod. ), 


*) m.a, W. ist a3by — aybs = 0 (mod. »), 
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dass aber diese wieder durch die Formel (6) aus coooo erhalten werden 
kénnen. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

In jedem Falle sind alle diejenigen cagys gleich Null zu setzen, 
welche nicht durch die Formel (6) erhalten werden kinnen. 

Im Fealle I. ist jedes X¢g eine lineare Function der séimmtlichen 
X,3, im Falle II. von nur je n unter thnen; im Falle III. ist jedes 
Xap nur durch einen constanten Factor von einem bestimmten X,s 
verschieden. 

Es bleibt noch iibrig die Bestimmung von ¢ooo9. Diese Grosse 
wird natiirlich wesentlich davon abhingen, wie die in der Definition 
der X,,g noch unbestimmt gelassene Modulfunction C (§ 32, Glehg. (25), 
resp. § 33, Glehg. (3) gewahlt wird. Insbesondere wird man*) fragen, 
ob es nicht mdglich ist, C so zu wihlen, dass ¢gooo sich auf eine 
numerische Constante reducirt. Dass das fiir eine einzelne Transfor- 
mation immer geschehen kann, sieht man sofort ein; dass es aber 
gleichzeitig fiir alle Transformationen erzielt werden kann, scheint 
a priori nicht leicht bewiesen werden zu kénnen. Es soll daher hier 
einfach das Resultat angegeben werden, dass die Reduction von coooo 
auf eine Constante in der That eintritt fiir: 


6 alee 
(13) C= E } 

dabei bedeutet (wie in I, § 21 ff.) D das zu der betrachteten Sigmafunction 
gehérende Discriminantenproduct**) und D die durch die Transfor- 
mation (6) des § 32 aus D hervorgehende Grosse. Der Beweis fiir 
diese Behauptung wird im folgenden Paragraphen gefiihrt werden; 
hier sei nur noch einmal im Interesse der Uebersichtlichkeit die volle 
Definition von Xe sowohl durch 6- als durch #-Functionen wiederholt: 


ni —— 
= (2 @ +958) / D 4 (u; 
(14) Xep(u) =e -_* (“i) A ap (t;3 @;x) 


S na+o8) | = = *28 & 
(15) = ¢ Cc pe pg” r" 2,788 >< 
en Ge (uys ox) PMH OTT Bes Mie) 
a” (9; Tix) 
Dabei ist die Charakteristik 
I 9 
a 93 9s\ 


*) Vgl. Klein, Abh. der siichs. Gesellschaft der Wissenschaften , matb.-phys 
CL, Bd. 13, p. 385. 


**) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd, 32, p. 359. 


vr 
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beiderseits weggelassen; die Function G,™ ist § 32, Glehg. (14), die 
Sigmafunction mit Indices ebenda Glchg. (8) erklirt; p,. ist die Perioden- 


determinante (§ 30, Glehg. (3)) , ¢ die beim Uebergang von 6 zu den @ 
auftretende numerische Constante (§ 32, Glehg. (13)) ' 


§ 35. 


Ueberfiihrung der zu einer bestimmten Charakteristik gehérenden X., 
‘in die zu einer andern Charakteristik gehérenden. 


Wihrend im vorigen Paragraphen das Verhalten der Xa, bei 
linearen Periodentransformationen ganz im allgemeinen angegeben 
worden ist, miissen wir nun noch weitere Unterscheidungen machen. 
Entsprechend der Art, wie die X,, aus Functionen zweiter Stufe 
durch Transformation »'** Ordnung abgeleitet sind, wird es dabei 
hauptsiachlich auf die Charakterisirung der betreffenden Transforma- 
tionen einerseits modulo 2, andererseits modulo m ankommen; und die 
weitere Ueberlegung wird erleichtert, wenn wir uns des Grundz. 
§§ 30, 54 gestreiften Satzes erinnern, dass jede Transformation auf- 
gefasst werden kann als das Product von zwei andern, von welchen die 
eine modulo 2, die andere modulo n zur Identitdt congruent ist. Es 
geniigt also, wenn wir das Verhalten unserer Xeg gegeniiber diesen 
beiden Classen von Periodentransformationen untersuchen; und wir 
wollen mit denjenigen der zweiten Classe beginnen. Diese gehdren 
simmtlich zu dem Falle III. des vorigen Paragraphen; wir erhalten 
fiir jede derselben: 


(1) X's? = Co000 XS 


und zwar ist aus der ersten Form fir Xj, (§ 34, Glehg. (14)) sofort 
zu entnehmen, dass Coo), eine rein numerische Constante, nimlich eine 
achte Einheitswurzel ist. Wir kénnen daher sagen: 

Bei solchen linearen Periodentransformationen, welche modulo n 
zur Identitiét congruent sind, gehen die zu einer bestimmten Charak- 
teristik ¢ gehdrenden X,2, bis auf achte Einheitswurzeln in die ent- 
sprechenden Xap, tiber, welche zu der transformirten Charakteristik c 
gehiren; dabei sind natiirlich c, ¢ entweder beide gerade oder beide 
ungerade. 

Bei denjenigen Periodentransformationen aber, welche mod. 2 
zur Identitét congruent sind, bleibt die Charakteristik aller Xs un- 
geiindert. Wir werden so auf Gruppen linearer Substitutionen gefihrt, 


*) Nithere Angaben iiber diese Kinheitswurzeln finden sich bei Witting, 
dieser Ann, Bd, 29, p. 165, 


12° 
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welche die zu einer bestimmten Charakteristik gehirenden Xax nur unter 
sich umsetzen. Von diesen Gruppen gilt der Satz: 

Die zu verschiedenen Charakteristiken gehorenden Gruppen linearer 
Transformationen der Xqg sind identiseh. 

Fiir zwei Charakteristiken, welche beide gerade oder beide un- 
gerade sind, kann diese Uebereinstimmung der beiderseitigen linearen 
Substitutionen auf Grund des vorhergehenden Satzes dadurch gezeigt 
werden, dass man die eine in die andere transformirt mit Hilfe einer 
modulo » zur Identitit congruenten Operation*). Ist aber die eine 
Charakteristik gerade, die andere ungerade, so versagt diese Methode; 
man muss dann auf Gichg. (19) des § 33 zuriickgreifen, welche in 
allen Fiillen den erforderlichen Schluss zu machen gestattet, wie im 
Ill. Theil dieser Untersuchungen noch im einzelnen zu zeigen sein 
wird. 

Die Untersuchung dieser Gruppen linearer Substitutionen der Xe 
ist nun unsere nachste Aufgabe; sie erfordert aber einige Vorbemer- 
kungen iiber die Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen, 
welche eine bestimmte (gerade) Charakteristik festlassen. 


8 36. 


Erzeugende der Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen, 
welche eine gerade Charakteristik unverindert lassen. 


Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass 
die zu untersuchende gerade Charakteristik: 


10 0 

0 0] 

sei. Wir fragen dann nach der Gruppe derjenigen linearen Perioden- 
transformationen, welche diese Charakteristik in sich tberfiihren, ins- 
besondere nach erzeugenden Operationen dieser Gruppe. Diese Frage ist 
bereits in I., § 22 aufgeworfen und zum Theil beantwortet; dort ist 
gezeigt, dass die Gruppe entsteht, wenn man zu der Hauptcongruenz- 
gruppe**) zweiter Stufe noch die 3 Operationen B, C, D hinzunimmt. 


Da die Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe ihrerseits 5 Erzeugende 
(Grundz. § 22, Gichgen 65) besitzt, so hiitten wir es zunichst mit 8 


(1) 


*) In dieser Art beweist Herr Witting diesen Satz (diese Ann. Bd. 29 
p. 167); p. 44 der Diss. beruft er sich aber auf diesen Beweis auch in einem Faile, 
in welchem die eine Charakteristik gerade, die andere ungerade ist. 

**) Diesen Ausdruck gebrauche ich im Folgenden (statt des bisher von mir 
benutzten ,,Principaluntergruppe“) im Anschluss an ,,F'. Klein, Vorleswngen «ber 
die Theorie der elliptischen Modulfunctionen. <Ausgearbeitet und vervollstdndigt 
von Dr. R. Fricke“. 1. Ba. Leipzig, Teubner, 1890; vgl. daselbst p. 388, 
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Erzeugenden zu thun; wir kénnen aber 4 von diesen jedenfalls ent- 
behren. Denn man verificirt sofort, dass sich S,, S,, S,, S, wie folgt 
durch die iibrigen ausdriicken*): 
(2) S,— BS8S,B, 8;=—DS,D, 8,=DS8,D, 8,—C-, 
sodass wir als erstes Resultat erhalten: 

Die Gruppe derjenigen linearen Periodentransformationen, welche 
die Charakteristik (1) in sich tiberfiithren, kann erzeugt werden aus den 
vier Operationen 


, , , , 
(3) B,a=—o, , @/—@,, 0; =a, » Oy = } 
’ ’ oo , , . 
(4) C, a, =a,+,, 0, = @,, @ =o, » Oy = G, — sy 
5) D ‘= ‘=< @,, @, = @ @,' = @ : 
(9) , @, = @, » Dy 17 3, = @, » Wy, 3 } 
2 , , , ‘ , 
(6) 8,, a =o, » @2 = @,, O; = , — 2@,, O, = wy, 


Dies geniigt fiir unsere Zwecke; in der That scheint eine weitere 
Reduction der Zahl der Erzeugenden nur unter Verzicht auf ihre 
Einfachheit méglich zu sein. Unter solchem Verzicht aber ist sie in 
der That méglich, z. B. auf folgende Weise: Zuniichst kann die Gruppe 
derjenigen Vertauschungen der Verzweigungspunkte, (1, § 22) welche 
die Zerlegung derselben in die beiden Tripel (024), (135) fest lassen, 
statt wie a. a. O. aus B, C, D, auch schon aus B und irgend einer 
Operation erzeugt werden, welche alle 6 Verzweigungspunkte in ge- 
eigneter Weise in einem Cyklus vertauscht, z. B. der folgenden: 

A = DCB DB = (012345)**); 
ihr entspricht u. a. die Periodentransformation : 
(7) A:o, =—;, 0/ =—@,—%, 0; = @,—@, @ =a). 
In der That driicken sich die Verszweigungspunktvertauschungen C, D 
wie folgt durch A und B aus: 
(8) C=A°'BA®B, 
(9) D = BA’ B. 
Dieselben Gleichungen gelten aber auch von den gleichbezeichneten 
Periodentransformationen, wie man ohne Miihe verificirt; unsere Gruppe 
kann also auch von den drei Operationen A, B, S, erzeugt werden. 


§ 37. 
Die Gruppe linearer Substitutionen der X,, einer bestimmten 
Charakteristik. 


Nunmehr kehren wir zuriick zur Untersuchung der Gruppe der- 
jenigen linearen Substitutionen, welche die X,, einer bestimmten 


*) Die Zusammensetzung der Transformationen ist wie in I, §10 so ge- 
schrieben, dass aus w” = R(w’), o = S(o) folgt o” = RS (a). 
**) D. h. es soll 0 durch 1 ersetzt werden, 1 durch 2 etc, 
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Charakteristik erfahren, wenn man die Perioden in der Weise linear 
transformirt, dass die Charakteristik in sich tibergeht. Den Resultaten 
des § 35 zufolge wird es dabei der Allgemeinheit keinen Eintrag thun, 
wenn wir voraussetzen, die Charakteristik sei: 

10 OF, 

00) 
Wir wollen zunichst die Ordnung der Gruppe bestimmen, d. h. die 
Anzahl der verschiedenen linearen Substitutionen, welche die zu dieser 
Charakteristik gehérenden*) X,, unter sich umsetzen; dazu miissen 
wir wissen, welche Transformationen jedes Xzg in sich tberfiihren. 
Wir wollen daher zeigen: 

Alle linearen Periodentransformationen, welche die Charakteristik 
in sich iiberfiihren und modulo n zur Identitét congruent sind, — und 
nur diese — fiihren jedes einzelne Xag in sich iiber. 

Es geht niimlich aus § 34, III zunichst hervor, dass bei allen 
solechen Transformationen die X,5 bis auf einen allen gemeinsam zu- 
tretenden Factor ungeiindert bleiben. Aber dieser Factor muss = 1 
sein, die Xg, miissen also véllig ungeindert bleiben. Denn das wird 
allgemein der Fall sein miissen, wenn es fiir den Nullwerth von X,,, 
also fiir " 

/D_ 
pD* 
gilt; und von diesem kann es ebenso gezeigt werden, wie es in I, § 22 
von seinem Quadrat gezeigt ist. Andererseits aber folgt aus den 
Congruenzen (12) des § 34, dass auch bei keiner andern Transforma- 
tion jedes X,g in sich tibergehen kann. Damit sind beide Theile des 
ausgesprochenen Satzes bewiesen; aus ihm folgt mit Riicksicht auf 
bekannte Entwicklungen des Herrn C. Jordan:**) 

Die Anzahl der verschiedenen homogenen linearen Substitutionen, 

welche die Xa, erfahren, betrigt: 
(1) N = (n* — 1) n3 (n? — 1)n. 

Dariiber hinaus aber ergiebt sich noch: 

Ebensogross ist auch die Anzahl der linearen Substitutionen, welche 
die Verhdltnisse der Xag erfahren. 

Als Erzeugende dieser Gruppe benutzen wir die B, C, D, S, des 
§ 36; wir wollen fiir jede dieser Operationen noch die zugehérigen 


linearen Substitutionen der X,g¢ angeben und zugleich die riickstindige 
Constantenbestimmung erledigen. 


*) Wo im folgenden nicht ausdriicklich das Gegentheil bemerkt ist, ist 
immer nur von solchen Xas die Rede. 


**) Traité des Substitutions p. 176 (1870). Vgl. Grundz.§ 17, sowie die Er- 
ginzungen Grundz. § 54 und I, § 10, 11. 

















eee he 


Hyperelliptische Modulfunctionen, 1I. 183 


Fir B sind die Transformationsformeln der Elementarcharakte- 
ristiken : 
hy=hy, hy=hy, hy=—hy, hye hy; 
also substituiren sich die X,. nach der Formel: 


n~—1 
(2) | Xap = Dy av Xyp. 
0 
Fiir die Constante c findet man den Werth:*) 
- 
- 2 
(3) C= — ——, 
n 


unter //m den positiven Werth verstanden. 

Fiir die drei iibrigen Erzeugenden reducirt sich die rechte Seite 
der Umsetzungsformel jedesmal auf ein Glied, und die Constante lisst 
sich daher durch directe Untersuchung von X,, bestimmen, am be- 
quemsten auf Grund der Darstellung durch #-Reihen (§ 34, Glchg. 14). 
Dabei tritt nur eine Umordnung der letzteren ein; ausserdem ist noch 
die Aenderung von p,, zu beachten. Man erhilt so: 


(4) C: Xap = Xa-p,p3 

n—1 
(5) D: Xiag=(—1)* Xpa; 
(6) S,: Xap =e" Xap. 


Die Constante Coo, ist also bei der getroffenen Wahl von C (§ 34, 
Glchg. 13) bei allen Erzeugenden, folglich iiberhaupt bei allen Operationen 
unserer Gruppe rein numerisch. **) 


§ 38. 
Die Functionen Y,; und Z,,. 


Ganz wie im elliptischen Fall kénnen wir nunmehr***) aus den 
Xe auf Grund der Formel § 33, (4) gerade und ungerade Jacobi’sche 


Functionen bilden; nimlich die = (n? + 1) Functionen: 


*) Vg). die Rechnung des Herrn Witting, Diss. p. 19, 20; es ist beim 
Vergleich nur zu beachten, dass W.’s M und unser B reciproke Operationen 
sind, — Die Angaben fiir P und @Q bei Witting miissen auf einem Irrthum be- 
ruhen ; lediglich eine Folge dieses Irrthums ist es, wenn Herr Maschke (dieser 
Ann. Bd. 33, p. 320) aus W.’s Erzeugenden eine Operation % = iz, # = i, etc. 
ableiten konnte. Eine solche ist in unserer Gruppe keineswegs enthalten; M. hat 
sie daher mit Recht fiir seine weiteren Entwicklungen bei Seite geschoben. 

**) Man sieht, dass jede dieser Substitutionen die Determinante 1 besitzt; 
was auch a priori ebenso gezeigt werden kann, wie p. 694 des oben p. 180 Fussn. 
genannten Buches von Klein und Fricke. 

**#) Vgl. Witting, dieser Ann, Bd, 29, p. 167. Im Falle ungerader Charakte- 
ristik nenne ich Y, was er Z nennt und umgekehrt, um mit der von Herrn Klein 
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(1) Yup = y (Xap-+ X—a—p) 

und die + (n? — 1) Functionen: 

(2) Zap = Xap — X-a-p; 

fiir welche: 

(3) Yop = Y_«-,, Zap = — Zap (Zp =) 


ist. Es sind dann im Falle einer geraden Charakteristik die Yo gerade, 
die Lap ungerade Functionen der uv; im Falle einer ungeraden Charakte- 
ristik ist es umgekehrt. 

Jeder linearen Transformation der X,g entspricht eine solche der 
Y.g unter sich und eine solche der Z,, unter sich. Um die Zahl der 
verschiedenen unter diesen festzustellen, miissen wir diejenigen Perioden- 
transformationen aufsuchen, welche Xs in ¢cX_,—, tiberfiihren, Aus 
§ 34, III geht hervor, dass alle diese modulo m zu der einen: 


(4) O41 == — 01, O29 = — @i2, a3 = — G3, Ojf4 = — Wig 
(d. i. B°? DB’ D) congruent sind. Fiir diese aber ergiebt sich:*) 
(5) Xap = + X-a-~ 

also: 

(6) Yop = Yia-s= + Yup, Zap = 2-0-9 = — Zap; 


und hieraus folgt ohne weiteres: 


Bei linearen Periodentransformationen erfahren die Y > N, die 
Z dagegen N lineare Substitutionen ; 

und ferner: : 

Die homogene Substitutionsgruppe der Y ist zu der, zugehirigen 
Collineationsgruppe holoedrisch, die der Z hemiedrisch isomorph. 

Die Gruppe der Z-Substitutionen fiir » —3 ist von den Herren 
Witting und Maschke in den mehrfach citirten Abhandlungen aus- 
fiihrlich untersucht worden; die entsprechende Untersuchung der Gruppe 


der Y, gleichfalls fir »—3, bildet den Gegenstand der folgenden 
Abschnitte. 


im elliptischen Fall (Abh. der siichs. Ges. d. W., math.-phys. Cl,, Bd. 13, p. 370) 
gewihlten Bezeichnung in Uebereinstimmung zu bleiben, Damit stimmt auch die 
Bezeichnung von Klein in Liouville’s Journal, sér. 4, t. 4, p. 172 (1888), wenn auch 





dort auf W, verwiesen ist, Den Factor + in (1) setze ich bei, um spiitere Formeln 
(§ 57) bequemer zu haben, 
*) Man beachte den in dieser Formel liegenden Unterschied gegeniiber dem 
elliptischen Fall, in welchem die entsprechende Formel (Klein a, a. 0. p. 387): 
n—l 
xX; =(—1) . X_,, lautet. Aus diesem Grunde bietet in den folgenden Sitzen 


der Charakter der Zahl m modulo 4 nicht wie im elliptischen Fall (a. a, 0. p. 392) 
Anlass zur Unterscheidung. 
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IX. Abschnitt. 


Die endliche Gruppe von 25920 linearen Substutionen im quiniiren 
Gebiet, welche durch die Theorie der hyperelliptischen 
Functionen Y,, geliefert wird, 

§ 39. 

Zusammenstellung der erzeugenden Substitutionen. 





Fir n = 3 erhalten wir ™ + 1 = 5 Funetionen Y ag, Welche wir 


zur Ersparung der Doppelindices wie folgt schreiben wollen: 
Yy = Yon = Xoo, 
(Q’) Y= Yio = 5 (Xo + Xn); Y¥;= Yy = 5 (Xy+ Xp), 
1 
Y,= Yo, = 3 (Xo + Xo); Y,= Yn = 5 (Xt Xy). 


Bei denjenigen linearen Transformationen der Perioden, welche 
die Charakteristik in sich iiberfihren, erfahren diese 5 Gréssen Y 
eine Gruppe von 


1 6 © 
(2) > N = 25920 


linearen homogenen Substitutionen, zu deren Untersuchung wir uns 
nunmehr wenden. Es wird sich diese Untersuchung besonders nach 
zwei Richtungen zu bewegen haben, indem wir einmal nach Unter- 
Gruppen von G fragen, dann aber auch nach Jnvarianten von G, d. h. 
nach solchen rationalen ganzen Functionen der Y, welche bei allen 
Operationen von G@ in sich tibergehen. Beide Untersuchungsrichtungen 
werden wir tibrigens in nahen Zusammenhang bringen, indem wir die 
lnvarianten von G aus den Invarianten ihrer Untergruppen aufbauen 
werden. Eine Einkleidung der Untersuchung in das Gewand einer 
geometrischen (wenn man will hypergeometrischen) Redeweise wird 
sich vielfach als férdernd erweisen: wir werden die Y als homogene 
Coordinaten eines Punktes in einem vierdimensionalen Raume deuten, 
die linearen Substitutionen der Y als Collineationen dieses Raumes 
auffassen u.s.w. Eine lineare Gleichung zwischen den Y stellt dann 
einen (dreidimensionalen, linearen) ,,Rawm“ dar, zwei solche Glei- 
chungen eine ,, Ebene“‘, drei eine ,,Gerade“. Dass diese geometrische 
Deutung die analytischen Beziehungen nicht vollstindig umfasst, indem 
sie nur den Verhéilinissen der Y ein geometrisches Bild zur Seite stellt, 
ist gerade fiir unsere Aufgabe von sehr geringer Bedeutung, da zwischen 
der homogenen und nicht-homogenen Substitutionsgruppe der Y 
holoedrischer Isomorphismus stattfindet, vgl. p. 184. 
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Vor allem miissen wir die Erzeugenden unserer Gruppe in ausfiihrlich 


geschriebener Form zusammenstellen. Wir haben fiir die X: 



































B |c| D | & 
Xam — 7 (Kot ha 2 |  s. 
Xiuw — 75 (Kw +e Xjp-+ &? Xo) | — X,, |e Xi, 
> — Fz (Kote Xt: X»») | a Xo |e? Xv 
” 28%, hp M+ Xn) |X| — Xo ie 
Kim | — Fe (Xt e Xue Xn) | Xo} — Xi) Xa 
Xu=|- 7g Xu te Xe Xy) | | oie 
ok X (Kut Xt Xn) |Xu|—Xw) Xn 
Xa |— 75 ate Xia-+e*Xp) | Xoo] — Xn |e Xy 
Xam | Fe (Kate Xt Xn) Mil X,,|@Xy 
und also fiir die Y: 
| B c| D| 8, 
Yim |— 7 Get 2%) Y, | |_y, , 4 
¥/—|— Fr (Y, — ¥,) ly, — ¥Y, |e, 
(4) 
W-|\-7hat hte W\K/-KH YY 
Fi) — ¥ (¥Y,+¢%,+eY,) |¥,|—¥,\eY, 
a 2 (i +eY,+2¥%)/¥,|—Y,) ey, 


Die Substitution A (§ 36, Glehg. 7) sei noch beigefiigt, da gelegent- 
lich von ihr Gebrauch zu machen sein wird; sie lautet: 





' 

















We 
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Yi = — 5 (Yo+2¥,42¥,+2¥,4+2¥,), 
Y/=—3(¥%— Yi— ¥,+2¥,— Y,), 
(5) ¥,=—+(%+2¥,— ¥,— ¥,— ¥)), 
Y,=—z(Y,— ¥,42¥,— ¥,— ¥,), 
Yj=—i(%— Y- Y— %+2Y,). 


Bei der Aufsuchung der Untergruppen von G kommt uns der 
Umstand zu Statten, dass wir G nunmehr in doppelter Gestalt vor 
uns haben: einmal in den modulo 3 betrachteten linearen Perioden- 
transformationen (sofern simultane Vorzeichenainderungen simmtlicher 
vier Perioden als irrelevante Operationen aufgefasst werden), dann in 
den linearen Substitutionen der Y. Fiir die erste Darstellung sind 
drei Arten von Untergruppen von Herrn C. Jordan angegeben worden 
(und zwar fiir beliebige m)*); diese wollen wir zuniichst untersuchen. 
Zwei weitere bemerkenswerthe Untergruppen ergaben sich aus der 
Eigenschaft unserer Gruppe, dass sie isomorph ist mit der des Problems 
der 27 Geraden einer Fliche 3. Ordnung**); einmal gefunden konnten 
sie dann leicht auch an der Gruppe der Y definirt werden, wiihrend 
ihre Definition an den Periodentransformationen schwieriger zu sein 
scheint. Die ersten 4 von diesen 5 Arten von Untergruppen sind tibrigens 
fiir die Gruppe der Z bereits von Herrn Witting untersucht worden. 

Endlich mége noch der folgende Satz des Herrn C. Jordan 
(a. a. O. p. 176) hervorgehoben werden: 

Die Gruppe G ist einfach. 


§ 40. 
Die erste Art Untergruppen vom Index 40. 


Eine erste im folgenden mit G, zu bezeichnende Untergruppe 
unserer Gruppe G ist dadurch charakterisirt, dass bei allen ihren 
Operationen 3 und «4 sich (bis auf n-fache Perioden) durch a3 und 
«;, allein ausdriicken; ihre Ordnung ist — 648, ihr Index — 40. Die 
angegebene Eigenschaft kommt von unseren Erzeugenden den folgen- 
den 3: C, D, S, zu, wir wollen zunachst zeigen, dass diese 3 Opera- 


*) Traité des substitutions p. 865, 606; vgl. Grundz. § 39, wo die dritte Art 
Untergruppen und dieses Citat nachzutragen sind. 
**) Wie ebenfalls von Herrn C. Jordan gefunden worden ist, a, a. O. p. 369. 


Ich hoffe auf diesen Isomorphismus im 3. Theil dieser Untersuchungen noch na&her 
eingehen zu kénnen. 








| 
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tionen gerade zur Bildung der Untergruppe G ausreichen, und zwar 
kniipfen wir dabei an die Transformationen der Y an. In der That: 
aus C und D zusammen kann jede Vertauschung der vier Functionen 
Y,, Y,, Y;, ¥Y, erhalten werden (wobei nur mit jeder ungeraden Ver- 
tauschung ein Wechsel der Vorzeichen aller fiinf Y zu verbinden ist). 
Daraus folgt, dass S, und diejenigen Operationen, welche aus S, durch 
Transformation vermittelst C, D und ihrer Verbindungen hervorgehen, 
irgend drei jener vier Y mit é? zu wmultipliciren gestatten; durch 
Zusammensetzung von S, mit diesen seinen Transformirten kann dann 
jede Substitution der folgenden Form erhalten werden: 


(1) Yom YX, Yom y,, Vi #y,, Yim ey,, Yi=—ey,, 


wenn x, A, w, v beliebige ganze Zahlen bezeichnen, die nur der Be- 
dingung: 

(2) x+A+u+v=0 (mod. 3) 

zu geniigen haben. Die Anzahl dieser Substitutionen ist 27; combiniren 
wir sie mit jenen 24 Vertauschungen, so erhalten wir gerade 648 ver- 
schiedene Substitutionen, welche alle zu G, gehéren; G, kann daher 
keine weiteren Operationen enthalten, w. z. b. w. 

Durch diese Betrachtung ist zugleich die Frage nach der Zusam- 
mensetzung von G, erledigt: man sieht, dass die 27 Operationen der 
Form (1) innerhalb G, eine ausgezeichnete Untergruppe bilden, welche 
ibrerseits in mannigfacher Weise aus 3 Gruppen von je 3 Operationen 
aufgebaut werden kann. Reducirt wird G auf diese ausgezeichnete 
Untergruppe vermittelst einer ,,Factorgruppe“ *), welche mit der Gruppe 
der Vertauschungen von 4 Dingen isomorph, deren Zusammensetzung 
also bekannt ist. Die Factoren der Zusammensetzung von G, sind 
sonach : 

(3) 2; 3; 2,2; 3, 3,3. 

Auch die Invarianten dieser Untergruppe G, (d. h. diejenigen 
rationalen ganzen homogenen Functionen der Y, welche bei allen Sub- 
stitutionen von G, bis auf einen vortretenden Factor ungeindert bleiben) 
lassen sich sofort angeben. Sie setzen sich nimlich rational und ganz 
zusammen aus: 

I) X%; 

II) dem Product Y, Y, Y, Y,; 

IIT) den symmetrischen und den alternirenden Functionen von 
¥,3, ¥,, ¥,%, ¥,3 

Die absoluten Invarianten von G,, d. h. diejenigen, fiir welche 
jener vortretende Factor sich stets auf 1 reducirt, setzen sich rational 
und ganz zusammen aus: 


*) Vgl. Hilder, diese Ann. Bad, 34, p. 30. 
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I) dem Quadrat von Y,; 

II) dem Product Y, Y, Y, Y, (dessen absolute Invarianz daraus 
hervorgeht, dass die Exponenten von « in den Substitutionen (1) an 
die Bedingung (2) gekniipft sind); 

III) den symmetrischen Functionen geraden und den alternirenden 
Functionen ungeraden Grades von Y,°, Y,%, Y,°, Y,3; 

IV) den Producten von Y, in symmetrische Functionen ungeraden 
und alternirende Functionen geraden Grades dieser vier Gréssen. 

Setzen wir eine Invariante von G, gleich Null, so erhalten wir 
die Gleichung eines dreidimensionalen Raumes, der bei allen Collinea- 
tionen von G, an seiner Stelle bleibt, bei allen Collineationen von G 
also in héchstens 40 verschiedene Lagen iibergefiihrt wird. Von diesen 
invarianten Riumen interessirt uns besonders der lineare Raum: 


(4) Y, =0, 

von dem wir in der That 40 verschiedene Lagen sofort angeben kénnen. 
Denn aus Y, entstehen durch B und seine Transformirten vermige 
G, die 2.12 paarweise entgegengesetzten Werthe :*) 

A=0, 1,2, 

ae 1, 2,3, 4. 

und durch A und seine Transformirten vermége G, die 2.27 paar- 
weise entgegengesetzten Werthe: 


(6) +7 (Y, +20 ¥,), 


(6) +4 (Yjp eV, fe Y, fet Yy- ete Y,) «,4,u=0, 1,2. 


Keine dieser 39 neuen Lagen des Raumes Y, bleibt bei allen 
Operationen von G, an ihrer Stelle; daraus folgt, dass 40 mit G, 
gleichberechtigte Untergruppen existiren, dass also G, in keiner grésseren 
Untergruppe von G ausgezeichnet enthalten ist. 

Wir wollen das System der 5 Riume 


(7) ¥,~0, ¥,—0, ¥,=0, F,<0, ¥, <0 


als ein Pentatop erster Art**) bezeichnen und ebenso auch die 39 
andern Systeme nennen, in welche dasselbe bei den Operationen von 
G iibergefiihrt wird. Seine fiinf Riume sind tibrigens keineswegs alle 
gegentiber G gleichberechtigt; vielmehr steht Y, —0 fiir sich als 
Hauptraum erster Art und nimmt nur 40 verschiedene Lagen an, die 
4 andern ,, Nebenrdiume“ sind unter sich gleichberechtigt, und jeder 
derselben kann 160 verschiedene Lagen annehmen, niimlich: 

die 4 Lagen: 


(8) ¥, == () 3 


*) Pentatope zweiter Art werden in § 43 eingefiihrt werden. 
**) Vgl. Wiltheiss, Journ. f. d. r. u. a, Mathem, Ba. 96, p. 21, 





| 
| 
| 
| 





| 
| 
i 
| 
| 
| 





190 Herrica Borxnarpr, 


die 12 Lagen: 


(9) Y,—#Y, =0; 

die 36 Lagen: 

(10) Yo + & Ye+ # Y, = 0; 

die 198 Lagen: 

(11) Y, + 2 VY. —- # ¥s — & Y, — &*-#-"Y3 = 0 


(a, B, y, § bedeuten von einander verschiedene Zahlen aus der Reihe 
1,2,3,4; 4, w, v gleiche oder verschiedene aus der Reihe 0, 1, 2). 
Die Form Y, nimmt iibrigens 80, die Form Y, 960 verschiedene 
Werthe an. 


Dem Hauptraum I. Art Y, = 0 entspricht dual der Hauptpunkt 
I. Art: 


(12) Y,: Y,: ¥,: Y¥,: Y,=e1:0:0:0:0; 


auch dieser wird bei den Collineationen von G in nur 40 verschiedene 
Lagen iibergefiihrt. Ebenso entsprechen den 160 Nebenriumen eben- 
soviele Nebenpunkte. 

Durch einen Hauptpunkt I. Art gehen 40 Nebenriiume, dagegen 
kein Hauptraum I. Art; durch einen Nebenpunkt 10 Hauptraiume 
1. Art und 21 Nebenriume. 


§ 41. 
Die zweite Art Untergruppen vom Index 40. 


Eine zweite Untergruppe*), die im folgenden mit H bezeichnet 
werden midge, ist im Gebiete der Periodentransformationen dadurch 
charakterisirt, dass sich bei allen ihren Operationen @1, @;2, @3 bis 
auf n-fache Perioden durch @;;:, 2, @3 allein ausdriicken. Auch die 
Ordnung dieser Gruppe ist — 648, ihr Index —40. Von unseren 
erzeugenden Operationen gehéren B,C, S, zu ihr; wir zeigen wieder 
an den Substitutionen der Y, dass diese drei Operationen zur Bildung 
von H ausreichen. In der That: bei allen diesen drei Operationen 
substituiren sich Y, und Y, unter sich bindr, Y,, Y,, Y, unter sich 
terndr. Die ternire Gruppe in Y,, Y,, Y,, welche auf diese Weise 
zu Stande kommt, ist keine andere als die bekannte**) ,,Hesse’sche 

*) Vgl. p. 187, Fussnote. 

**) Gruppentheoretisch zuerst wohl von Herrn ©, Jordan behandelt, Journal 
f.d. r, u. a, Mathematik, Bd. 84, p. 206ff. (1877); ferner von den Herren Witting 
(Diss, p. 28 ff.) und Maschke (dieser Ann. Bd. 33, p. 322ff.). Bei Maschke 
handelt es sich um eine Gruppe von 1296 Substitutionen, die ausser den auch 
hier auftretenden noch Vorzeichenwechsel aller Coordinaten enthilt, Seine A, D, E 


(p. 324) sind der Reihe nach gleich unseren C, S,~', B, das letzte abgesehen von 
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Gruppe von 648 linearen Substitutionen, welche ein syzygetisches Biischel 
von Curven dritter Ordnung in sich tiberfiihren; wir erhalten also aus 
B, C, 8, bereits die fiir H erforderliche Anzahl von Operationen, 
w. z. b. -w. 

Die bindre Gruppe, nach welcher sich Y,, Y, bei H umsetzen, ist 
eine homogene Tetraedergruppe;*) in diesem biniiren Gebiet reducirt sich 
namlich C auf die Identitit, wihrend B, S,, BS, bezw. die Perioden 
4, 3,3 besitzen. Die Art, wie diese Tetraedergruppe mit der terniren 
Hesse’schen Gruppe sich zu unserer quiniren Gruppe H vereinigt, 
kénnen wir folgendermassen schildern: Die Parameter x: 4 des syzy- 
getischen Formenbiischels: 


(1) xp + ry 
(wo: 
(2) p= Y,Y;Y,, y= Y5+ Y;'+ Y,3 


gesetzt ist) substituiren sich binir nach einer Tetraedergruppe, wenn 
die Y den Substitutionen der Hesse’schen Gruppe unterworfen werden ;**) 
und nun ist die Sache einfach die, dass sich bei jeder einzelnen 
Operation von H 6Y, und Y, genau so wie x und 4 substituiren, 
sodass: 


(3) u=Yjy~+6Y,9 

eine absolute Invariante unserer quinaéren Gruppe H ist. Es vereinigt 
sich daher jede der 648 Operationen der terniren Gruppe nur mit 
einer der biniren, wie es sein muss. 

Diejenigen Substitutionen unserer Gruppe H, bei welchen jede 
einzelne Form des Biischels (1) absolut invariant bleibt, bilden eine 
aus 27 Operationen bestehende ausgezeichnete Untergruppe derselben. 
Diese ihrerseits hat wieder zur ausgezeichneten Untergruppe eine solche 
von 9 Operationen, bei welchen Y,, Y,, Y, nur mit Einheitswurzeln 
multiplicirt werden; alle Operationen dieser letzteren Gruppe sind 
untereinander vertauschbar. Reducirt wird H auf die erstgenannte 
Untergruppe durch eine Factorgruppe, welche mit der homogenen 
Tetraedergruppe isomorph ist. Die Factoren der Zusammenseteung von 
H sind daher: 


(4) 3; 2,2; 2; 3; 3,3. 


den Vorzeichen; sein B ist, ebenfalls abgesehen von den Vorzeichen gleich seinem 
E*, daher zwar fiir ibn unentbehrlich (vgl. seine Fussn. p. 331), aber nicht fiir 
uns; sein C kann aus seinen A, B, D abgeleitet werden. — Einzelne Angaben 
auch bei Muth, Ueber ternire Formen mit linearen Transformationen in sich 
selbst. Diss. Giessen 1890, insbes. p. 15ff. 

*) Vgl. F. Klein, Vorlesungen tiber das Ikosaeder (Leipzig 1884), p. 50ff. 
Zu beachten ist iibrigens, dass S, im bindren Gebiet nicht die Determinante 1 hat. 

**) Maschke a a. O. p. 327. 
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Die beiden Gruppen G, und H sind daher keineswegs isomorph 
(vgl. § 40, 3). 
Die Ebenen, welche aus: 


(5) Y,=0, Y¥,=—0 
und die Geraden, welche aus: 
(6) Y,=0, Y¥,;=—0, Y¥,=—0 


durch die Operationen von G erhalten werden, sollen Hauptebenen 
und Hauptgerade heissen. Die Anzahl der einen wie der andern kann 
héchstens 40 betragen; dass sie auch nicht kleiner ist, folgt aus den 
sogleich aufzustellenden Siatzen iiber ihre Lage zu den Hauptriumen 
I. Art. Man findet namlich: 

Jeder Hauptraum I. Art wird von jeder der vier zugehirigen 
Nebenrdume in einer Hauptebene geschnitten; die drei andern zugehirigen 
Nebenriiume schneiden sich jedesmal in der jener Hauptebene entsprechen- 
den Hauptgeraden. 

Umgekehrt gehen durch jede Hauptebene vier Hauptrdéume erster 
Art, sammt je einem zugehirigen Nebenraum, durch jede Hauptgerade 
vier Tripel zusammengehoriger Nebenriume. 

Wir fiigen noch die beiden folgenden Sitze bei: 

In Bezug auf einen Hauptraum I. Art (§ 37, 4) spalten sich die 
39 tibrigen in 12 (§ 37, 5), welche mit thm zu je dreien je eine seiner 
4 Hauptebenen gemein haben, und in 27 (§ 37, 6), deren Schnittebenen 
mit ihm keine Hauptebenen sind. 

In Bezug auf eine Hauptebene spalten sich die 39 tibrigen in 12, 
welche mit ihr je eine Gerade, und in 27, welche mit ihr nur je einen 
Punkt gemein haben. 

Dass jedem dieser Siitze ein dualistischer gegeniibersteht, bedarf 
wohl keiner naheren Ausfiihrung. 

Es bleiben noch die Invarianten der Gruppe H aufzuzihlen. Zu 
ihnen gehéren erstens die Invarianten der biniiren Tetraedergruppe, 
nach welcher sich Y,, Y, substituiren, namlich:*) 

die Tetraederform: 


(7) o=— Y,'+ 8Y, Y,°; 
die Gegentetraederform : 
(8) ¥= Y,°Y, — ¥,‘; 
die Oktaederform : 
(9) t=— Y,° — 20Y,° Y,’ — 8 Y,$; 





*) Klein, Ikosaeder p. 51. 
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sie sind verbunden durch die Relation: 

(10) o> — 645 — 7, 

Von ihnen sind ® und ¢ absolut invariant*), Y aber geht bei Anwendung 
von S, in é*® iiber, sodass erst Y* absolut invariant ist. 

Zweitens gehdren hierher die Invarianten der terniiren Gruppe, 
nach welcher sich Y, Y, Y, umsetzen; dieselben sind von Herrn 
Maschke in der mehrfach erwahnten Abhandlung (p. 326) angegeben 
worden und sollen von dort mit ihren Bezeichnungen: 


(11) : Cy, Cor Gyo, Gyo, Cis 
einfach heriibergenommen werden. 

Drittens endlich kénnen wir auch diejenigen Invarianten von H 
ohne Schwierigkeit gewinnen, in welchen beide Reihen von Grdéssen 
vorkommen. Denn auch diese kénnen, wie die Betrachtung der 
Operationen B’, C, S, lehrt, die Y,, Y,, Y, nur in den von Maschke 
(a. a. O. p. 325) mit wm, w, x, Cy bezeichneten Verbindungen ent- 
halten; und von diesen wieder kann C, als einzige alternirende Form 
nur als Factor auftreten. Eine invariante Form aber, welche Y,, Y, Y, 
nur in den Verbindungen g, y, y% enthilt, kann nach dem von Maschke 
(a. a. O. p. 327) angegebenen Verfahren in eine Reihe der Form: 


J= 4 C4 da 


entwickelt werden, in welcher die J, selbst wieder [nvarianten unserer 
Gruppe sind, aber Y,, Y,;, Y, nur mehr in den Verbindungen g und 
w enthalten, ausserdem natiirlich eventuell noch Y, und Y,. Die J; 
sind also Invarianten mit den beiden cogredienten bindren Variabeln- 
reihen 69, —w und Y,, Y,; als solche driicken sie sich rational und 
ganz aus durch die identische Invariante u (s. 0. Glehg. 3) wnd durch 
Polaren der Formen mit nur einer Variabelnreihe. Der Polarisations- 
process, welcher dabei in Frage kommt, ist durch den Operator: 


0 0 
(13) — 0 ay, + 805%, 


definirt. Fiir spitere Benutzung (in § 46) seien von diesen Formen 
insbesondere die folgenden notirt: 


(14) YW= ¥(—¥P+4¥,°) + 189 ¥,? ¥;; (6) 
(15) ¥,=—wvY?— 3pyY,? + 189’ Y, Y,; (8) 
(16) 0, — —wW ¥, + 8py? ¥, + 1089° ¥,; (10) 
(17) f= = w®(¥)'+8Y,°) — 54py’ YY, + 324g? yp Y, Y,* 

+ 2169%(¥,5— ¥,3). (12) 





*) Die hierin liegende Abweichung von den Angaben bei Klein findet ihren 
Grund in dem p. 191, Fussn. erwihnten Umstand. 
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Dabei ist durch den angehiingten Index bezeichnet, wie oft die be- 
treffende Form ,,polarisirt“ worden ist; iiberfliissige Zahlenfactoren 
sind beseitigt und der Gesammtgrad in den Y ist in Klammern bei- 
gefiigt. 

Zwischen diesen Formen und 9, ¥, ¢ selbst bestehen die Relationen : 
(18) ¥,? = 16¥¥, + wv’; 
(19) ¥ 3 = 20°O, — tt, —3wW OY, — ut. 
Die erste derselben wird erhalten, indem man auf Y,? und YY, 
Gordan’sche Reihenentwicklungen anwendet und das in beiden auf- 
tretende Glied (¥*), eliminirt; ebenso folgt die zweite aus den Reihen- 
entwicklungen von ¥,°, ®?®,, ¢t,, ®Y, durch Elimination von (*),, 
(t*),, (®),. Bei der Aufstellung dieser Relationen erschien es iibrigens 
als zweckmiissig, nur ihre Existenz und Gestalt auf diesem Wege zu 
erschliessen; die numerischen Coefficienten sind durch wirkliches Ein- 
setzen der expliciten Ausdriicke berechnet und controllirt. 


§ 42. 
Untergruppen vom Index 45. 


Eine dritte Untergruppe*) K unserer Gruppe G wird gebildet, 
wenn wir zu allen denjenigen Operationen, welche @;, und w;3 unter 
sich, @2 und 4 unter sich substituiren, noch die Operation D hin- 
zunehmen, welche beide Paare (@;;, @;3 und a», @:4) vertauscht; sodass 
also K auch noch diejenigen Operationen enthilt, welche @;; und js 
durch 2 und 4, @j2 und @;, durch @;,; und @;,3 ausdriicken. Die 
Anzahl dieser Operationen betriigt 1152; ihnen entspricht eine Gruppe 
von 576 Substitutionen der Y, deren Index also 45 ist. 

Von unsern erzeugenden Operationen gehéren zu dieser Unter- 
gruppe B, D, S,; wir wollen zeigen, dass sie zar Bildung von K 
ausreichen. In der That, B und S, erzeugen, wie aus der Theorie 
der elliptischen Functionen bekannt ist, die Gruppe derjenigen Sub- 
stitutionen, welche w, und w, nur unter sich umsetzen, w, und w, 
ungeandert lassen; durch Transformation vermége D entsteht aus ihr 
die Gruppe derjenigen, welche w, und @, unter sich umsetzen, a, 
und @, ungedndert lassen; beide vereinigt mit D geben die Gruppe K. 

Im Gebiete der Y stellt sich diese Gruppe tibersichtlich dar, wenn 
wir ein neues Coordinatensystem durch die Gleichungen einfiihren: 


1 r 1 
1) m= Yo u=—%i, n=, = 3 (¥3+¥,), Ny => (¥;— Y,); 
die Erzeugenden lauten dann: 


*) Vgl. p. 187, Fussn. 
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| B | Dp 8, 
| a 

= 5+ 8 Al (No+2m) | — % No 

4 — aa aa dene =. | 2 

(2) "1 | Vs (No m) No | en, 
"= | — 75 (M+ 2m) | — | No 

1s = | — 7 (m— Ms) | — 1s | Ms 

ny = | 4 — nN; | en, 


Bei allen diesen Operationen bleibt also der Raum: 


(3) n= 9 

an seinem Platze; wir nennen ihn und die durch Transformation ver- 
moge G aus ihm hervorgehenden Riume Hauptriiume eweiter Art. 
Ihm entspricht dual der Hauptpunkt eweiter Art: 


(4) No? 12 N22 N32 y= 9:0:0:02 1. 
(Absolut invariant gegeniiber K bleibt iibrigens erst 7,°). Die vier 


andern » substituiren sich quaternar in der Weise, dass die Fiche 
ITI. Ordnung 


(5) F= "3 — 1% = 9 
in sich tibergeht, wihrend ihre beiden Geradenschaaren sowohl jede 
unabhiingig von der andern*) nach einer Tetraedergruppe in sich 
linear transformirt, als auch mit einander vertauscht werden kénnen 
(Absolut invariant ist dabei wieder erst F’), 

Die Anzahl der Hauptriume eweiter Art kann hiéchstens 45 be- 
tragen; in der That findet man so viele, nimlich: 

die 18 Riume: 
(6) Y, — *Y¥;=0 

und die 27 Raiume: 
(7) Y, —e*Y¥, —#&X,— « Y, — e-**-# Y, = 0) 

(a, B = 1,2,3,4; x, 4,4 —0, 1, 2). 
Diesen Formeln entnehmen wir folgende Sitze: 


*) Diese Unabhiingigkeit besteht vollstiindig nur fiir die nichthomogenen 
Substitutionen; fiir die homogenen ist sie dadurch eingeschrinkt, dass mit yo’ = 7, 
™ = DUE Ho = Noy Ne = M2, nicht mo —=— No, Ne =— Ne Verbunden werden 
kann. In Folge dessen kann jede Substitution von mo, , (oder 7, 73) auch nur 
mit 12, nicht mit 24 Substitutionen von mo, y_ (oder 7m, ys) verbunden werden. 


13* 








| 
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Die Hauptriiume und Hauptpunkte eweiter Art bilden eine Con- 
figuration 45,., m. a. W. jeder dieser Réwme enthilt 12 dieser Punkte, 
durch jeden dieser Punkte gehen 12 dieser Réume. 

Gegeniiber einem Hauptraum I. Art spalten sich die 45 Hauptriiume 
II. Art in 18, welche zu dreien je zwei der zu dem ersteren gehirenden 
4 Hauptgeraden enthalten, und 27, fiir welche das nicht der Fall ist. 

Gegeniiber einer Hauptgeraden spalten sich die 45 Hauptriiwme 
ITI. Art in 9, welche sie enthalten, und 36, welche sie nicht enthalten. 

Durch die beiden letzten Siitze ist die Verschiedenheit des Ver- 


haltens unserer Untergruppe K gegeniiber den beiden Untergruppen 
vom Index 40 charakterisirt. 


§. 43. 
Untergruppen vom Index 27. 


Wihrend wir bei der Aufstellung der bisher untersuchten Unter- 
gruppen (§ 40—42) von bekannten Eigenschaften der modulo 3 be- 
trachteten linearen Periodentransformationen ausgingen und diese auf 
unsere quinire Substitutionsgruppe iibertrugen, wollen wir fiir die 
noch folgenden direct an die letztere ankniipfen. Zu diesem Zweck 
fragen wir zuniichst nach der gegenseitigen Gruppirung der Haupt- 
riume II. Art des § 42. Aus dem Schlusssatz desselben folgt: 

Jeder Hauptraum II, Art enthdlt: 





(1) 28 =8 Hauptgerade; 

so z. B, der Hauptraum II, Art: 

(2) Y,— Y¥,=0 

die 8 Geraden: 
Y,=0, (Y,—0, | Y,—#Y,=0, Y,—#Y,=0, 

(3) {¥,—0, } ¥,=—0, }e ¥,4eY,+Y,—0, fe Y+eY,+Y,=0, 
Y,=0; r= ley,te Y,+ ¥,=0; (#Y,+¢ ¥,+ Y,=0. 


(A=0, 1, 2). 

Jede dieser 8 Geraden liegt noch (§ 42a. E) in weiteren Hauptriiumen 

Il. Art, z. B. die erste in: 

(4) Y, — # Ys, (A==0, 1,2; a, B—1, 2, 3): 

Die 8 Geraden liefern so 64 weitere Hauptriiume, welche aber paar- 

weise identisch sind; so z. B. wird Y, — «¢¥Y,—0 sowohl von der 

ersten, als von der zweiten Geraden (3) geliefert. Daraus schliessen wir: 
Einem Hauptraum II. Art gegeniiber zerfallen die 45 anderen in 


52, welche mit ihm je zwei Hauptgerade gemein haben, und 12, welche 
mit ihm keine solche gemein haben. 


———— 











Hyperelliptische Modulfunctionen, LI. 197 


Nehmen wir nun weiter zwei Hauptriume II, Art, welche keine 
Hauptgerade gemein haben, z. B. (2) und: 
so haben von den 11 Hauptriiumen II. Art, welche mit (2) keine Haupt- 
gerade gemein haben, noch 8 mit (5) je zwei solche gemein; es bleiben 


also noch 3, welche weder mit (2), noch mit (5) eine Hauptgerade 
gemein haben, namlich: 


(6) Y— ¥,— ¥,— Y;,— Y,=—0, 
(7) ; Y,—eY¥,—eY,—2Y,— #Y,=—0, 
(8) Y,— #Y, -#&Y,—eY,—é Y,=0. 


Da man sich nun leicht tiberzeugt, dass auch je zwei von diesen keine 
Hauptgerade gemein haben, so kann man den Satz aussprechen: 

Man kann auf verschiedene Weisen fiinf Hauptriiume IT. Art so 
auswihlen, dass keine zwei derselben eine Hauptgerade gemein haben. 

Kin solches System von fiinf Hauptriiumen wollen wir ein Pentatop 
II. Art nennen. Die Anzahl dieser Pentatope bestimmt sich folgender- 
massen: der erste Seitenraum eines solechen kann auf 45 Arten gewiihlt 
werden, der zweite auf 12, die 3 andern sind dann bestimmt, Jedes 
Pentatop wird so 20 mal erhalten; also ist die gesuchte Anzahl: 

(9) = 8 — 27. 

Das zuerst betrachtete Pentatop Il. Art muss demnach in sich 
iibergehen bei allen Operationen einer Untergruppe Z vom Index 27*), 
also von der Ordnung 960; einer von 27 gleichberechtigten Unter- 
gruppen, deren jede eines der 27 Pentatope in sich tiberfiihrt. Um 
uns in die Natur dieser Untergruppe Z Einsicht zu verschaffen, fihren 
wir die Seitenriiume unseres Pentatops als neue Coordinatenriiume ein 
durch die Gleichungen: **) 


m= Y,—Y%, 
m4=—Y,+ %, 
(10) = 7% (Yo ¥:i— ¥Y,— ¥,— /Yf,); 


t= 775 (Yor! Y,—<« Y,—2 Y,—eY,), 


Ne = 75 (Mote Y,—&Y,—« Y,—« Y,). 
ee er 3 
*) Dieser Schluss wiirde natiirlich nicht zutreffen, wenn alle Substitutionen, 
welche ein bestimmtes Pentatop II. Art in sich iiberfiihren, auch noch ein zweites 
in sich tiberfiihrten; man sieht aber aus den sogleich aufzustellenden Formeln, 
dass das nicht der Fall ist. 
**) Die » haben also hier eine andere Bedeutung, als § 42, 
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Alsdann kénnen wir aus unseren Erzeugenden (§ 39) sofort die folgen- 
den 4 Operationen ableiten, welche diese neuen Coordinaten 4, von 
multiplicativ zutretenden Einheitswurzeln abgesehen, nur unter sich 
vertauschen; niamlich : 

















B D E F 
2 = Ny No EN | N3 
(11) "3 =— | —% | Ms | Ne 
“=—— | —% ms | 
ni =— ne |—m | | 1% 
% =+en | —% Ns | 6 
Dabei ist: 
(12) E = (DS,?)’; F = (DC’). 


Aus diesen 4 Substitutionen liisst sich nun eine Gruppe von mindestens 
960 Operationen ableiten, welche alle das Pentatop II. Art in sich 
tiberfiihren. Denn sieht man fiir den Augenblick von den zutretenden 
Einheitswurzeln ab, so kann man aus B, E, F jede der 60 geraden 
Vertauschungen der 5 Gréssen y erhalten. Transformirt man D durch 
diese Operationen, so erhailt man Vorzeicheniinderungen von irgend 
vier der 7 und damit auch von irgend zwei derselben, also eine Gruppe 
von 16 Operationen, welche mit jenen 60 combinirt gerade 960 Opera- 
tionen liefern. Alle diese lassen das Pentatop II. Art (10) ungeiindert, 
und es giebt kein zweites Pentatop II. Art, welches sie alle ungeandert 
lassen. Sie bilden also in der That die gesuchte Gruppe L vom Index 
27 und der Ordnung 960. 

Es ist mir nicht geJungen, ein einfaches Kriterium zu finden, 
welches entscheidet, ob eine vorgelegte lineare Periodentransformation 
dieser Untergruppe DZ angehért. — 

Was Invarianten von L betrifft, so ist eine einfach zu bildende 
absolute Invariante das Product aller fiinf 7: 


(13) Js = 20% Ns Ne- 
Von noch niedrigerem Grade ist die folgende: 
(14) Jy = n° 93? + NN 1 4? M5? + 05? N6? + 05? U6? 
+ & (99? 95? + 937967) + 8? (M2? 16? + N37 05”) 

+ oa [Yo + 8 ¥,(¥,'+ ¥,'+ ¥;°+ Y,°) + 48 Y, Y, Y; ¥,); 
diese bleibt jedoch, wie wir spiiter (§ 47) sehen werden, nicht nur bei 
L, sondern iiberhaupt bei allen Operationen von G absolut invariant. 
Mit ihrer Hulfe kann iibrigens, wenn eine gerade Permutation der 7 


vorgegeben ist, sofort entschieden werden, welche dritte EKinheitswurzeln 
man beizufiigen hat, um eine Operation von Z zu erhalten. 
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§ 44. 
Untergruppen vom Index 36. 

Wir untersuchen nunmehr die gegenseitige Gruppirung unserer 
27 Pentatope II. Art. Gehen wir aus von einem derselben, das etwa 
A, heissen mége, so sehen wir, dass sich ihm gegeniiber die 26 andern 
spalten in 10, welche mit thm je einen Hauptraum II. Art gemein 
haben, und 16, fiir welche das nicht der Fall ist. Greifen wir eines der 
letateren heraus — es heisse A, — so sind unter den 15 tibrigen noch 
10 enthalten, welche auch mit A, keinen Hauptraum gemein haben. 
Sei A, eines von diesen, so bleiben 6, welche mit A,, A,, Ay; sei 
A, eines von diesen, so bleiben zwei — A,;, A, —, welche mit A,, 
A,, A,, A, und wie sich herausstellt, auch unter sich keinen Haupt- 
raum II, Art gemein haben, So gelangen wir zu einem System von 
6 Pentatopen II. Art, welche zusammen 30 verschiedene Hauptriéume 
II. Art enthalten. Solcher Systeme giebt es, wie aus der eben be- 
schriebenen Art ihrer Herleitung hervorgeht: 








27.16.10.6 °. 
(1) —o.6.4.8 8; 
eines derselben ist z. B. das folgende: 
(2) (2) Y,— ¥;, 
3) a ¥; + Y;; 
A }4) Hq (Fo — ie Y, — ) Y,); 
1 bs 
5) 75 (Mo a Y, ed Y, a ey, — & Y,), 
6) a (Yo — #Y,  £Y, = ¢ Ym 
1h #&Y,—e Y,, 
3) —#Y,+¢ ¥,, 
J 7 (Me —#¥, — sh 62, ~ 0 Th 
2 ; 
5) 5 (Yo — Y,—#Y,—<sY,— ¥,); 
8) = (H—-e¥— Y— Y—-#Y,); 
H «¥,~#F,, 
2) « Y,—2Y,, 
‘ }4) aed —:Y,—#Y,—s« Y, —«Y,), 
3 ‘ 
8) 7 (Ne — #Y, - Y¥Y,— Y,—e ¥,; 
6) (Ky — a A) A A 
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1) a (%o —eY,—#Y,—#Y,—= Y,), 
2) y(%— Ha Bawe Fp e Hp, 
A 
")3) je —#¥,—#%— %— Y¥), 


6) &Y,—e ¥,; 


) + -C, - #7,— ¥,-<%,— ¥%), 


2) Wits ¥,—¢Y¥,— Y,—é Y,), 


3) ag (Ye — ee ee ee aN 
4) Be Bag 


6) &Y,—« Y;; 
1) aed ee Sete ee ae 


2) a5 Me wi CE, + Ti, «Pin F3, 
A, 


3) wih Y,— Y,—¢«Y,—e Y,), 
4) Y,— Y;, 
5) e«¥,—#Y,. 














Die den einzelnen Hauptriumen beigesetzten Zahlen sollen sogleich 
erklirt werden. 


Die 30 vorstehend in A,, A,,..., Ag enthaltenen Réduwme lassen 
sich aber noch auf eine andere Art zu 6 Pentatopen II. Art anordnen, 


naimlich wie folgt: 

(3) 2 #Y,-« ¥,, 

3) eY¥,+? Y,, 

4) aXe —e Y,—#Y,—2&Y,—<« Y,), 


5) 75 (Ye  X — ¥,—<:¥,- ¥Y,), 




















ve ee 


: 
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(1) ¥,- Y;, 
3) 2 ¥,—#Y,, 


}4) action Y,;—- Y,—« Y; — «?Y,), 
5) (Ko — Fees) paw ty 
6) yg (Yo— ’yYy,—’Y,—#Y, — Y,); 


1) — 7,+ Y,, 
2) —&Y,+e Y,, 


4) 7 (H—eY,—s Y,— Y;- Y,), 














B, 
5) 7 (te — Y¥,—#yY,—#Y, —#Y,), 
6) = (YX -—e*i— ¥,—s Y;—«e ¥,); 
1) yg (Xe - %o- oe Bim Bh 
2) Fo (%— #Y, 2 ¥,—#Y, — « ¥), 
B, 3 t r r 
3) VR Xo —e¥,—e#Y,—«e ¥,—#Y,), 
5) Y,— Y, 
6) ¥,— f,; 
1) aii Y, — & Y,—®Y,—2#Y,), 
) Ve (Y— ¥,—#Y,—-2Y,— Y,), 
B, 
‘ )3) ay (he — #F, — ¥,-— Y¥,-—<s ¥,), 
4) eY, — é’¥,, 
6) eY, —  ¥,; 
1) iy (Yo —#Y,—sY,—s ¥,—2 Y,), 
2) (Ys ¥,— ¥,-— Y¥,—#Y,), 
B, 
* )3) i (%— Y, ~~ & Rew tip in: 
4, #*Y,— Y,, 
5) &#Y¥,—e ¥,; 





eee 
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und zwar hingen, wie man sieht, diese beiden Systeme von je 6 
Pentatopen in der Weise zusammen, dass jedes A; mit jedem B, fiir 
i2k je einen Hauptraum, dagegen mit B; keinen Hauptraum gemein 
hat. (In den Tabellen (2) und (3) ist jeder einzelne Hauptraum mit 
der Nummer desjenigen Pentatops bezeichnet, zu welchem er im andern 
System gehért). 

Untersuchen wir nunmehr naher die Beziehung zwischen A, und 
B, (a. h. also zwischen irgend zwei Pentatopen Il. Art, welche keinen 
Hauptraum gemein haben). Benutzen wir wieder (wie § 43) fiir die 
Raume von A, die Bezeichnung y, fiir die von B, in analoger Weise 


die Bezeichnung £, so erhalten wir durch Elimination der Y die 
Relationen: 


= + ( M3 + my + & 95 + eM%); 
t= + ( N2 +1, + &n, + 1%) 
(4) i= +( M+ 5 + %+ 1%), 
fs (8 M2 + es + 14 + %), 
& => (em +e n+ 14+ Ns ), 
deren Umkehrungen sind: 
t= = ( &+& +e +e &), 
ts = =( b + hte & +2), 
(5) M=+(&+ & + &+ &)s 
ms = + (8b +8 & +h + &) 


MH T(E EGET & ). 


Aus dem Fehlen der Diagonalglieder in beiden Gleichungssystemen 
folgt zuniichst: 

Die beiden Pentatope II. Art A, und B, sind einander gleichzeitig 
ein- und umbeschrieben. 

Ferner aber folgt aus der Symmetrie der Coefficientensysteme 
gegen die Hauptdiagonale: 

Die beiden Pentatope A, und B, sind einander conjugirt in Bezug 
auf den quadratischen Raum: ; 


(6) Nr bo + N3b3 Mb + 5b + M6S = O 


oder: 
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(7) mos + M2 + 03% + MMs + 24 Me HF 56 + E(M2 Ms + Ns Ne) 


7 + (2% +73%5) = 0 
oder endlich: 


(8) q=YP+4eY,Y,+4eY,Y,=—0. 

Die letzte Form der Gleichung dieses Raumes zeigt, dass derselbe 
ungeandert bleibt, sowohl wenn man Y, mit Y, vertauscht, als auch, 
wenn man Y, und Y, mit ¢, Y, und Y, mit «? multiplicirt. Bei 
diesen Operationen und den aus ihrer Combination sich ergebenden 
werden die.6 Paare (A,B,),(A,B,),...,(AgB,) transitiv vertauscht; 
daraus folgt, dass die beiden Pentatope jedes solchen Paares in Bezug 
auf q=O einander conjugirt sind. Zusammenfassend kénnen wir 
also sagen: 


Von unseren 27 Pentatopen II. Art ordnen sich 36 mal je 12 zu 
einer ,, Doppelsechs“ wie: 


A, A, A, A, A, As, 

B, B, B, B, B, B, 
zusammen. dJedes Pentatop der einen Hailfte einer solchen Doppelsechs 
ist dem entsprechenden (mit gleichem Index bezeichneten) der anderen 
Hiilfte gleichzeitig ein- und umbeschrieben und in Bezug auf einen 
quadratischen Raum conjugirt; dieser Raum ist fiir alle 6 Paare der 
Doppelsechs derselbe. 

Eine solche Doppelsechs —- und damit auch die Form g — geht in 
sich tiber bei allen Operationen einer bestimmten Untergruppe unserer 
Hauptgruppe G; dieselbe mége mit M bezeichnet werden. Sie besteht 
aus: 


25920 
Operationen: die sechs Paare kénnen nimlich auf alle méglichen Arten 
mit einander vertauscht werden. Jede wngerade Vertauschung der 
6 Paare ist dabei mit einer gleichzeitigen Vertauschung der beiden 
Hilften verbunden. Die Gruppe ist also holoedrisch isomorph mit der 
Gruppe der Vertauschungen von sechs Dingen. 


§ 45. 
Andere Darstellung dieser Untergruppe YU. 


Eine mit der Gruppe der Vertauschungen von 6 Dingen isomorphe 
Gruppe P von 720 Collineationen wird im quiniren Gebiet auch erhalten, 
wenn man tiberzihlige, durch die Relation: 


(1) + & + & +8 +& + & —0 
verbundene Punktcoordinaten & einftihrt und die durch die Ver- 
tauschungen der § dargestellten Collineationen ins Auge fasst. Es liegt 
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die Frage nahe, ob die Gruppe M des vorigen Paragraphen in dieser 
Weise dargestellt werden kann, und wir wollen zeigen, dass das in 
der That méglich ist. Angenommen nimlich, es existirten 6 solche 
lineare Riume §; = 0, so muss der einzelne derselben bei 120 von den 
720 Operationen von M in sich iibergehen. Nun enthilt aber die 
Gruppe der Vertauschungen von 6 Dingen (hier der 6 Paare von 
Pentatopen) zweierlei Untergruppen von je 120 Operationen; nimlich 
einmal die Gruppen der Vertauschungen von je fiinfen, dann die von 
Cauchy u. a. untersuchten zweifach transitiven Gruppen, tiber welche 
man etwa Serret’s Handbuch der Algebra art. 452 vergleichen mége. 
Wir wollen nun zeigen, dass zwar nicht bei einer Untergruppe der 
ersten dieser beiden Arten, wohl aber bei einer solchen der zweiten 
ein linearer Raum in sich tibergeht. 

Was den ersten Theil dieser Behauptung betrifft, so wird es geniigen, 
den Beweis fiir die in der betreffenden Untergruppe enthaltenen geraden 
Operationen zu fiihren. Werden aber unter Festhaltuug von A, und B, 
die tibrigen Paare auf alle méglichen geraden Arten unter sich ver- 
tauscht, so erleiden auch die Seitenriiume von <A,, also die y, alle 
méglichen geraden Vertauschungen; dabei tritt nur zu jedem y eine 
bestimmte dritte Einheitswurzel*). Dass kein linearer Raum bei allen 
diesen Operationen in sich tibergeht, ist sofort zu sehen. 

Anders verhilt sich die Sache bei den Untergruppen der zweiten 
Art. Fassen wir auch bei einer solchen zuniichst nur diejenigen ihrer 
Operationen ins Auge, welche A, und B, ungeiindert lassen; diese ver- 
tauschen die fiinf tibrigen Paare, also auch die y, halbmetacyklisch (wieder 
abgesehen von den zu den » tretenden dritten Einheitswurzeln). Hine 
solehe Gruppe wird z. B. erzeugt von den beiden Operationen: 


(2) m2 = EN, 03 = My, My = EN, Ns =H NG Ne = Ne 

und: 

(3) M2 = %, Ns = 2 Me, = FN Ns = My Ne = EN; 

bet beiden geht der lineare Raum: 

(4) en. + 4, + ey, +9; + &y, = Y, —22Y,—2Y,=—0 

in sich tiber. Er geht aber auch in sich iiber bei der zu M gehdren- 
den Operation: 

(5) Y,=— Y,, Y/=-— Y,, Y,=— Y,, Y,;=— Y;, Y/=— Y;; 


welche A, mit B,, A, mit B,, A, mit B, und ebenso B, mit A,, 
B, mit A,, B, mit A, vertauscht. Die 3 Operationen (2), (3), (5) 
erzeugen aber in der That eine aus 120 Operationen bestehende 


*) Welche dritte Einheitswurzeln zuzusetzen sind, bestimmt sich daraus, dass 
q in sich iibergeht (Gl. 7). 














| 
: 
| 
| 
| 
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Untergruppe von M. Die iibrigen Operationen von M kénnen dann 
den Raum (4) nur in noch 5 andere Lagen iiberfiihren. Auf diese 
Weise gelangen wir zu folgendem Satze: 
Die 720 linearen Substitutionen unserer Gruppe M lassen sich dar- 
stellen als die 720 Vertauschungen der sechs neuen, durch die Relation: 
&+6&+6 +8 +& +& —9 


verbundenen Coordinaten: 


&=—Y,-28Y,— 2Y,, &=—-—¥+2eY,+ 2%, 
(6) (&=—Y,—2e Y,—22 Y,, &——Y¥,+22Y,+22Y,, 

&=—=Y,— 2Y,—28Y,, &—=—Y,+ 2Y,+2¢ Y,. 
Dabei ist mit jeder ungeraden Vertauschung ein Zeichenwechsel siimmt- 
licher & zu verbinden.*) 

Die Invarianten von M sind nichts anderes als die symmetrischen 


bez. alternirenden Functionen dieser §; so ist z. B. die in § 44 bereits 
aufgestellte Invariante 2. Grades: 


(7) a= % (EP + 2 + Be? +E? + &? + Ee). 


Obwohl noch verschiedene naheliegende Fragen zu erértern sein 
wiirden, brechen wir doch die Untersuchung der Untergruppen hier 
ab, um uns der Aufstellung der Invarianten von G zuzuwenden. 


X. Abschnitt. 
Invarianten der Gruppe G. 
§ 46. 
Methode zur Ableitung der Invarianten. 


Wir kénnen die Invarianten unserer Hauptgruppe G ohne Schwierig- 
keit aufstellen, wenn wir die Resultate der §§ 40, 41 combiniren: es 
sind diejenigen ganzen Functionen der Formen des § 41, welche zugleich 
symmetrisch oder alternirend in Y,, Y,, Y,, Y, sind und diese Y 
nur im Product oder in Potenzen mit durch 3 theilbaren Exponenten 
enthalten. Wegen der in der letztgenannten Bedingung enthaltenen 
Beschrinkung kommen von den Formen des § 41 nur: 


(1) D, w; t, Wy, Cy; Cys O53 3, Cros Cys 


in Betracht; niimlich die Producte und Potenzen wie ¥3, Cie, ¥G,., 
¥Y,, YO, u. s. w. lassen sich durch die 10 Formen (1) mit Hilfe 


*) Hiernach ist die entgegenstehende Angabe in dem in den Géttinger Nach- 
richten erschienenen Auszug zu berichtigen. 
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Gordan’scher Reihenentwicklungen rational und ganz ausdriicken.*) 
Dadurch ist der Weg zur Berechnung der Invarianten vorgeschriebenen 
Grades von G vorgezeichnet: man bilde aus den Formen (1) die all- 
gemeinste Function dieses Grades mit unbestimmten Coefficienten und 
bestimme die letzteren durch die Forderung, dass die entstehende In- 
variante in Y,, Y,, Y;, Y, symmetrisch, bezw. alternirend ausfallen soll. 

Der Gang der Rechnung mége am Beispiel der Invarianten 12. 
Grades erliiutert werden. Die allgemeinste Verbindung dieses Grades 
aus den Formen (1) ist: 


ad) + Be + td, + dud? + eVY, + Eur + nCyt + OF, 
+ ou? + xOe¥, + AC, + uC,?; 


soll diese die verlangten Symmetrieeigenschaften besitzen, so miissen 
ihre Coefficienten den Gleichungen geniigen: 


(1) 24a —40B = — y+, 

(2) 1920+ 3848 = (+7, 

(3) 244y+166—= 22§€—10n, 

(4) — 360y + 960 = — 3e + 126, 

(5) 512a+320B—= #+1—x, 

(6) — T2y + 640 = — e+ 8€ — 20n 
(6a) = 38+3:2+ 9x, 
(7) —2e+ 168+ 2007 — 2220+ 6: + 30x, 
(8) — 144y + 3846 — — 540+ 181+ 18x, 
(9) —18e+ 288€— 3248+ 108:, 

(10) 3e + 966 = — 108% + 36: — 180x, 
(11) 648— +a, 

(12) —32y— 88+ 4x 

(12a) = 44— 20u, 

(13) e—8y—= 614+ 102u, 

(14) 2e+80yn— 240 — 36x 

(14a) = 2284+ 180u. 


Wir setzen in denselben: 
y= 408 + By’ 
b = 240 + 37’; 
hierauf folgt aus (2), (3), (4) 


dann liefert (1); 


*) In den folgenden Rechnungen ist stellenweise Y° statt #2 und YY, statt 
¥? benutzt; vgl. § 41, Glehgen (10) und (18). 





as IETS 2. 





at le 
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= 64008 + 304y’, 
E= 1920+ 4008+ 107’, 
1= — 166— 107, 


und diese Werthe befriedigen gleichzeitig (6), was auch a, 8, y’ sein 
mégen; dann folgt aus (5), (6a), (8): 


= a Sat, 
t= 512« + 9y’, 
‘ t= o- 3208 —_ 2y’ 

und (7), (9), (10), (14) sind von selbst befriedigt; endlich aus (11) und(12): 
A= — 4y’, 
= 64B-4+  4y’ 


und damit sind auch die allein noch tibrigen Gleichungen (13) und 
(14a) erfillt. Es existiren also 3 unabhingige Lésungen unseres 
Gleichungssystems, d. h. 3 linear unabhingige Invarianten 12. Grades. 
Wir kénnen als solche etwa wihlen: 
L 3 + 24u@? + 192u2 + 512u3 — (O48); 
Il. + 40¢¥, + 400¥,? — 1640, — 3200,¥, + 64C,? 
= (t+ 204, —80,)'; 
Ill. 3¢¥, + 3ud? + 19¥,? — 9u?d — 10Q,¢ — 114, + 9u5 
—= 20,¥; = 4C,, +. 4C,?. 
In gleicher Weise gestaltet sich die Rechnung in jedem Falle: 
das System linearer Gleichungen, aus welchem die Coefficienten zu 


berechnen sind, zerfallt jedesmal in Theilsysteme, welche ein successives 
Vorgehen gestatten. 


§ 47. 
Zusammenstellung der Resultate. 

Auf dem im vorigen Paragraphen erliuterten Wege gelangt man 
nun zu einer Reihe von Invarianten unserer Gruppe. Die Werthe 
derselben sind im folgenden in dreifacher Form zusammengestellt: 
einmal ausgedriickt durch die Formen des § 41, dann explicite in den 
Y, endlich ausgedriickt durch die symmetrischen Functionen von 
Y,’, Y,°, Y,;°, Y,3 ($ 40), niimlich: 

a,=— Yi — ¥,>— ¥;' — Y,, 

a= Y,Y,3+ Y,Y,'+ Y,° Y,3+ Y,* Y,°+ Y,° Y,°+ Y,' Y,', 
(1) a, = — Y; YY, — YY, Y, — Y,°¥,° Y,3 — Y,°¥,° Y,3, 

a= Y,Y,'Y,°Y,°. 
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In den an zweiter Stelle stehenden Ausdriicken sind die Summenzeichen 
auszudehnen tiber alle verschiedenen Glieder, welche aus dem jedesmal 
darunterstehenden Ausdruck durch Vertauschung von Y,, Y,, Y;, Y, 
hervorgehen. Die Formen sind: 


eine Invariante vierten Grades*): 
(1) J, =O+ 8u 
= Y,'+8Y,2Y,+ 48Y,Y,Y,Y¥, 
= Y,'!— 8a,¥, + 48//a,; 
eine Invariante sechsten Grades: 
(2) J, —=t+ 20¥, — 8C, 
= Y,°— 20Y,5ZY,' + 360 Y,? Y, Y, Y, ¥, + 802 Y,' Y,5 
— 8ZY,° 
= Y,*° — 20a, Y,3 + 9a, — 8a,? + 360)/a, Y,?; 


eine Invariante zehnten Grades: 


(3) Sy) = = (OY, + ut + 200, + 2u¥, — 20, — 2u0,) 
si Y,° Y, Y, Y; Y, ra Y,'2Y,*Y,° + Y,°2Y,'Y, Y, ¥, 
+ 9Y,7Y,?Y,’? Y,?Y,? + Y,ZY,'Y,? — 6Y, ZY,' Y,' Y,' 
— 22Y,'Y,¥,Y,+22Y,'¥,'Y, ¥, 
= — a, Y,' + (9a; — a,a,) Yy + Va, (Y,°--a, ¥,°+6a,—2a,?] 
+ 9Va, Y,"; 


eine Invariante zwilften Grades: 


(4) Jin = oy (BEY, + Bud? + 19¥,? — Iu? — 100,t— 114, + 9u! 
— 20,¥, — 4Cy, + 4€,?) 

= 3Y,*Y,Y,¥,Y,+5Y,°2Y,;Y,) — 33 Y,°=Y,'Y, Y, ¥, 
+ 243 Y,'¥,¥,:¥,Y,2 — YS2Y,°¥,! 
— 102 Y,32Y,Y,? ¥,) + 30¥,22Y,'¥, ¥, Y, 
+ 8Y,22Y,Y,Y,¥, —108Y,2Y,/¥,Y,°¥, 
—4ZEY,Y,3+ 62Y,Y,' — 82Y,"Y,'¥,3 
+ 168 Y,Y,° Y,°¥,3 

= 5a,Y,°+-(99a,-+ a,a,) Y,3+ 216a, —36a,a, + 24a,? —4a,*a, 
+ Ya, [3 ¥,° —- 33a, Y,° + (18a, + 30a,*) Y,7] 
+ Va,* [243 Y,4 — 1084, Y,}; 


*) Dieselbe, welche uns bereits § 43, Glchg (14) begegnete. — Unter V a 
ist natiirlich Y, Y,Y, Y, zu verstehen. 








a 
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eine Invariante achtzehnien Grades: 


(5) Sys = gaz (T2E¥¥, + Dud, + uot + 2880, ¥5 


+ 40°, — 18¢t, — 42w OY, — 20u8t — 18C,¢¥, 
— 18C,0?u + 84C,,¢ — T2u9, + 162u5¥, 
— 2400,¥¥, + 12 C,wd—6C,2t+24¥, C,. —360°, 
— 6C,t, —18C,u' —120,2¥, —4C,,+60C,C,. —2C,') 
= 3Y,°Y/Y,?Y,?¥,27—4Y,.2Y,°Y,°¥Y,3+12Y,5ZY,'Y,'Y, Y, 
. —36Y,'Z2Y,Y,°Y,°Y,5 — Y,°2Y,°Y,°+ 10Y,"2 Y,°Y,* ¥,° 
+96 Y,°Y,°Y,5 Y,3 Y—12Y2Y,'Y,' Y, Y, 
—2 YL Y,'Y,' Y,‘Y¥,+27Y,‘2Y,' Y," Y,? Y, 
+108 Y,'2Y,'Y,°Y,?¥,?+2 Y32 Y,°Y,,—8Y,,2Y,°¥,°¥Y,° 
+4Y,2Y,° Y,° Y,5— 168 Y,5ZY,° Y,' Y,' Y,° 
+6Y,°2Y," Y,4Y, Y,—24Y,?2Y,' Y,' Y, Y, 
+12Y,?2Y,' Y,'Y,'Y,+315 Y,? Y,'Y,' Y, Y,! 
+12Y,2Y,''Y,? Y,7Y+18 Y,2Y,$ Y,' Y,? Y,? 
—27Y,2Y,;°Y,5 Y,YP—2ZY,"Y,5+22Y,' Y,' Y,' 
+22 Y,°Y,9—2ZY,°Y,° Y,,—82Y,°Y,' Y,' Y,° 
+6ZY,°Y,°Y,°+82Y,°Y,° Y,' Y,° 
= 4a, Y,°+ (54a, + 12a, a,—a,”) Y,°+(162a,a, —18a,a, 
+ 12a,?a,—2 a, a,*) Y)3+- (27 a,? — 18a, a,a,+4a,°a, 
+4a,°—a,?a,*) 
+ Va,[12a, Y,$+(54a,+ 12a, a,) Y,5+ (243, +54a, a, 
— 36.a,’+ 6a,?a,) Y,"] 
+a, [3 Y," +364, ¥,’+(54a,+274,?) Yo! 
+ (45a,-+ 18a, a,—12a,*) Yq]. 

Die hier aufgefiihrten J,,, J;., Jj, sind vor andern Invarianten 
desselben Grades, die sich von ihnen um Verbindungen der niedrigeren 
Invarianten unterscheiden, dadurch ausgezeichnet, dass sie an der Stelle: 

Y,=0, Y,=0, Y¥,—0, Y,—0 
und also in simmtlichen Hauptpunkten I. Art (§ 40) von méglichst 
hoher Ordnung Null werden. 

Ausser den aufgefiihrten Invarianten geraden Grades besitzt unsere 
Gruppe noch eine Invariante wngeraden, nimlich finfundvierszigsten 
Grades: das Product der 45 Linearformen (§ 42, (6), (7)) , welche gleich 
Null gesetzt Hauptrdiwme II. Art darstellen. 
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§ 48. 
Die Functionaldeterminante der fiinf Invarianten geraden Grades. 


Fiir den in § 50 zu fiihrenden Beweis der Vollstindigkeit unseres 
Formensystems ist es nothwendig zu zeigen, dass die 5 Formen 
J, Is, Ji, Ji2, Jig von einander unabhingige Functionen der Y 
sind, m.a. W. dass ihre Functionaldeterminante nicht identisch Null 
ist. Das aber wird bewiesen sein, sobald wir ein specielles Werth- 
system der Y anzugeben im Stande sind, fiir welches sie einen von 
Null verschiedenen Werth besitzt. Zu diesem Zwecke setzen wir (mit 
der bekannten Bezeichnungsweise der Functionaldeterminanten): 


o 4; 42 43 44 0 % A, ay % Y, Y, Y; ¥, 
und berechnen die beiden Factoren rechts fiir: 
Y,=0, a =—0, a,=0. 
Der erste Factor wird dabei: 








0 0 0 0 Ga? 
0 0 % O 0 ‘ 
(2) 9a, 0 6Va, 0 0 | =2!738a,3a, *. 
0 —36a, 0 0 216 
45a, )/a,? 0 0 54a, 0 


2 
Der zweite Factor wird gleich dem Product aus 3‘4a,° in das Differenzen- 


product der Y*; das letztere aber reducirt sich fiir a, =0, a,—O auf: 


(3) <V2%6a,> — 2a,*, 





sodass wir schliesslich erhalten: 

Unsere Functionaldeterminante reducirt sich fiir Y,=—0, a, =0, 
a, = auf: 

(4) 210 312 4.8 /256a,> — 27a,!, 
ist also sicher nicht identisch Null. 

Ist aber das erst bewiesen, so kann man, wie folgt, weiter schliessen: 
Wegen des zweiten Factors in (1) ist die Functionaldeterminante 
durch Y, — Y, theilbar; wegen ihrer invarianten Natur muss sie also 
durch J,, theilbar sein; da sie aber selbst vom 45. Grad ist, kann 
sie sich von J,, nur durch einen rein numerischen Factor unterscheiden. 
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g§ 49. 
Eine besondere Jnvariante 40. Grades. 


Das Product der 40 Linearformen (§ 40, (4), (5), (6)), welche =0 
gesetzt Hauptriume I. Art darstellen, ist ebenfalls eine Invariante 
unserer Gruppe. Wir wollen dieselbe mit F’,, bezeichnen und ihre 
Beziehungen zu den Formen des § 47 untersuchen. Zu diesem Zwecke 
verschaffen wir uns eine ganze Function von J,, Jy, dio, Jo, As; 
welche durch Y, theilbar ist; vermége ihrer Invarianteneigenschaft 
muss sie’'dann durch F,, theilbar sein, und es wird sich herausstellen, 
dass sie sich von F’,, nur durch einen Zahlenfactor unterscheidet. 
Diese Rechnung gestaltet sich nun folgendermassen: Fiir Y,—0 
reduciren sich unsere Invarianten J, auf gewisse Terme, die wir fiir den 
Augenblick ihre ,,Leitglieder“* nennen und mit Z, bezeichnen wollen. 
Da diese 5 Gréssen Z nur von den 4 Gréssen a abhiingen, so muss 
zwischen ihnen eine Relation bestehen, welche auf folgendem Wege 
durch Elimination der @ erhalten werden kann. Wir eliminiren zu- 
niichst a,, indem wir: 
(1) Ly = Paw = 3a, — a,’, 
(2) Dy = 2 L,, — Ly = 2'\(— 9a,a; + 6a,? — a,? a.) 


einfiihren. Hierauf bestimmen wir die von JL,’ freien Glieder des 


Resultats*), indem wir iiberall 3a, durch a,* ersetzen; dadurch re- 
ducirt sich: 


(3) L, auf M, = 24a,?, 
(4) Liz auf My, = 2"(— 9a,a,+ + a,'), 
(5) L,, auf M,, = 27a,? — 2a,3a, + a a,°. 


Zwischen diesen Formen M besteht die Relation 
daraus folgt, dass L,; — 2" L,L,, durch L, theilbar sein muss, In 
der That findet man: 
(7) Ly — 292, L,, = 2*L,' (aa, + 9a,a,a, — a,3 — 27,2) 
= 24 7, Lis. 
Die hierdurch definirte Function Lj, wird fiir a,2>—3a, mit — L,, 
identisch; daraus folgt dass Lis + Z,, durch JZ,’ theilbar sein muss. 
So fortschliessend findet man: 
(8) Li? —2 Ly Lyy = — 2" Ly Lygt 2 Ly *Dig — 2 Ly Ly + 5 Ly 
*) Diese werden uns ohnehin spiiter besonders interessiren, vgl. § 57 a. E. 
14° 
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Aus dieser Gleichung ergiebt sich die gesuchte Relation zwischen den 
Leitgliedern L, wenn wir fiir ZL, und Ly2 ihre Werthe setzen und mit 
L,‘ multipliciren, in folgender Form: 


(9) Lt [(2? Lyp — Ly — 20D, Lys) + 3» 27° LE Ly Ly, 
— 38-2922 1,5(2°L,,. — L,®) + 2° L, LiL, — 3 - 2°°L,4 = 0 

oder: 
(10) [L,? (2° L,. — L,*) — 3 - 2'8 Lio]? 

— 2972, L, — 3+ 2L,o) (LeL,, — 2" L,3] = 0. 
Setzen wir hier in dem auf der linken Seite stehenden Aggregat statt 
der L wieder die J, so wird der entstehende Ausdrick durch Y,, also 
wegen seiner Invariantennatur durch F’,, theilbar sein mtissen. Da er 
aber selbst vom Grade 40 in den Y ist, so kann er sich von F,, nur 
um einen numerischen Factor unierscheiden; diesen bestimmt man 
sofort aus dem (rechts nur in J,!° vorkommenden) Glied mit Y,*°. 
So erhilt man*): 
(11) 33 Fy) = [J,2 (2°. — 7") ~8- 2'8 Jo)" 

— 2 [T,J, — 3+ BIyo] [Tidy — 2" Aro}. 


§ 50. 
Beweis der Vollstindigkeit des Formensystems. 


Nach den in den beiden letzten Paragraphen getroffenen Vor- 
bereitungen kann nunmehr der Beweis fir die Vollstiindigkeit unseres 
Formensystems ganz ebenso gefiihrt werden, wie ihn Herr Maschke**) 
fiir das Formensystem der ¢ gefiihrt hat. Denn zunichst folgt aus 
dem Ergebniss von § 48, dass fiir hinlanglich allgemeine Werthe 
a,b,c,d,e das Gleichungssystem: 

(1) Ja, p=), Ine, Jnp=—d, Je 

weder zusammenfallende Lésungen besitzen kann, noch unendlich viele. 
Ferner kann wie folgt bewiesen werden, dass dieses Gleichungssystem 
auch nicht durch unendlich grosse Werthe der Y befriedigt werden 
kann: Angenommen, das sei méglich, so miisste es auch mdglich sein, 
das Gleichungssystem: 

(2) J,=0, Ig=0, Jn = 9, Jy, = 0, Jig = 0 

durch Werthe der Y zu befriedigen, welche nicht simmtlich 0 sind. 
Aber fiir ein Werthsystem der Y, welches den Gleichungen (2) ge- 
niigt, ist wegen Glehg. (11) des § 49 auch: 


*) Im Auszug in den Gétt. Nachrichten ist Glchg. (8) dementsprechend zu 
corrigiren, 


**) Dieser Ann, Bd, 33, p, 340 ff. 
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(3) Fy = 9, 

also muss fiir ¢in solches Werthsystem auch mindestens einer der 40 
Factoren von F’,, verschwinden. ‘ Ohne Beeiutrachtigung der All- 
gemeinheit kénnen wir annehmen, dieser verschwindende Factor sei Y). 
Aber wenn Y, = 0 ist, kann J, nicht 0 sein, wenn nicht zugleich 
eines der 4 andern Y Null ist. Sei etwa neben Y,—0O noch Y,—0, 
so wird auch J,,=0, wiahrend die 3 andern Gleichungen (2) sich auf: 


(4) C,=0, C2—C.»~=—0, C3 —3O,C,, + 20, = 0 
reduciren, Diese aber lassen*) keine anderen Lésungen zu als: 
(5) | - = QO, Y; = 0, Y, => 0. 


Es kénuen also die Gleichungen (2) nicht durch von 0 verschiedene 
und folglich die Gleichungen (1) nicht durch unendlich grosse Werthe 
der Y befriedigt werden. Halten wir dieses Resultat mit dem zu 
Beginn des Paragraphen ausgesprochenen zusammen, so ergiebt sich: 


Das Gleichungssystem (1) besitet fiir allgemeine Werthe der a,b,c,d,e: 
(4) 4.6-10-12.-18 = 51840 


endliche und von einander verschiedene Lisungen. 

Von diesen Lésungen gehen durch die Substitutionen unserer 
Gruppe G 25920 aus einer von ihnen hervor; die tibrigen 25920 er- 
hilt man aus diesen durch Anwendnng der Substitution: 


(5) Yy=—Y,, ¥j=—Y,, YJ=—Y,, Y;=—Y¥;, Yj=—Y, 


welche unserer Gruppe G@ nicht angehdrt, aber J,, Jg, diy, dio, dis 
ungeindert lasst. Hieraus folgt nach dem von Herrn Klein an- 
gegebenen, von Herrn Maschke a. a. O. mitgetheilten Schlussver- 
fahren: 

Jede rationale Invariante geraden Grades unserer Gruppe G ist 
eine rationale Function von J,, J, Jy, Dio, Jig, jede rationale In- 
variante ungeraden Grades das Product einer solchen Function in eine 
bestimmte Invariante ungeraden Grades — 2. B. die § 47 a. E. er- 
wihnte J,,. 


Beachtet man ferner, dass die simmtlichen J als rationale Func- 
tionen von unabhiingig verinderlichen Gréssen — eben den Y — 
dargestellt sind, und dass, wie oben gezeigt, endlichen Werthen der 
J immer nur endliche Werthe der Y entsprechen, so kann man neben 
den letzten Satz noch den folgenden stellen: 


Jede rationale ganze Invariante geraden Grades unserer Gruppe 
G ist eine rationale ganze Function von J,, Jy, diy, Js2) Jig, jede 


*) Vgl. Maschke, a. a. QO. p. 340 unten. 
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rationale ganze Invariante ungeraden Grades das Product einer solchen 
Function in J,;. 

Insbesondere folgt, dass das Quadrat von J,, eine ganze Function: 


(6) Js = G(J,, Js, Tio, Ji, dis) 
von Jy, Jy, dios Jy2, Jig sein muss, 


XI. Abschnitt. 
Das Problem der Y und seine Resolventen*). 


§ 51. 
Einleitende Erérterungen. 


Bereits in § 50 war gelegentlich von der Aufgabe die Rede, die 
Werthe der Y zu berechnen, wenn die Werthe der Invarianten: 


(1) J,=a, I-=b, Jngwc, JIn=d, Jy=e 

gegeben sind. Ist ausserdem noch: 

(2) J,=f 

gegeben — natiirlich in Uebereinstimmung mit der Relation (6) des 


§ 50 — so besteht das ,,Formenproblem der Y“ eben in der Aufgabe, 
die Y aus den Gleichungen (1) und (2) zu berechnen. Mit diesem 
Problem wollen wir uns nunmehr beschiaftigen. 

Wir fragen zuniichst nach der Anzahl der Lisungen, welche dieses 
Problem besitzen mag; dabei betrachten wir natiirlich die rechten Seiten 
von (1), (2) als unbestimmte, nur durch die erwihnte Relation ver- 
bundene Gréssen. Dann folgt aus den Entwicklungen von § 50: 

Das Problem der Y besitet 25920 Lésungen. Sie gehen stimmtlich 
aus einer von thnen hervor durch Anwendung der 25920 linearen Sub- 
stitutionen der im vorigen Abschnitt discutirten Gruppe G. 


Es reprisentirt also diese Gruppe die Monodromiegruppe unseres 
Problems in Bezug auf a,b,c,d,e,f als Parameter. Die in unsern 


Formeln (§ 39, (4)) auftretende dritte Einheitswurzel ¢**) ist dabei als 


*) Fiir diesen ganzen Abschnitt sind die Begriffsbildungen und Methoden 
massgebend, welche Herr F. Klein in seinen ,,Vorleswngen tiber das Ikosaeder 
und die Auflisung der Gleichungen fiinften Grades“ (Leipzig, Teubner, 1884) 
niedergelegt hat. Insbesondere vgl. man dort das IV. Cap. des I., sowie das II. 
und III. Cap. des II, Abschnitts; ferner, was die Weiterfiihrung dieser Ideen 
betrifft, den Aufsatz: Zur Theorie der allgemeinen Gleichungen 6. und 7, Grades 
in Bd. 28 dieser Ann., p. 499 ff. (1886). 


**) iV3 bedarf als dem Rationalitiitsbereich von ¢ angehdrig keiner be- 
sonderen Erwahnung. 
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adjungirt vorausgesetzt; sehen wir von dieser Adjunction ab, fragen 
also nach der arithmetischen Gruppe des Problems, so haben wir es 
mit 51840 Operationen zu thun. Es ist iibrigens dies « fiir unser 
Problem eine ,,natiirliche* Irrationalitat. 

An die Einfachheit der Monodromiegruppe G, auf die bereits 
§ 39 a. E. hingewiesen ist, sei hier abermals erinnert. 


§ 52. 
Das Gleichungssystem der Y; Reduction des Formenproblems auf dasselbe. 


Wir kénnen uns die Bestimmung der Y in der Weise vorgenommen 
denken, dass zunichst aus den Gleichungen: 
J J J J, 
fee Tee an Free 


(die sich noch in mannigfacher Weise durch andere ersetzen liessen) 
die Verhdltnisse der Y bestimmt werden. Diese Aufgabe hat 25920 
Lésungen, denn die vier Raume: 


(2) J,,—ed,J,=0, J,,—Bd,?=0, J.—yd3=0, J\,—0d,2=0 


schneiden sich in: 





10 - 12 - 12 - 18 — 25920 
Punkten. Aus den Lésungen dieses Gleichungssystems miissen*) sich 
nun die Lésungen des urspriinglich vorgelegten Formenproblems — 
die Werthe der Y selbst — rational erhalten lassen, da die homogene 
Substitutionsgruppe der Y mit der zugehdrigen Collineationsgruppe 
holoedrisch isomorph ist (vgl. § 38). Diese Bestimmung wird er- 
moéglicht, wenn wir noch die Form J,, mit heranziehen: mit ihrer 
Hilfe kénnen wir gebrochene Invarianten bilden, welche in den Y 
vom ersten Grad sind, z. B. die folgende: 
J 
(4) t= 34: 
Ist dann ausser a, 6B, y, 0 noch der Werth von € gegeben, so kénnen 
wir die Y selbst folgendermassen berechnen: 
Sei eine Lésung des Gleichungssystems in der Form bekannt: 
(5) Yo: ¥,: Y,: Ys: Yy= mim? Mei ns? Mm, 
so wird die entsprechende Liésung des Formenproblems sein: 
(6) Yo=em, Yi—onm, Yr=em, Yi=enm, Vion, 
wo nur der Factor @ noch zu bestimmen ist. Fiir diesen aber er- 
halten wir aus (4): 


—-. Jam) 
(7) ee eC) 








*) Vgl. Ikosaeder, p. 124, 220. 
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Die bei dieser Auflésung benutzten Gréssen a, B, y, 0, &, € sind 
definirt als rationale Functionen der J; umgekehrt sind aber auch die 
J rational durch jene Gréssen ausdriickbar; wie man unter Benutzung 
der Relation (6) des § 50 erkennt*). 


§ 53. 
Resolventen des Problems der Y. 


Die Auflésung eines Gleichungssystems galt friiher wohl als eine 
wesentlich zusammengesetztere Aufgabe, als die Auflésung eixer einzelnen 
Gleichung. Dem entsprechend pflegte man die Untersuchung eines vor- 
gelegten Gleichungssystems damit zu beginnen, dass man aus demselben 
durch Eliminationsprocesse eine geeignet scheinende Einzelresolveute 
herausschilte; an diese hatten dann die weiteren Entwicklungen an- 
zukniipfen. Man war sich zwar dariiber klar, dass man auch anders 
vorgehen kénne; aber man hielt dieses Verfahren fiir das im Allge- 
meinen zweckmissigste**). In den letzten Jahrzehnten hat sich diese 
Auffassung geindert; es ist vielleicht nicht iiberfliissig, das einmal aus- 
driicklich hervorzuheben, wenn damit auch den speciell algebraischen 
Untersuchungen Nahestehenden sicherlich nichts neues gesagt ist***), 
In der That: diejenigen Fragen, welche gegenwirtig im Vordergrund 
des Interesses stehen: gruppentheoretische Natur der Probleme, Re- 
duction von Problemen mit isomorphen Gruppen auf einander, bezw. 
auf typische Fundamentalirrationalitéten, Beziehung zu transcendenten 
Functionen — alle diese lassen sich fiir ein vorgelegtes Gleichungs- 
system direct angreifen, ohne dass man dasselbe erst durch eine 
Einzelresolvente zu ersetzen brauchte.+) Man wird vielmehr}}) ,,zu- 
nichst untersuchen, mit welcher kleinsten Variabelnzahl man eine 
Gruppe homogener linearer Substitutionen construiren kaun, die mit 
der Gruppe des vorgelegten Problems isomorph ist; dann wird man 
das Formenproblem oder Gleichungssystem aufstellen, welches zu 
dieser Gruppe gehért, und nun versuchen, jenes Problem auf dieses 
zu reduciren“. Ist diese kleinste Variabelnzahl zwei, so fiihrt dieses 
Princip in der That auf Einzelresolventen; ist sie grésser, so wird 
man wohl zu ,,resolvirenden Gleichungssystemen“ gefiihrt, hat aber 


*) Vgl. Ikosaeder, p. 220, Glehgen. (20), (21). 

**) Man vgl. die in dieser Hinsicht charakteristischen Bemerkungen in Serret’s 
Handbuch der Algebra, art, 64 a, K. 

***) Vgl. etwa Kronecker, Monatsber. der Berliner Acad. 1861, p. 609 und 

Klein, Ikosaeder p. 86, p. 95. 

+) Wie steht es in dieser Hinsicht mit der Absonderung der Wurzeln und 
ihrer niherungsweisen Berechnung bei Problemen mit numerischen Daten? 

+t) Klein, Ikosaeder p. 220; vgl. auch die dort citirten friiheren Arbeiten 
desselben , namentlich Bd. 15 dieser Ann., p. 257 (1879). 
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keine Veranlassung, die Betrachtung einer einzelnen resolvirenden 
Function und der Resolventengleichung, der sie geniigt, in den Mittel- 
punkt der Untersuchung zu stellen. Wenn im Folgenden gleichwohl 
einige Resolventen des Problems der Y herangezogen werden, so ge- 
schieht dies nur, um an friihere Arbeiten Anschluss zu gewinnen; eine 
weitergehende Bedeutung soll denselben damit nicht zugesprochen werden. 

Die explicite Aufstellung der Gleichung, welcher eine bestimmte 
resolvirende Function geniigt, wird im Allgemeinen ziemlich ausge- 
dehnte Rechnungen verlangen. Noch verhiiltnissmiissig am wenigsten 
wird das der Fall sein, wenn einmal die Anzahl der Werthe, welche 
die Resolventenfunction bei den Operationen der Gruppe annimmt, 
(der Index der zugehérigen Untergruppe) méglichst klein ist, und 
wenn zugleich der Grad der Function in den Y méglichst niedrig ist; 
wir mégen etwa das Product beider Werthe als anniiherndes Mass der 
zu erwartenden Weitliufigkeiten betrachten. Sehen wir zu, wie sich 
jn dieser Beziehung bei unserm Problem der Y die Verhiiltnisse 
gestalten. 

Die Untergruppe von niedrigstem Index, welche uns begegnet ist, 
war die Gruppe DZ des § 43, vom Index 27. Dieselbe besass eine 
Invariante 4. Grades, von der sich aber herausstellte, dass sie zugleich 
Invariante der Hauptgruppe, also fiir unsere jetzigen Zwecke nicht 
geeignet ist, Die niichst héhere Invariante von Z war das Product 
123455, Vom Grade 5; die Coefficienten der Resolventengleichung, 
welcher dasselbe geniigt, steigen also bis zum Grade 135 in den Y 
an. Ferner hatten wir die Gruppe M des § 44 vom Index 36, und 
die Gruppe G, des § 40, vom Index 40, jede mit einer absoluten 
Invariante 2. Grades; die Coefficienten der zugehérigen Gleichungen 
steigen also bis zum Grade 72, bezw. 80. Ueber die beiden letzten 
Resolventen mégen dementsprechend noch einige Angaben gemacht 
werden; doch sei nicht unerwiihnt gelassen, dass die vorher genaunte 
Resolvente 27. Grades vor ihnen sich dadurch auszeichnet, dass unter 
ibren Coefficienten auch J,, vorkommt, was bei jenen nicht der Fall ist. 


§ 54. 
Die Resolvente 36. Grades der gq. 
Von den Wurzeln gq unserer Resolvente 36. Grades gehen 
(vgl. § 44, Gichg. (8)) 9 aus 
(1) ¥,? + 4eY, ¥, + 40 ¥, ¥, 
dadurch hervor, dass man Y,, Y,, Y,, Y, unter sich vertauscht und 
fiir 4 jedesmal 0, 1, 2 setzt, die 27 andern aus: 


(2) —4(%2+4¥Y,2Y, +42Y,? —42Y, Y,) 
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dadurch, dass man 


Y; Y, 2) Y, 3? Y, 4? 
durch f2,, Oly, 2, orrr"g, 
ersetzt und nun 4, u,v unabhingig von einander die Werthe 0, 1, 2 
durchlaufen lasst. In den symmetrischen Functionen dieser Gréssen 
fallen dann alle diejenigen Glieder weg, welche von A, wu, v abhingen; 
es bleiben also nur diejenigen Glieder tibrig, in welchen nach Heraus- 
nahme einer geeigneten Potenz des Products Y, Y, Y, Y, alle Expo- 
nenten von Y,, Y,, Y;, Y, durch 3 theilbar sind. Die itibrigen 
Glieder braucht man nicht zu berechnen. Es miissen dann diese 
symmetrischen Functionen ganze Functionen von J,, dg, diy, J42) dis 
sein (§ 50), sich also aus denjenigen Verbindungen dieser Gréssen, 
welche den entsprechenden Grad in den Y haben, mit Hilfe rein 


numerischer Coefficienten linear zusammensetzen. So findet man zu- 
nichst fiir die Potenzsummen: 


2q =0, 
=q = 12d,, 
(4) aq = 8J,, 
aq = = J’, 
27° = sal I,J, — ia Jo 


und hieraus mit Hilfe der Newton’schen Formeln folgende Gestalt der 
Anfangsterme der q-Gleichung: 


(4) g—6F,g4*— 3 F.g + 5 I+ (AF IiSe +5 Tin) gt =. 


§ 55. 
Die Resolvente 40. Grades der Y,’. 


In ganz ihnlicher Weise berechnen sich die Anfangsterme der- 
jenigen Resolvente, deren eine Wurzel Y,? ist. Von den 39 iibrigen 
Wurzeln haben’ 12 die Form: 


(1) — i(¥,+2¥,), 

die 27 andern die Form 

(2) 2(¥,+2e¥, 4+ 2e"¥, + 20 ¥, + 2a ¥,) 

(fir a@—=1,2,3,4; 4, 4,v—0, 1, 2). Fir die Wurzelsummen 
ergiebt sich hier:*) 


*) Die Summenzeichen sind wie in § 47 zu verstehen. 
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(3) BY? =0; 
(4) 32BY,! =8Y,!+ 64Y,2Y,3 + 384Y, Y,Y, ¥, 


= 84; 
(5) Q7ZY,® —16Y,° — 320Y,DY,3 — 128 SY,* + 1280S Y,°Y,' 
+ 51602 Y,? Y, ¥, ¥,¥, 


(6) 2432 Y,5 — 280 Y,8 + 4480 Y,5TY,5 + 26880 Y,' Y, Y, Y, Y, 
+ 17920 Y,? 2 Y,° + 35840 Y,? 2 Y,' Y,° 
+ 215040 Y, 2 Y,! Y, Y, Y,+ 645120 Y,? Y,? Y,? Y,? 
= 280J,?; 
(7) 2187 D Y,'° — 2080 Y,'° — 23. 3120 Y,7 2 Y,8 
+ 24.5040 Y,° Y, Y,Y,Y, — 2° - 5460 Y,* 2 Y,° 
+ 2%.4200 Y,! 2 Y,3 Y,8 — 27.25200 Y,° TY,‘ Y, Y, Y, 
+ 28 . 113400 Y,? Y,? Y,.? Y,? Y,? — 2°.260 Y, 2 Y,° 
+ 2°. 840 Y, SY,° Y,° + 2°-16800 Y, SY,' Y,' Y,° 
+ 2.7205 Y,7 Y, Y, Y, + 2'°- 63002 Y,! Y,' Y, ¥, 
= 20807, J, + 768000J,,; 
(8) 19683 YY,'* = 20008 Y,'*+-144320Y,9 X Y,3+ 190080 Y,° Y, Y,Y, Y, 
+ 4849152 Y,°2 Y,° + 1182720 Y,° 2 Y,3 Y,5 
+ 21288960 YZ Y,\4Y,Y,Y,+- 
= 14760J,° + 5248 J,? — 1904640/,,. 
(Die Ausdriicke fir 2Y,', 2Y,°, 2Y,§, LY,"° geben zugleich eine 
Controle der Richtigkeit der in § 47 fiir J,, Jy, Jig angegebenen 
Werthe. Fiir J;,, Jig wiirde die Berechnung auf diesem Wege nicht 
zu empfehlen sein, da man diese Invarianten dabei mit unbequem 


grossen Zahlencoefficienten multiplicirt erhalten wiirde, wie schon 
Formel (8) erkennen lisst). 


Aus diesen Werthen der Potenzsummen der Wurzeln ergeben sich 
die Anfangsglieder unserer Gleichung in folgender Gestalt: 


(9) Y”—< J, Y,"* — PYM + IY,” 
sz (160, J, — 153600J,,) ¥,” 


+ sage (— 8028S, — 1472J,? + 952320J,,) Y,% 


+..-=50, 


Was das absolute Glied unserer Gleichung betrifft, so ist dasselbe, 
wie aus den Erérterungen von § 49 hervorgeht, gleich dem Quadrat 
der dort in Glehg. (11) angegebenen Form Fy). — 
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Es bleibt noch die Frage iibrig, ob die vollstiindige Lisung einer 
der Resolventen dieses oder des vorhergehenden Paragraphen eine mit 
der Liésung ,,des Problems der Y“ vollkommen fquivalente Aufgabe 
ist oder nicht. In dieser Beziehung erkennt man ohne Schwierigkeit 
folgendes: Ist das Problem der Y vorgelegt und hat man dasselbe 
durch eine der genannten Resolventen ersetzt, so kann man nach 
Lésung der letzteren auch die einzelnen Y rational bestimmen, indem 
man zunichst die Verhiltnisse der Y als rationale Functionen der 
Wurzeln der Resolvente und aus diesen die Y selbst wie in § 52 
findet. Gehen wir aber von der Gleichung der Y? oder der q als ge- 
geben aus, so kénnen diese erst dann auf das Problem der Y? zuriick- 
geftihrt werden, wenn man noch J,,, d. h. die Quadratwurzel aus einer 
bestimmten Funtion ihrer Coefficienten, adjungirt*). Diese Adjunction 
muss also vorgenommen werden, wenn die beiden Aufgaben als voll- 
kommen fiquivalent angesehen werden sollen. Bei der in § 53 a. E. 
erwahnten Resolvente 27. Grades ist das anders: dort braucht J,, 


nicht erst adjungirt zu werden, da es unter ihren Coefficienten bereits 
vorkommt**), 


XII. Absehnitt. 
Beziehungen zur Multiplicatorgleichung. 


§ 56. 
Allgemeine Erlauterungen. 


In den 3 letzten Abschnitten sind die Y als unabhiingige Ver- 
anderliche betrachtet und als solche den linearen Substitutionen des § 37 
unterworfen worden. Wir kehren jetzt zur urspriinglichen Auffassung 
zuriick, indem wir die Y wieder als Functionen der v, 1, p,., ihre 
Substitutionen als durch lineare Periodentransformationen hervorge- 
bracht ansehen. Auch mége zuniichst unter m wieder irgend eine un- 
gerade Primzahl verstanden werden. 

Insbesondere wollen wir, um Anschluss an den I. Theil dieser 
Untersuchungen zu gewinnen, die specielle Voraussetzung: 

(1) v, =v, = 0 
eintreten lassen. Dabei reducirt sich Y,? == Xo auf: 
4 — 


(2) tent Ae eae . 


9 (0; mt,,) 
9" (0; t) 





*) Die Sache liegt also hier ganz ebenso, wie bei dem ,,Problem der A‘ 
und der Jacobi’schen Gleichung 6. Grades, (Ikosaeder p. 224). 


**) Vgl. das Verhalten der Resolvente 5. Grades des Problems der A (Ikosaeder 
p. 226). 

















Hyperelliptische Modulfunctionen, II. 9? 1 


also von dem Factor m abgesehen auf eine derjenigen Gréssen, welche 
in L., § 21 ff. als Wurzeln von Maultiplicatorgleichungen betrachtet 
worden sind. Daher muss unsere ,,Resolvente der Y?“ (§ 55) fiir 
v, =v, = 0 mit jener Multiplicatorgleichung identisch werden; diese 
Uebereinstimmung wollen wir nun noch im Einzelnen nachweisen. 

Zu diesem Zwecke multipliciren wir zunichst alle y mit dem ge- 
meinsamen Nenner und schreiben: 

1 


(3) (Yap) = Yap VO" =c-'p,, * P(t ABT ya, OT, yt y25 MT}, MTj2, NT 2); 


die Invarianten, welche aus diesen (y) ebenso gebildet sind, wie die 
J aus den Y, bezeichnen wir mit (i). Von diesen Invarianten (?) 
gelten dann ganz dieselben Entwicklungen, welche in I, § 24—26 


fiir die Coefficienten der Multiplicatorgleichung fir VD durchgefiihrt 
worden sind. Fihrt man daher wieder die beiden cubischen biniren 
Formen g, w ein, welche in der algebraischen Definition der zur 
Bildung der X,, benutzten (urspriinglichen) Sigma-, resp. Theta- 
functionen auftreten*), so kann man folgenden Satz aussprechen: 

Jede Invariante (i) ist ein Product aus einer rationalen ganzen 
symmetrischen Invariante von p und w in eine Potenz von VD, deren 
Exponent B mit dem Grade « der Invariante in den (y) durch die 
Congruenz 

a + 58 = 0 (mod. 8) 

verbunden ist. Beim Zusammenriicken der Nullstellen von gp und w 
werden die (i) in der a. a. O. p. 429, 430 néiher angegebenen Weise 
unendlich klein. 

Es folgt hieraus und aus den Entwicklungen von (I), dass sich 

1 1 8 . 

(i,), (ig), (iyo) bezw. von D*, BD*, BD* nur je um einen Zahlen- 
factor unterscheiden kénnen, wihrend (i,.) von der Form 


1 
D* (aD + BE + y B) 
sein muss. Fiir (7,,) wiirden wir einen analogen Schluss machen kénnen, 
wenn in (I) die Entwicklung weit genug durchgefiihrt wiire, 

Zu bemerken ist tibrigens, dass die 5 Gréssen (¢,), (%), (¢49), (é42), 
(i;;) mur von den 4 unabhingigen Verinderlichen p,,, t,, Tj.) To» 
abhiingen; es muss also zwischen ilnen eine Relation bestehen, und 
es geht aus dem eben Gesagten hervor, dass diese die Form: 

(4) A(is) (4) + (to) = 0 


haben muss. 


*) Vgl. Klein, dieser Ann. Bd, 27, p. 487; Grundz, § 24— 27, 
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§ 57. 
Reihenentwicklungen der Invarianten. 

Um die im vorigen Paragraphen noch unbestimmt gebliebenen 
numerischen Coefficienten zu bestimmen, bedienen wir uns der Reihen- 
entwicklungen nach Potenzen von p, qg, 7; die Potenzen von c)p,,, 
welche iiberall noch beizufiigen wiren, mégen dabei wie in (I) als 


selbstverstiindlich weggelassen werden. Man erhiilt zuniichst folgende 
Entwicklungen der (y): f 


(Yo) = 1+ 2(p? + 7°) +-->5 
y)=p {14+ p+P@+e% +--+}; 


1 


(1) (4) =r" +r ea +o) +--+}; 
w=" r | +a en ie eee 


4 4 8 

w= fo "4 pat rq tprg ?+-- 4: 
(Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind in p, r von hodherer 
als der dritten, bei (y,) von héherer als der 4. Ordnung). Aus diesen 
Werthen erhalt man fiir die Invarianten die Entwicklungen: 


(4) = 1+ 8(p + 1) + 24(p? + 9”) + 32pr + 32(p* + 1°) 
+ O(p?r + pr’) + ~— + rf) — 128(p*r + pr’) 
— 192p?r? ++ 8prs?+.---; 
(2) (ig) = 1 — 20(p + r) — 68(p? + 1°) + 480 pr — 96(p* + 7°) 
— 400(p?r + pr?) — © + r*) + O(p'r + pr’) 
+ 784p*r? — 20prs? +.---; 
(i42) = 8pr — 32(p*r + pr?) — 32( pir + pr*) + 168p?r? + -- 
(i,_) = Gp?r? + ---; 
(hier sind die nur durch Punkte angedeuteten Glieder von hoherer als 
der 4. Ordnung in p,r und s=q-+q-"). Fiir (i,.) dagegen findet 
man, dass es keine Glieder von vierter oder niedrigerer Ordnung ent- 
halt; daraus folgt zunichst: 
Die Relation (§ 56, (4)) , welche ewischen den 5 Grissen (y) be- 
stehen muss, ist einfach: 
(3) (io) = 0. 
Ausserdem aber ergiebt die Vergleichung der Entwicklungen (2) mit 
den in (I), § 17 enthaltenen die folgenden Gleichungen: 
5 1 


1 1 
(4) (4) = 3°D* ; (ig) = 3° BD*; (iy) = 3'2%ED*. 








a 
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Setzt man diese Werthe und ausserdem «x fiir (y,)? /3 in die Gleichung 
(9) von § 55 ein, so erhalt man: 


1 1 3 
5) a 4. +—108 D® 28 — 16 BD‘ «574-3942 Da*+-480B D* x 


1 
+ D* (—216756 D — 13248 B? + 90280 FE) 234+ ... = 0. 
Die 6 ersten Glieder stimmen hier mit der Schlussgleichung von I, 
§ 28 iiberein, das folgende tritt neu hinzu. Setzt man ferner noch*): 


s 
4 


6) 6) ae 


gio ? 


so erhilt man fiir das absolute Glied der ~-Gleichung aus § 49, (11) 
den Werth: 


(7) =; D*(3(3°D — 2*E) — 2 BZ)’, 


was wegen B = 2J*— 9T mit dem in (I), § 29 angegebenen Werth 
iibereinstimmt**), Damit ist also auch der oben (4) noch fehlende 
Werth von (%,,) bestimmt. 

Durch diese Entwicklungen sind die Resultate von I aufs neue 
bestiitigt. 


§ 58. 
Die Invariante (i,;). 


Es bleibt noch iibrig, die Invariante (¢,,) durch die Simultan- 
invarianten von g und y auszudriicken. Zu diesem Zwecke gehen 
wir davon aus, dass fiir t,,—t,.  (y,) — (y,), also auch (¢,,) — 0 
wird. Aus den Entwicklungen von Herrn Bolza***) geht aber her- 
vor, dass fiir t,,—=7,. die sechs Grundpunkte von f= gy in In- 
volution liegen miissen, und zwar so, dass jedes Paar der Involution 
sowohl von g, als von w einen Grundpunkt enthilt. Nun ist die Be- 
dingung hiefiir das Verschwinden einer alternirenden Invariante sechsten 
Grades; die einzige alternirende Invariante sechsten Grades von 
und # ist aber nach (I), § 12: 


(1) G, = PS? — RE. 


Dieses G, (zu irgend einer Potenz erhoben) muss also jedenfalls ein 
*) Im Auszug in den Gétt. Nachr. steht falschlich 3° statt 3'. 
**) In (I) § 20, Glchg, (5) ist das Vorzeichen von DE zu dndern. 
***) On Binary Sextics with Linear Transformations into Themselves, American 
Journ, of Mathem. Bd. 10, p. 47 ff. (1887); vgl. insbes, p, 64, 66. (Ein Auszug 
aus dieser Abhandlung findet sich in Bd. 30 dieser Ann.), — Die Bezeichnung der 


Verzweigungspunkte und Querschnitte ist in (I) dieselbe wie bei Bolza, nur steht 
in (1) @ fiir B’s a,. 
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Factor von (%,,) sein; und aus der Irreducibilitit dieser letzterea Form 

jm Rationalitatsbereich der Invarianten J folgt, dass sie ausserdem nur 

noch Potenzen von St und D zu Factoren haben kann. Mit Riicksicht 

auf den Satz von § 56 folgt hieraus, dass (i,,) von der Form sein muss: 
7 


Y+5 
(2) (is) =e Ge RF-D *, 
unter @, 8B, y ganze Zahlen verstanden, die der Gleichung 
(3) 12@ +68 + 8y = 38 


geniigen miissen. Diese Gleichung besitzt zwei Lisungen, die in 
Betracht kommen kénnten, niimlich: 

aol, p=3, y=! 
und: 

a=2, B=1, yl. 
Von diesen kann aber nur die erste hier statthaben; denn aus der 
zweiten wiirde sich fiir (¢,;) ein Ausdruck ergeben, dessen Quadrat 
nicht rational und ganz durch (%,), (¢,), (2), (%,) ausdriickbar wiire, 
wie es doch nach § 50 a. E. sein muss. Es ist also, bis auf cinen 


numerischen Factor, (i,,) gleich: 
15 


(4) (PS? — RE). K. D®. 


Damit seien diese Betrachtungen vorliiufig abgeschlossen ; in einem 
dritten Theil soll noch die Gruppe der Z behandelt werden. 


Gottingen, November 1890. 


—— 














Ueber einige besondere Falle der linearen Differentialgleichung 
'zgweiter Ordnung mit linearen Coefficienten. 


Von 


L. PocuHaMmeErR in Kiel. 


§ 1. 
Bei der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen 
Coefficienten 
a? d 
(1) (Apz+B Te + (A,2+B,) 3% + (A,2+ B,)y = 0, 


die sich nach der von Euler*) angegebenen Methode mittelst bestimmter 
Integrale lésen lisst, sind bekanntlich zunichst die zwei Fille zu unter- 
scheiden, ob A, von Null verschieden, oder ob A, gleich Null ist. 
Hat A, einen von Null verschiedenen Werth, so wird die Gleichung 


(1) durch die Substitution 2 = a — #e auf eine Gleichung 
0 








(2) af OY + (aya! + d,) 2% + (ana +b.) y = 0, 


in der a, @,, b,, 6, constant sind, reducirt, wihrend im Falle A, = 0 
durch Division mit B, eine Gleichung von der Form 


(3) FY + (a, a + 0,) 4% + (aa + b,) y= 0 


erhalten wird. 
In (2) setzt man 


(4) y= Y, 
wodurch fiir Y die Differentialgleichung 
a! se ¥ 
(5) af OX 4 [saa +b,)4% 4 [(e2+0,8+a,)2’-+b,s-+b,] Y=0 


entsteht, und bestimmt die Constante s durch 
(6) s? + as + a, = 0. 


*) Institutiones calculi integralis, Vol, If, Cap. X. art. 1036, 
Mathematische Annalen, XXXVI1II. 15 
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Ist s keine Doppelwurzel von (6), also 2s + a, von Null verschieden, 
so ergiebt sich aus (5) durch die Substitution 


, a” 
ME 
2s+a 
die Gleichung 
— —_—- ar, eth » 
age — (8 — 0) Gor + sepa, & 


welche, wenn x”, Y wieder durch 2, y ersetzt, und «, ¢@ als die Constanten 


bs +b va 
gefa,? Om 4 





definirt werden, die Gestalt 


ad? d 
cSt = («— e) oh + ay 


annimmt. Hat die Gleichung (6) dagegen eine Doppelwurzel s—= -—- a : 
2 
(also a, = “), so substituirt man in (5) 
jn - x 
‘ _ bs + by 
und erhalt hierdurch, wenn schliesslich 7, y, 9 statt 2’, Y, b, ge- 
schrieben wird, die Gleichung 


(8) Ft +e 3% —y=0. 


Die Constante 6,s + 6, darf als verschieden von Null angesehen 
werden, da die Gleichung (5) sonst in dem betrachteten Falle auf 
eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung zuriickkommt. 

Aus der obigen Rechnung folgt, dass die Differentialgleichung (1) 
sich stets auf eine der drei Formen (7), (8), (3) reduciren lisst. Die 
Gleichung (7) hat der Verfasser in einem im 36'" Bande dieser Annalen 
verdffentlichten Aufsatze*) behandelt. Es ergab sich, dass die Gleichung 
(7) durch bestimmte Integrale befriedigt wird, welche fiir beliebige 
Werthe der Constanten a und @ einen Sinn behalten. Die nach- 
stehenden Untersuchungen fiihren zu einem ahnlichen Resultat in Bezug 
auf die Gleichungen (8) und (3), indem Lésungen der letzteren Glei- 
chungen in Gestalt bestimmter Integrale, die allgemein convergent 
sind, abgeleitet werden. Geht man von den bestimmten Integralen 
zu den Potenzreihen tiber, so treten die zuerst von Hankel**) be- 
trachteten Modificationen der Euler’schen Integrale als Factoren bei 
den Reihenentwickelungen auf. 





*) Ueber die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen 
Coefficienten. 
**) Schlémilch’s Zeitschrift fiir Math, u. Phys, Bd. 9, pag. 12, 1864. 
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Die Constante @ wird in (8) — wie hinsichtlich (7) auch in der 
soeben genannten Arbeit (in Bd. 36) geschieht — als nicht ganzzahlig 
vorausgesetzt. Hierdurch bleibt der Fall, dass die Differentialgleichung 
ein logarithmisches particulires Integral besitzt, von der Betrachtung 
ausgeschlossen. 

Auch die Gleichungen (8) und (3) lassen sich, wie Weiler*) ge- 
zeigt hat, durch gewisse Substitutionen auf die Form (7) zuriickfihren. 
Im Allgemeinen wird es indessen zweckmissiger sein, diese Reduction 
nicht vorzunehmen. Denn dieselbe liefert (von speciellen Fallen ab- 
gesehen) weniger einfache Integralausdriicke, als sich bei der directen 
Behandlung von (8) und (3) ergeben. Die Substitution, durch welche 
nach Weiler die Gleichung (8) auf a Form (7) gebracht wird, 

a—=(*), ye “4 ae, 

hat ausserdem, wie man leicht sieht, den Nachtheil, dass aus den 
Hauptintegralen von (7) nicht die Hauptintegrale von (8) erhalten 
werden. Noch weniger diirfte sich bei der Gleichung (3) die Reduction 
auf die Gleichung (7) empfehlen, da der Punkt «=O zwar fiir (7), 
nicht aber fiir (3) ein singulirer ist; es wird mithin durch das 
Weiler’sche Verfahren, gewissermassen willkiirlich, ein neuer singu- 
lirer Punkt in die Differentialgleichung (3) eingefiihrt. 

Die Gleichung (8) ist in den nachstehenden §§ 2—4, die Gleichung 
(3) in § 5 behandelt worden. Man setzt in die Gleichung (8) ein 


Integral von der Form J U(u — x du fir y ein und bestimmt U 


als Function von w durch eine einfachere lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Der Gleichung (3) geniigen bekanntlich, wenn 
a, = 0 ist, Functionen von wesentlich anderem Charakter, als wenn 
a, von Null verschieden ist; hinsichtlich des Falles a, =O wird auf 
einen nachfolgenden Aufsatz**) verwiesen. 

In der oben erwihnten Arbeit im 36'" Bande dieser Annalen ist 
fiir die unendliche Reihe 

a a(a+l a(a+ 1) (a+ 2) 
tay ttreetn @ + iseri@ry et 

die abgekiirzte Benennung F(a; @; 2) angewendet worden. Analog 
wird im eee durch (9; 2) die unendliche Reihe 


a as 
al + Teeth TT eet very tT 











*) ,,Integration der linearen Differentialgleichungen etc.“, Crelle’s Journal, 
Bd. 51, 1856, pag. 127— 129. 
**) ,,Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung n'** Ordnung“, dieser 
Band, pag. 247. 


15* 
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§ 2. 
Setzt man in die ee ee 
(8) cbt + 0 42 ; — 0 
fiir y das bestimmte Integral 
h 
(9) y= fu — 2) Udu 


ein, wo U von wu allein abhingt, 4, 9 Constanten bedeuten, und h 
entweder constant oder gleich x ist, so ergiebt sich die Gleichung 


A 
A(a— nf (u—a) uT du 
uy u 
—ie+a—0)f, (w—a)-! Udu -f (w—ay Udu 
Mittelst der Formel der theilweisen Integration findet man 
a ¥ A-1 UO du = [ Foy “ pS a 
|, (u — 2) u = [(u—z2) | Mh , ay a ae 


und durch zweimalige Anwendung derselben Formel 
h 
ra—v f (u—2zyY-2?uU du 
=—[A(u—a)41 00 — (u— xy eT ~+f (u— —x) d* fer) du | 
I 
I 


= 0, 


Wird also durch WM der Ausdruck 


M = A(u—2y— wU — (u— ay {9% 4+ (9 4a—1) Uf 
bezeichnet, so folgt aus (8) die Gleichung 
u=h . d?(uU) aU i 
(myn + f"u—ap {PUD 4 Ce +a—1) $4 — Vfdu =o. 
Die Grésse U werde als Function von uw durch die Differentialgleichung 


(10) we) +(e ta—1) 42 —-U=0 


~ du 


renee 


bestimmt. Dann ist das Integral (9) eine particuliire Lésung von (8), 
unter der Bedingung, dass die Grenzen g und h so gewiihlt werden, dass 
(11) (M).—. — (M)v=, = 9 
ist. 

Aus (10) erhalt man durch die Substitution « = ¢? die Gleichung 


d?(tU ¢ dU 
oe +(e +24 —1) 4 —4tU =0, 


die, wenn 








——_———sewanese. 


ae 
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(12) 2o+24—-1=—0, A= >— 9 


genommen wird, in eine lineare Differentialgleichung fiir ¢U mit con- 
stanten Coefficienten iibergeht. Es ist hiernach 


tU — C, e* Lt C,e-**, 
also 


(13) U= w {C,2Ve + C,e-2Ve} | 


wo C, und ©, willkiirliche Constanten bedeuten. Fiir U sollen nach 
einander die zwei Ausdriicke 


(14) = y= (eV + eV) 
Vu 
und 
a 1 — 
(15) U= b 1 e—2Vu 


angewendet werden, die aus (13) fiir C,;—=C,—1, resp. C, =0 
C, = 1 entstehen. Die Grésse M hat, wenn fiir U die Function (14) 
gesetzt wird, den Werth 


(Fe) u—2) ® “Yu(eve + eV) 
— (w— a2)? “(@Ve — -2¥i), 


(16) M 


und, wenn U gleich der Function (15) ist, den Werth 


we es 
(17) Me em (2 e)(u—2) * “Ya+u—a)? |. 
Man nehme zunichst den reellen Bestandtheil der Constante 


; + als negativ an. Dann haben die Summen (16) und (17) fiir 


uw =a den Werth Null. Der Ausdruck (16) verschwindet ausserdem 
fiir «= 0, so dass die Bedingung (11), wenn U gleich der Function 


(14) ist, durch die Werthe g = 0, h =~ befriedigt wird. Demnach 
stellt das bestimmte Integral 


1 
ae 8a 57e du 
(18) forms evy war's 
eine particulaére Lésung der Differentialgleichung (8) dar. Der Aus- 
druck (17) verschwindet fiir «—= oo, unter der Voraussetzung, dass 
bei Yu das positive Vorzeichen gewahlt werde, so dass der Exponent, 
von ¢ negativ ist. Man kann daher bei Anwendung der Function (15) 


den Werth oo als Integralgrenze in (9) nehmen, worauf in § 4 niher 
eingegangen wird, 
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Integrirt man die Gleichung (8) durch eine Potenzreihe 
y= a yet + yore? +s, 


so ergeben sich die particuliren — 


ere eee 5 - 
oa S(e3 7) = 1+ 1.@ rs 2. aay + 1.2.3.e(e-+1)(e+2) 2 
un 


(20) ate F(2—9; «) = atefl + FP + crecjece tot 








Der Ausdruck (19) ist das eindeutige, der Ausdruck (20) das mehr- 
deutige Hauptintegral der Gleichung (8). Die Reihen §(9;) und 
*(2—; 2) haben, da die Constante g als nicht ganzzahlig voraus- 
gesetzt wird, fiir jedes endliche x einen bestimmten endlichen Werth. 
Von der Reihe (20) unterscheidet sich nun, wie gezeigt werden soll, 
das Integral (18) nur durch einen constanten Factor. 

Man wendet auf das Integral (18), als dessen Integrationsweg die 
vom Punkte 0 zum Punkte x gezogene Gerade gewihlt werden mige, 
die Substitution «— wa an, wodurch dasselbe sich in den Ausdruck 


1 


= —_ a -— 
(—1)* ‘ate, (2Ver4 e-2Vwr)yw * (1—w)?* * dw 


verwandelt. Da aber 





— a ‘ ae LT 24 w g2 2?” ¥ 
QV 4. ¢ Wet nn 8 {1+ ey Me +..-4 Sees | 
ist, so entsteht aus (18) die Reihe 
92 
E(5, > oy —e)+- od * E(;, 3 Oe e) | 


2? 
e $22 Blogs, <—e)+ oe 
wo durch E(p, q) das Euler’sche Integral erster Art 





1 
3(-1)* ‘2* 





ix. 
E(p, q) — |, w?-l(1—w)2-! dw 


bezeichnet wird. Der allgemeine Term dieser Reihe geht nach Be- 
nutzung der Formel 


‘2 1.3.5...(2»—1) 1 3 
Elv+—, +--e)= — E\(~, =—- 
( T22 e) 2” (2—@) (8—e)... (2+1—@) 22 e) 





in den Quotienten 


1 
2(—1)? “git w > e-e) 
1.2.3....(2—-e) (3 —@)...(»+1—¢e) 





| 


we Ae emer, 


a” 





Se rwersecn ne 


} 


+ Pe ae eames 
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1 
iiber, in welchem man den Factor (— 1)* , fortzulassen hat, falls in 


1 a 
(18) die Potenz (w — 2)” * durch (a —u)? * orsetat wird. Man er- 
hilt daher die Gleichung 


f “(@Ve + 6-2¥%) (@ — u)? ° ve 


=2E(>, $—¢) ae F2—9; 2). 


: 


(21) 


Es wurde bisher angenommen, dass der reelle Bestandtheil der 
Constante @ unterhalb des Werthes — S liege. Die Convergenz des 
Integrals (18) erfordert jedoch nur, dass der reelle Theil von g kleiner 


als + sei; ebenso wird in der Gleichung (21) nur 9g < 4 vorausgesetzt. 


Die letztere Gleichung zeigt, dass das Integral (18), sobald es iiber- 
haupt einen Sinn hat, der Differentialgleichung (8) genitigt. Daher 


1 
2? 


wird die mehrdeutige Hauptlésung von (8) nicht nur im Fall @e << — 


| oo 


sondern auch im Fall — + <oe< durch das Integral (18) an- 


BY 
gegeben. 


§ 3. 

In (18) wurde eine gerade Linie als Integrationsweg angewendet. 
Indem man dieselbe durch eine geschlossene Curve ersetzt, erhilt man 
eine allgemein giiltige Darstellung der mehrdeutigen Hauptlésung von 
(8) durch ein bestimmtes Integral. 

Man wihle fiir das Integral (9), nachdem fiir U die Function 
(14) und fiir 4 der Werth (12) gesetzt worden sind, als Integrationsweg 
eine geschlossene, sich selbst nicht schneidende Curve, die im Null- 
punkt beginnt und endigt und den Punkt « umschliesst. Das hier- 
durch entstehende Integral, welches kurz durch 

oni 1 
9s “eve 4 ¢-2Ve) (y— a)? ° oe 
(22) J, (2V« + e-2V«) (u— 2) Va 
bezeichnet wird, ist, da der Bedingung (11) Gentige geschieht, eine 
particulire Lésung der Gleichung (8). Es werde wiederum u = wx 
substituirt, und an Stelle von eV“* + e-?¥~e die in § 2 genannte 
Reihe eingefiihrt. Dann findet man fiir das Integral (22) die Ent- 


wickelung 

6 ‘ a) 2? 2ta* 2?” 4 r Y 

Qe! 1G, + Fe G, + “< Got ess + Tis Gy+-:: 4, 
in der G, das constante Integral 
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Pau) rs ; 


G, = » @ (w—1)? ‘dw 


bedeutet. Die Grésse G, gehért zu den von Hankel definirten Inte- 

gralen, die sich von den entsprechenden Euler’schen Integralen nur 

durch den geschlossenen Integrationsweg unterscheiden, Der Inte- 

grationsweg von G,, der vom Punkte 0 ausgeht und den Punkt 1 um- 

schliesst, schneide die positive reelle Axe in einem Punkte w= y. 
1 


Man setzt fest, dass in letzerem Punkte die Potenzen wo? und 


: voshs 2 ~ 9) 108 (y—1) 
w— 1)? *+ die Werthe e| x) wer und At e) wate haben sollen, 


in denen log y und log(y — 1) reell sind. Dann ist, bei Anwendung 
der vom Verfasser in § 2 des Aufsatzes ,,Zur Theorie der Euler’schen 
Integrale“ angegebenen ae neagectnll 


G,= Ets ?? 7 —e); 
oder, wenn die Formel (I. c., pag. 511) 





= a(a+1)...(a+%—1) , 
E(a+», 6) = GyH@+b+i)...@+b+y—1 2, >) 


beriicksichtigt wird, 
ay. 5 1.8.5...(2v—1) _ 
G, = 2” (2—¢)(3—e).. .(»+1—e@) EG. + 2 @): 


Hierdurch erhailt man fiir das Integral (22), in welchem @ eine be- 
liebige Constante sein darf, die zu (21) analoge Gleichung 





(23) J (eVe + 1¥) (u— ay? Va 
= 2E(> »=—e) x-¢ F(2—o; 2). 


Von der in § 1 gemachten Voraussetzung, dass die Constante @ nicht 
ganzzahlig sein soll, kann hier insofern abgesehen werden, als die 
Gleichungen (21) und (23) — wie die obige Rechnung zeigt — auch 
in dem Falle giiltig bleiben, wo @ gleich 1, 0 oder einer negativen 
ganzen Zahl ist. Man bemerke ferner, dass wenn fiir @ eine positive 
ganze Zahl m, die. grésser als 1 ist, gesetzt wird, das Integral (22) 
bis auf einen constanten Factor mit der Reihe (19) itbereinstimmt, 
Denn die Grosse E(a, b) verschwindet, sowohl wenn b eine positive 
ganze Zahl, als auch wenn a+b eine negative, ganze Zahl oder 
Null ist (1. c. pag. 511 und 512). Im Falle g@ =m hat also die 





*) Diese Annalen, Bd. 35, pag. 510, Gleichung (24). 
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Constante G,, =E(v+-, <—m), da a+b) gleich » + 2 — m 
wird, den Werth Null fiir »—0,1,2,..., m—2. Indem man im 
Uebrigen v = m— 1-+ w setzt, findet man (fiir ¢ — 0, 1, 2, etc.) 
7 1 3 
G, = Gnt4, = E(m—>+u, >—m) 


(2m —1) (2m+1)...(2m+2u—3) = 1 3 
i 1.2.3...6. 2H E(m—+, 7-*) 





oder, wegen E(a, b) = E(a, 1—a—b) und E(a, 0) = 2zi, 
Oa (2m — 1) (2m+1)...(2m+2u—3) 2xt ‘ 


1.2.38...@ Q' 





Mithin ist 
2?” G Q2m—2 Qni 
Qo)! 7" ~ Qm—2)! pw! mm+i)...(m+e—l) 

Hieraus folgt aber, dass das Integral (22) sich fiir @—m in das 


2 ° 
Product aus der Reihe §(m; 2) und der Constante ai verwandelt, 


Die Integrale (18) und (22) wurden aus (9) erhalten, indem man 
fiir U den Ausdruck (14) einsetzte. Dieselben kénnen jedoch auch 
als Integrale von der Form (9), in denen U den Werth (15), 


4 eV, hat, geschrieben werden, wenn man die Integrationswege 
u 


in gewisser Weise andert. Man nenne zur Abkiirzung (wu, 2) die 
Function 








e 1 
Vu 
und integrire dieselbe nach wv lings einer geschlossenen, vom Punkte x 


ausgehenden Curve, welche den Nullpunkt umschliesst. Das hierdurch 
entstehende Integral 


- *(0) 
(25) I P(u, x) du, 
bei welchem 9 < 2 vorausgesetzt wird, ist, abgesehen vom Vor- ~ 


zeichen, mit dem Integral (18) identisch, Denn wenn man um den 
Nullpunkt einen unendlich kleinen Kreis ® legt und vom Punkte z 
eine Gerade zu einem Punkte » dieses Kreises zieht, so kann der Inte- 
grationsweg des Integrals (25) durch die gerade Strecke zy, den Kreis 
R und die Strecke pa ersetzt werden. Das Integral lings des Kreises 
& ist aber verschwindend klein, und da die Grésse Yu durch den 
Umlauf um den Nullpunkt den Factor —1 aufnimmt, so ist das 
Integral (25) in der That gleich dem Ausdruck 


. ; 
Pies vert gop a 


1 
(24) D(w, v2) = eV" (yu — x)? 
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Man bilde ferner ‘(nach § 1 der Abh. ,,Ueber ein Integral mit doppeltem 
Umlauf“ in Bd. 35 dieser Annalen) das geschlossene Integral 


(xz, 0,2—,0—) 
(26) ¥ M(u, x) du, 


dessen Integrationsweg von einem beliebigen Punkte ¢ ausgeht und 
nach je einem positiven Umlauf um den Punkt x und um den Punkt 0 
auch einen negativen Umlauf um den Punkt 2 und einen negativen 
Umlauf um den Punkt 0 enthalt. Der Bedingung (11) wird bei An- 
wendung dieses Integrationsweges geniigt. Der Werth des Integrals 
(26) hangt, da der schliessliche Werth der zu integrirenden Function 
mit dem Anfangswerthe derselben tibereinstimmt, von der Wahl der 
unteren Integralgrenze nicht ab. Man kann daber den Punkt ¢ durch 
den zuvor genannten Punkt », der dem Nullpunkte unendlich nahe 
ist, ersetzen und fiir die zwei Umliufe um den Nullpunkt den kleinen 
Kreis ® benutzen; dann liefern letztere nur einen unendlich kleinen 


1 
Beitrag zu dem betrachteten Integral. Die Potenz (u—2)” * hat im 
Endpunkte des negativen Umlaufes um den Punkt « ihren anfing- 
lichen Werth wiedererlangt, so dass, wenn unter Hinzufiigung des 
Factors — 1 die Richtung dieses Umlaufes in die positive verwandelt 


1 
wird, fiir («—2)?* ” dieselben Werthe wie bei dem positiven Umlauf 
um x zur Anwendung kommen. Dagegen hat sich bei )/w durch den 
dazwischen liegenden Umlauf um den Nullpunkt das Vorzeichen geindert. 
Demnach ist das Integral (26) mit dem Ausdruck 


= 1 
(x) ae ae 
—2 Vu Vu _7)\? * ae 
Ser erFau—ay 


d. h. mit (22) identisch. 


g 4. 


Um die eindeutige Hauptlésung der Differentialgleichung (8) durch 
ein Integral von der Form (9) darzustellen, wendet man, nachdem fiir 
U die Function (15) substituirt ist, fiir (9) einen geschlossenen, vom 
unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe ausgehenden 
Integrationsweg an. 

Es werde um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein Kreis 2 gelegt, 
dessen Radius J grésser als mod. @ ist, so dass die Verbindungslinie 
der Punkte 0 und z, welche X% heissen mége, innerhalb & liegt. Der 
Schnittpunkt des Kreises 2 mit der positiven reellen Axe wird » 
genannt. Man bilde nun ein Integral der Function ®(u, x) in der 








Py thee iat 


tee ee 
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Art, dass die Variable « zuniichst die positive reelle Axe von oo bis 
zum Punkte », hierauf zweimal hintereinander den Kreis 2 in positiver 
Drehungsrichtung durchliuft und sodann vom Punkte » langs der 
positiven reellen Axe zum Werthe oo zuriickkehrt. Zugleich wird 








qs ——" .- 
Va lp > 
Fig. 1. 


bestimmt (cfr. § 2), dass an der unteren Integralgrenze das positive 


Vorzeichen bei //u genommen werde. Man wendet fiir das so definirte 
Integral, da der Integrationsweg zwei positive Umliufe um die Linie % 
enthilt, die abgekiirzte Bezeichnung 


1 
(27) t e-2Vi(u—z)? * kJ 
© Vu 
an. Das Integral (27) ist convergent; denn wegen der zweimaligen 
Umkreisung des Nullpunktes gilt auch in dem letzten Abschnitt des 
Integrationsweges das positive Vorzeichen fiir //w, so dass die Ex- 
ponentialgrésse e~*V* sich dem Werthe Null niahert. Fir die Potenz 


(u—a)? ° kann in (27), weil mod. w in jedem Punkte des Integrations- 
weges grésser als mod. x ist, die Reihe 


Q 


ee ai 
(u—az)> =u” (i—sy 


=f G-9) 24-0) 4-9) S44 


eingesetzt werden. Dann treten die Potenzen von x vor die Integral- 
zeichen, und es bleibt als singulirer Werth der zu integrirenden 
Functionen nur der Werth u = 0 tibrig. Auf diese Weise erhilt man 
fir das Integral (27), da der Binomialcoefficient ( - e), als der 
Quotient 
(sp Ser Ree ees: eee 
Q”-1-2-B---” 


geschrieben werden kann, die Reihenentwickelung 
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ao Prceereear- 
) 


(2e—1)(2e+1)(29+3)--- (2e+2v—3) x\ : 
Li heros HS) +++ inf. 


woselbst H, das constante Integral 








(0, 0) we 
(29) H, = ff. e—2Vu y-e—" du 


bedeutet. In dem Integral H,, dessen Integrationsweg mit dem des 
Integrals (27) tibereinstimmt, werde 


Vint, ern e() a 


gesetzt. Dann nimmt die Variable ¢ in dem ersten Theil des Integrations- 
weges, welcher den Werthen der Variable « von + oo bis + 1 ent- 
spricht, die Werthe von + co bis +2) an. Wihrend w den 
Kreis @ zweimal durchliuft, legt ¢ den Kreis mit dem Radius 2/1 
einmal zuriick, und in dem letzten Theil des Integrationsweges kommen 


bei ¢ wiederum die reellen positiven Werthe zwischen + 2/7 und 
+ co vor. Demgemiiss ist 


(29a) H, = arctan f emt etter, 


Es wird nun nach § 3 des Aufsatzes des Verfassers ,,Zur Theorie der 
Euler’schen Integrale“ im 35'" Bande dieser Annalen (Gleichung (34)) 
durch F(a) das geschlossene Integral 


(30) F(a) = eonia  eite—tat 


bezeichnet, dessen Integrationsweg derselbe wie bei dem Integral (29a) 
ist. Die in dem Integral F(a) (welches sich von dem entsprechenden 
Hankel’schen Integral nur formell unterscheidet) vorkommende Potenz 
t¢-! wird dadurch niaher bestimmt, dass in dem ersten Theil des Inte- 
grationsweges fiir ¢-' der Werth e(¢-lst, in welchem log ¢ den 
reellen Logarithmus bedeutet, anzuwenden ist. Indem man in dem 
Integral H, die analoge Bestimmung fiir die Poteuz ¢'-?e-®” gelten 
lisst, hat man, da e**(@-%e—-) — e—2ie ist, die Gleichung 


(31) H, = 22e+2+—1 e-2nie F (229 —2y). 


Man nehme zuniichst an, dass 2 — 29 keine positive ganze Zahl sei. 
Dann folgt aus der Formel 
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- T (a) 
1) (a—1) (a—2) -- - (a—n) 





(32) T(a—n) =(— 


(l. c. pag. 515), wenn » = 2y gesetzt wird, fir H, der Werth 


92 e+2r—1 e~ 2Hi9 T (2—2¢) 
me Hy = =i) Beef i) BeF2>—2) 


In dem allgemeinen Term der Reihe (28) heben sich, wenn dieser 
Werth von H, eingefiihrt wird, die Factoren 29 —1, 29+1, 


20 +3,:..,29@-+2v —3 und 2° fort, wodurch die Reihe (28) sich 
in den Ausdruck 





+ aie ee as 
premte2o| is. 1 Gere 





a” 
Ter eeF ere) t* 
verwandelt. Also besteht fiir das Integral (27) die Gleichung 


1 
(33) i e-2 Vu (u —a)* @ nn 920-1 o— anie (2— 29) %(0; 2). 


Das vollstiindige Integral der Differentialgleichung (8) kann dem- 
nach, wenn man fiir die mehrdeutige Hauptlésung die Form (26) an- 
wendet, durch die Summe 


7 (u, X) /*(w, 0,2 —,0—) 
(34) C; f O(u, x)du + C, f D(u, x) du 


dargestellt werden, in der ®(u, 2) die Function (24) bedeutet, wihrend 
(, und C, willkiirliche Constanten sind. 


In (33) wurde vorausgesetzt, dass die Constante 2 —2@ keine 
positive ganze Zahl sei, d. h. dass @ weder die Form +7 m, noch 
die Form — m habe, wo unter m eine positive ganze Zahl oder der 
Werth Null verstanden wird. Ist @=— — m, so beginnt die Reihe (28) — 
mit der (m-+-1)'" Potenz von 2. Denn das Integral f(a) stimmt fiir 
positive Argumente a mit dem Producte 

(e*#¢ — e~*ie)[ (qa) = 2% sin (wa)P (a), 
woselbst [ (a) das Euler’sche Integral bedeutet, iiberein; dasselbe nimmt 
also fiir positive ganzzahlige Argumente den Werth Null an. Hieraus 
folgt, dass die Coefficienten H,, H,, ..., H, verschwinden, da sie 
(nach (31)) bezw. die Factorenf(2-+-2m), F (2m), ..., (2) enthalten. 


Indem man sodann in (31) v=m-+1-+ wu setzt, findet man fiir 
uw ==0,1,2,... die Gleichung 
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H, = Hoste = BHT (— 2p) = 
welche zeigt, dass die Reihe (28) im Falle ¢.—= — m in den Ausdruck 


1.3.5...(2m-+1)2i i , 
Cr CER Se ort §(m+3; 2) 





d. h. 
Const. «'-¢ (2—; x) 


iibergeht. Man gelangt hierdurch zu dem Resultat, dass sobald 9 
ganzzahlig ist, die zwei bestimmten Integrale (22) und (27) sich nur 
durch einen constanten Factor von einander unterscheiden. Beide 
Integrale kommen, abgesehen von constanten Factoren, fiir 9 = 0, 
—1, — 2, etc. (cfr. die Gleichung (23) und die daran gekniipfte Be- 
merkung) auf die Reihe (20), fiir @ — 2, 3, etc. auf die Reihe (19) 
zurtick, und fiir g@ — 1 werden die Reihen (19) und (20) einander gleich. 
Als Erginzung tritt bekanntlich im Allgemeinen ein logarithmisches 
particulaires Integral der Gleichung (8) hinzu. 


Es bleibt iibrig, den Fall zu betrachten, wo 9 = + —m ist. In 


diesem Falle verschwindet das Integral (27) fiir einen beliebigen Werth 
von z. Denn aus (31) folgt wiederrum 0 = H, =H, =..--.= H,, 


1 
und da die Potenz (u— x)” : gleich (u—x)” wird, so kommen in der 
Reihe (28) nur die m ersten Potenzen von x vor. Der genannte Fall 
gehért zu denen, wo das allgemeine Integral der Differentialgleichun 
(8) sich auf einfachere Functionen von z reducirt. Wie schon 8. Spitzer) 
gezeigt hat, lisst sich die in (8) definirte Function y durch niedere 
Transcendenten ausdriicken, sobald die Constante @ ein positives oder 


negatives ungerades Vielfaches von + ist. Hierauf soll noch in Kiirze 
eingegangen werden. 
Wenn man von den Ausdriicken 





eve 4 e- 2Vz gimt2y pm-+y 
lS ihe, 1 +*% st “+ — Tat Bille +> —— (2m+2y)! —-+-++:, 
@V2_ ¢-2Ve oat - gti ytd 
2 aaah) jee @»-+1)! ue. 


welche mit Gs z), resp. 2V7x%(a; z) identisch sind, den ersteren 
m Mal, den letzteren m-+1 Mal nach z differenzirt und die Gleichungen 


*) ,,Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen“, Wien, C. Gerold’s 
Sohn, 1878, §§ 36—38. 
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—— (m-+-v) (m+-v—1) (m+ v—2) +++ (v1) 


om 


1 
cas 1.3.5...(2m—1) v!(m++)(m+).--(m4+»—+) ’ 





2? v-+1 


asqin +4) 0-4) 0-9): ‘(o+3—m) 
(—1)™1.3.5...(2m—1) 


~ Pag —a)G-a)-G-a-F 


beachtet, so ergiebt sich 








1 2m—1) an (AV? 4 eo *V*) 
(35) §(F +m; 2) =F aa 


(—1)™ om—1 gh +™ amt ( 2V2_ _- 2V2) 
(36) a —m; n)—‘ “1.3.5...(2m—1) da™t : 





Im Falle 9 = S — m lauten nun die particuliren Integrale (19) und (20) 
som oe 
3(<—m; x), 2? §(F+m;2). 


Dieselben haben also die Form 


oem +1( 2V2 _ p—-2Ve 
Const. x? an*i(e ’ =) 





d gmt 
und 


= itm de Vz —2 Vz 
Jonst. # = (2 ws its 3 , 
dat 


woselbst m neben positiven ganzen Zahlen auch den Werth Null 
annimmt, 


Ist 9 = 2 +m, so reduciren sich nach (35) und (36) die parti- 
culiiren Lésungen (19), (20) 
1 
ofl i 3 
ny (5 +m; 2), a* sG — m; x) 


auf die Functionen 


ad Ve_ —2Vz 
Const. Sta, Const. - an(e¥ bit 8 R 


da™ da™ 











240 L, Pocusammen. 
Das letztere Resultat lisst sich auch aus den in §§ 2 und 3 erhaltenen 
Gleichungen ableiten. Das particuliire Integral (22) der Differential- 
gleichung (8) geht fir @ — $ + m in den Ausdruck 


@ eer Vu gy 
S Vu (u—a)™ 


iiber, welcher nach dem bekannten Satze von Cauchy 





a f(z) _1.2.3...k [( fwjdu 





dat Qui ¢  (w— ar 
den Differentialquotienten 
ani qm} ( eve 4 62V2 ) 
1.2.3...(m—1) gg”! Va 


darstellt. Durch Anwendung der Gleichung 
O64 8V0 (fe —o 7%) 








Va dz 
findet man also fiir das Integral (22) im genannten Falle den Werth 
Qxi a" (2V2 _ ¢-2V2) 
1.2.3...(m—1) da™ agi 


Da ferner die Function M (§ 2) sich jetzt nur noch im Punkte w — 0 
verzweigt, bei dem Punkte « = dagegen eindeutig (wenn auch un- 
stetig) ist, so kann man fiir U auch den Ausdruck 


an — (Ve — o-2¥e 
stil 
wihlen und der Bedingung (11) durch einen Umlauf der Variable « 


um den Punkt x geniigen. Auf diese Weise erhilt man das particuliire 
Integral 








iz) Vu _ p-2Vu 
on en ee 
0 u (u — x) 
das nach dem Cauchy’schen Satze mit dem Differentialquotienten 
Qmi a” (2V2 4 ¢-2V2) 
1.2.3...(m—1) da™ 


identisch ist. 








see eb eee cae ree 
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§ 5. 
Es soll nunmehr die in § 1 angefiihrte Differentialgleichung (3) 


$s Y+(a, a+b) $2 de Y + (a,2+b,)y =0 


behandelt werden, welche keinen anderen singulaéren Werth als den 
Werth x = oo besitzt. 
Ist die Constante a, von Null verschieden, so setzt man 


sy 
r=axy —- 
a 


Hierdurch entsteht aus (3) die Gleichung 


OY. + (2a +b) 2% + (aya +b,)y =0, 


in der b,’, a,’, 6,’ constant sind. Die Substitution 


© ons ‘ 
—_ == ’ ’ 
2 , ‘ a, — b 
y =e€@ ’ ua=—s + 2 —— 


ergiebt dann 
a "». 
ae +28 Get (SY - St +b ]n—0, 


so dass, wenn man die Constante 4f(2y- 1 + b, ‘| durch « 


bezeichnet, und statt & » wieder x, y schreibt, die Differentialgleichung 
(3) auf die Form 


(38) oY +2 x oY Y 4+ 2ay=—0 
zuriickgefiihrt ist. 
Im Falle a, = 0 geht die Differentialgleichung (3) durch die Sub- 


1 
— ~~ ye 


stitution ye * y in 
d?: 
jar + (a2 + b)n = 0 


iiber, wo b die Constante b, — + b,? bedeutet. Wird nun x mit einer 
Variable & durch die Gleichung 


é b 
f= — ——- —— 
(3a,)3 
verbunden , — was zulissig ist, da a, hier als verschieden von Null 
angesehen werden darf, — so erhilt man die Gleichung 
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(39) fa — 19, 


welche auf die Scherk’sche (oder Lobatto’sche) Differentialgleichung 
zuriickkommt. Die letztere Gleichung ist in § 2 des nachfolgenden 
Aufsatzes ,,Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung n'* 
Ordnung“ (dieser Band, pag. 247) einer naheren Betrachtung unter- 
zogen worden. Daher wird hier auf denjenigen Fall der Gleichung (3), 
wo a, = 0 ist, nicht weiter eingegangen. 

Integrirt man die Gleichung (38) durch die Potenzreihe 


Y=%Po MNS +e +--+ ye +-->, 
so ergeben sich bei Anwendung der abgekiirzten Bezeichnung 
1) 
(40) Fla; r; 2) 14+ 5% 2+-—% eet ee... + inf. 
die Reihen 

















o ) $($ +1) 
(41) F(G;5;-—#)—1- #447 J at_... 
3 “ss 
¢ 2 4 
—1— yigte + oi et — Tene ee 
und 
om a+ la+s 
(42) «- F(St*; 3; a) —2}1— “ ers < in 
pe me 
+) a. 
—— (@+1) (@+8) go _ (a+1)(e+3)(«+5) , 
—t— 752+ 33.45 °°" stitter. TC 


als particulare Integrale von (38). Dieselben sind transcendente ganze 
Functionen von 2. 
Die Substitution des bestimmten Integrals (9) 


’ h 
y=f, (u—a}fUdu 
lasst aus (38) die Gleichung 


A(a— 1) "way Udu— 2a co x) —uUdu 


+ 2a+e) f (ua) Udu = 0 


entstehen, die, wenn der erste Summandus durch theilweise Integration 
umgeformt, und ftir 4 der Werth — @ gewiahlt wird, sich in 


[(u—a)-e-1 Uy} = fw aye { or + 2u U} du =0 





Pian ce mn 


ne eee 





re 


= Pte ane 
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verwandelt. Es sei 
aT 4 Qu =0, 


woraus fir U der Werth 


U=e™ 
folgt. Dann gilt fiir g und h die Bedingung 
(48) [eu — [eWay = 0. 
Wird diese erfiillt, so ist der Ausdruck 
h 
(44) y= f e—“ (u—x)-* du 


eine particulire Lésung der Differentialgleichung (38). Bevor jedoch 
die Integrale der letzteren Form behandelt werden, mige eine kurze 
Bemerkung Platz finden, welche sich auf die in (30) angegebene 
Grosse (a) bezieht. 


Nach (30) ist F(a) gleich dem Integral 


fo 
enna f ett-' dt, 


in welchem die Variable ¢ zuerst von + oo aus lings der positiven 
reellen Axe fortschreitet, dann einen Kreis um den Nullpunkt in 
positiver Drehungsrichtung beschreibt und lings der positiven reellen 
Axe zu + oo zuriickkehrt. Ebenso wie bei den gewohnlichen Integralen 
die Grenzen vertauscht werden diirfen, wenn man zugleich mit — 1 
multiplicirt, so ist bei den Integralen mit geschlossener Integrations- 
curve, unter Hinzuftigung des Factors —1, die Aenderung der Richtung 
zulissig, in welcher die geschlossene Curve durchlaufen wird. Wird 
bei dem Integral (30) der Integrationsweg in dieser Weise umgekehrt, 
so aindert sich derselbe nur insofern, als die Variable ¢ dann den Nall- 
punkt in negativer Drehungsrichtung umkreist, Indessen ist gleich- 
zeitig der Anfangswerth der zu integrirenden Function ein anderer 
geworden; denn die Potenz /*-' ist auf derjenigen Strecke, welche 
nunmehr den ersten Theil des Integrationsweges bildet, mit dem 
Factor e*‘¢ behaftet. Wird der letztere Factor vor das Integralzeichen 


genommen, so erhalt man fiir (a) den Ausdruck 


> — Fo0-) 
(45) F(a) = — nie JS ~e-*ee1dt, 


in welchem (wie in (30) die Bestimmung gilt, dass die Potenz ¢—' 
auf dem ersten Theil des Integrationsweges den Werth e(¢—!)!8* an- 
nimmt, wo log¢ den reellen Logarithmus bedeutet. 

16* 
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Da das Product e—“(w—z)-*-! sowohl fiir «= — oo als fiir 
u = -+ oo verschwindet, so sind fiir das Integral (44) die Grenzen 


g9 =— oo, h=-+ co anwendbar. Man ziehe, wie in $4, um den f 


Nullpunkt einen Kreis 2, der den Punkt x umschliesst, und dessen 
Radius durch 7 bezeichnet wird, und nenne von den zwei Halbkreisen, 
in welche der Kreis 2 durch die reelle Axe getheilt wird, den unteren 
,, den oberen §,. Dann kann in (44) der Weg der Variable u aus 








dem Abschnitt der negativen reellen Axe von — oo bis zum Punkte 
u=—=—l1, aus einem der Halbkreise §,, 5, und aus dem Stiick der 
positiven reellen Axe vom Punkte u = + / bis + oo zusammengesetzt 
werden. Man erhilt auf diese Weise zwei Integrale von der Form 


(46) f * e—" (u—ax)-* du, 


welche Y, und Y, heissen mégen, und zwar sei Y, das Integral, bei 
dessen Weg der Halbkreis §,, und Y, dasjenige, wo der Halbkreis 
§, vorkommt. Die Functionen Y, und Y, geben zusammen cas voll- 
stiindige Integral der Differentialgleichung (38) an. Da in Y, und 
Y, die Ungleichheit mod. « < mod. u fiir jeden Werth von w erfiillt 
ist, so lasst sich die Potenz (w—)-* in die Reihe 


es —1 f 
u-« {1 a es Seth. Ste) Fs... + 


1.2...9 u” 


entwickeln. Hierdurch gehen Y, und Y, in die Ausdriicke 





Y¥,—Ry+ £ Ryat--- + SOtO CPR) Rat. -., 





Fam Bb Ee bo Be + 


iiber, in denen R, und S, constante Integrale von der Form 


(47) f “eu du 


bezeichnen; in R, bildet der Halbkreis §,, in S, der Halbkreis §, 
den mittleren Theil des Integrationsweges. Wird in (47) 
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— ct 


u=Vt, w—t, eur du = 5 ett > dt 


gesetzt, so durchliuft die Variable ¢ zuerst das Stiick der positiven 
reellen Axe von + co bis zum Punkte ¢=/*, hierauf den ganzen 
Kreis mit dem Radius /?, endlich wiederum die positive reelle Axe vom 
Punkte I? bis ++ oo. Bei R, wird der Kreis in positiver, bei S, in 
negativer Drehungsrichtung zuriickgelegt. Man hat also die Gleichungen 





fo. — Stet 
1 . 2 
ro ) - et 
S, = - a e-tt dt. 
. + 
Fiir die Potenz ¢ * midge, sowohl in R, als auch in S,, auf dem 
‘ ‘ — tad ort loge | 
ersten Abschnitt des Integrationsweges derjenige Werth ¢ ,»in 


welchem log ¢ reell ist, genommen werden. Dann folgt aus (30) 
und (45) 





ni ni 
R ; yr Foimen—ry_i — 7 (e+) -1—a—» 
wm FP" Seeds Fras, 
- 
1 —Fe--1 22 — (e+) = -1—a—» 
S=—> 7 iis “Ge 2 e? r( 2 ~)s 


so dass 

S, a erilaty) R, = i 1)"er'« R, 
ist. Man unterscheidet nun, ob v eine gerade oder eine ungerade 
Zahl bezeichnet. Fiir v = 2k findet man, wenn man die Formel (32) 
beriicksichtigt , 


_ § £/1--@ (—2)* 
Ro, = =F ( 2 ) Ent) eT 








nia 


wo zur Abkiirzung 6 =e” gesetzt ist. Im Falle y= 2k+ 1 wird 


a.) a = —e 
Ray = ap F( 2 ) (a2) (a4)... (a+ 2k) 
Diese Werthe von R2, und Roxy: werden in die obige Entwickelung 


des Integrals Y, substituirt, Dann ergiebt sich, dass Y, mit den 
Reihen (41) und (42) durch die Gleichung 


Sm 3) 


= ne e+1 3 
al *) FS 2 ; oi —2) 











| 
q 


\ 
\ 
1 
i 
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verbunden ist. Da ferner S, sich von R, nur durch den Factor 
(—1)’6? unterscheidet, so entsteht die Reihe, durch welche Y, dar- 
gestellt wird, aus der mit #? multiplicirten rechten Seite von (48), 
falls man das Vorzeichen der ungeraden Potenzen von « iindert. Das 
Integral Y, ist folglich gleich der Summe 


FCS) FE; x — 2?) 


G8) we hs 2) 


(49) Y, = 





nia 


in der B die Constante e 2 bedeutet. 


Kiel, im September 1890. 


2 eariatoieets 








Ueber eine binomische lineare Differentialgleichung 
n‘* Ordnung. 


Von 


L. PocuHamMmMeEr in Kiel. 


Den Gegenstand der nachstehenden Untersuchung bilden die Dif- 
ferentialgleichung 


Lo 
(1) rita 
die von Scherk*), Jacobi**), Lobatto***), Petzval+) behandelt worden 
ist, und die allgemeinere Differentialgleichung 


ay 
da”™ 


(2) -== uPy, 


welche Herr Kummer7yt) durch p-fache bestimmte Integrale gelést 
hat}7T). Die Substitution «= az’ lisst aus (J) und (2) die Glei- 
chungen ‘ 


p< n 
*) ,,Ueber die Integration der Gleichung <4 =(a-+B62)y“, Crelle’s 


Journ., Bd. 10, pag. 92. 
**) ,,Bemerkung zu der Abhandlung etc.“', Crelle’s Journ., Bd, 10, pag. 279. 
***) | Sur l’intégration des équations etc.‘‘, § 1, Crelle’s Journ., Bd. 17, pag. 363. 
+) ,,Integration der linearen Differentialgleichungen etc,‘“‘, Wien, Brau- 
miiller, 1853. 
n 
+t) ,,Note sur l'intégration de |’équation oy =a2"y par des intégrales 
& 
définies*‘, Crelle’s Journ., Bd, 19, pag. 286. 
+tt) Die Abhandlung von &. Spitzer ,,Ueber die Integration etc.‘‘, Crelle’s 
nm 
Journ,, Bd, 57, pag, 82, enthialt die Lésung der Differentialgleichung a” <4 =+y 
Fy 
durch bestimmte Integrale im Fall m>2mn, Aber diese Gleichung geht durch 
die Substitution « = = y=t' "y=2 


ot + (1 gry 


dé” 


n 


—1» in die Gleichung 


iiber. Spitzer giebt, ohne es zu bemerken, im Wesentlichen nur eine Wiederholung 
der Kummer’schen Rechnung in einer etwas modificirten Form. 





————— 


248 L, Pocunammer. 


a"y 
dz’ 
entstehen. Man kann also durch passende Wahl von a einen beliebigen 
constanten Factor zu den rechten Seiten von (1) und (2) hinzutreten 
lassen. Den folgenden Rechnungen sind die Differentialgleichungen 





= artay, - avtex Py 


Zz 1 
@) det wT 
(4) wy 





ie ee P 
da” (n-+-p)” vil 


(p eine beliebige positive ganze Zahl) zu Grunde gelegt worden. Nach- 
dem in § 1 eine einfache Umformung eines bestimmten Integrals voraus- 
geschickt ist, wird in § 2 die Gleichung (3) und in §§ 3—4 die Glei- 
chung (4) betrachtet. ‘ 


$ 1. 

In der Ebene, welche die complexen Werthe darstellt, sei ® ein 
Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius 1. Der Schnittpunkt des 
Kreises mit der positiven reellen Axe beisse },. Dann wird nach § 3 
der Abhandlung des Verfassers ,,Zur Theorie der Euler’schen Integrale“ 
(diese Annalen Bd. 35, pag. 515) durch F(a) das Integral 


" (*(0) 
(6) F(a) = ene f » e-tetdt 


bezeichnet, in welchem die Variable ¢ den Abschnitt der positiven 
reellen Axe von + co bis b,, den Kreis & in positiver Drehungs- 
richtung und wiederum die Strecke von 6, bis + oo durchliuft. Auf 
dem ersten Theil des Integrationsweges kommt, wie vorausgesetzt wird, 
fiir die Potenz ¢*—' derjenige Werth e—)*s', in welchem log ¢ reell ist, 
zur Anwendung. Es seien ferner $,, 8,,...,8,-1 die s—1 vom 
Nullpunkte ausgehenden Geraden, welche mit der positiven reellen 
Axe die respectiven Winkel 


22 4a 6x 2(s—1)z 


“C2. Fo ale. 8 
bilden; s bedeutet eine beliebige positive ganze Zahl. Die Schnittpunkte 
der Geraden $,, B,, ..., B,-1 mit dem Kreise &, welche b,, b,,..., bs—1 
heissen mégen, und der Punkt 6, theilen den Kreis in s gleiche Bogen. 
Der unendlich entfernte Punkt der Geraden $8, werde gq, genannt; 


ebenso sei q) der unendlich entfernte Punkt der positiven reellen Axe. 
Man setzt also 


2vmi avai 
(6) b=e* , ey ). 
ea 


Die Gréssen b,, q, sind mit by, qo identisch. 











eee 


7 eee 


eo eeeee 
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Es soll nun ein Integral 
Gy 
(7) J = e-8 ym—l dy 


betrachtet werden, dessen Integrationsweg sich aus dem Abschnitt 
der Geraden %, von q, bis b,, dem Kreisbogen 6,6,,, und dem Ab- 
schnitt der Geraden B,+; von 6,4; bis q,41 zusammensetzt; m ist irgend 





Fig. 1. 


eine positive ganze Zahl. Fiir die Punkte der Geraden %, hat man, 
wenn mod. v durch @ bezeichnet wird, 
2vni Quai 


v=oe* , du=e* de 





zu nehmen, also 

2vumni 
(8) v—Idy=—e * edo. 
Man wendet auf das Integral J die Substitution 


vant’, v' = t 
an, woraus 


1 es 
eum dy == — e~'t dt 
folgt. Setzt man v = gc*!, t= 'e*!, so ist g = g* und 4’ =sA. 
Sowohl dem genannten Abschnitte der Geraden 8, als auch dem der 
Geraden %,4; entspricht in dem Wege der Variable ¢ die Strecke der 
positiven reellen Axe zwischen 1 und oo, und wihrend v lings des 
Kreisbogens $,,,: variirt, durchlauft ¢ den ganzen Kreis R. Dem- 
nach ist J gleich dem Integral 


; a 
(9) J Mette? dt, 


8 @ 
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dessen Integrationsweg mit dem des Integrals (5) iibereinstimmt. Wegen 
der Gleichung 9’ = 9° ist, so lange ¢ auf der positiven reellen Axe 


TR 
fortschreitet, der reelle Werth von = 4° dt gleich der Grosse 


"es ome 

7° dg = e”"—"'xdo. 
Aber auf der ersten Strecke des Weges der Variable v wird nach (8) 
der Werth von v™—'dy durch das Product aus der reellen Grdsse 


2yvm ni 
e”-'do und der Constante e * angegeben. Folglich hat man (da 
durch die Substitution keine Aenderung des Werthes der zu integriren- 


den Function eintreten darf) auch auf dem ersten Theile des Inte- 





grationsweges von (9) fiir die Potenz ¢ * das Product aus dem 
m 2ymni 


1 dl 
reellen Werthe ¢° und der Constante e * anzuwenden. Man 
findet auf diese Weise fiir J den genaueren Ausdruck 


eae ae 
(10) Jae! fee e-t* dt, 
Lr 
in welchem ¢* = wihrend des anfinglichen Fortschreitens von ¢ lings 


der reellen Axe reell und positiv ist. Mit Riicksicht auf die Gleichung 
(5) kann nun in (10) 


mnt 


pO ts tw r() 


+a 


m 


1 
gesetzt werden, da ¢* den in (5) vorkommenden Zweig der Potenz 
i fir a= oe bedeutet. Also gilt fiir J die Gleichung 
(11) Fa e~% y®—ldy == ig sas r(“). 
Vy 


Ist m ein Vielfaches von s, so wird das Integral J gleich Null, da die 
Grésse F(a) fiir positive ganzzahlige Argumente a verschwindet, 


§ 2. 
Man setze in die Differentialgleichung (3) 
dy 1 
dz” n+1 "Y 
fiir y das bestimmte Integral 








« 
ee 
xe 
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“ex Va 
y=." v 


ein, in welchem V nur von v abhingt, und g, h Constante sind. 
Dann ergiebt sich 


h h 
(n+ nf erty" Vdo -f, ez Vdvu =0 
oder, wenn der zweite Summandus durch theilweise Integration um- 
geformt wird, 
‘, av oh 
J, ee {<- + (n+ 1)v" Vide — (e¢*V)_,= 9. 


Man stellt fiir V die Differentialgleichung 


Ad + (n+1)e"°V =0 


auf, die durch 


V ae e-ot 
befriedigt wird. Das Integral 
he 
(12) y = e~ tt +ordy 


ist folglich eine particulire Lésung der Differentialgleichung (3), falls 
die Constanten g und h so gewahlt werden, dass 


(13) ett tha _ eo" t+ 90 — () 
ist. 
Die Exponentialgrésse e~*"*'+** nihert sich (unter der Voraus- 


setzung, dass x endlich bleibt) dem Werthe Null, wenn v reell, positiv 
und unbegrenzt gross ist. Dasselbe gilt, wenn man 


2vmi 
v = lim (oer) 
setzt, Es moégen, indem in (6) s=n-+1 genommen wird, durch 
by, q» jetzt die Werthe 
Qui 2vni 
(14) bye" gy = lim (oer 
ea 
(v= 1,2,...,~-+ 1) bezeichnet werden. Da der Bedingung (13) 
geniigt ist, wenn man fiir g und h irgend zwei der in (14) genannten 
Werthe q;, q2,+-.) Gn¢1 Wahlt, so existiren » particuliire Integrale der 
Gleichung (3) von der Form 


(15) y, = 41 eH +peady, 


deren Integrationsweg dem des Integrals (7) analog ist. Diese 
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Functionen Y,, Y,,..., Y, bilden zusammen das vollstindige Integral 
der Gleichung (3). 


Die obige Entwickelung kommt im Wesentlichen auf die Rech- 
nungen zuriick, welche Jacobi, Lobatto, Petzval in Bezug auf die 
Gleichung (3) angestellt haben. Jacobi und Lobatto beschriinken sich 
(1. c.) auf reelle Integrationswege, multipliciren aber die Grésse v 
successiv mit den Einheitswurzeln b,, 6,,,..,6,. Petzval dagegen be- 
nutzt (I. c. Bd. 1, pag. 57) die Integralgrenzen 6, .co, b,.00,..., ba41.00, 
wo unter co der reelle positive unendliche Werth verstanden wird. 
In der von ihm angegebenen Lisung der Gleichung (3) 


*b, + . by: ® 
o,f, eettedo + Onf, et tee dy 


Dnt"? 


sind die im Uebrigen willkiirlichen Constanten C,, C,,..., Cay: dureh 
die (zuerst von Jacobi aufgestellte) Relation 
C.+O,+---+ C41 =0 
mit einander verbunden. Setzt man also 
Om C, = Ci —-+- = Ou = Cpe = Crs +s = Cry, 
so erhalt man, da C, = — C,;; wird, das particulire Integral 


Gy "dy 
Y _ mel ee al ml 
Cra Lf, e rzdy J, e-* rrdy}, 


Letzterer Ausdruck ist aber gleich C,4,Y,. Statt die Variable v die 
Linien $, und $,4; (von gq, bis O und von O bis q,4:, Fig. 1) durch- 
laufen zu lassen, kann man, da v = 0 kein singulirer Punkt der zu 
integrirenden Function ist, den in (7) bezeichneten Integrationsweg 
anwenden *). 
Die Differentialgleichung (3) hat die Eigenschaft, dass, wenn fiir 

y die Reihe 

Y= Cy) +e, 2 +c," +--+ -+ inf. 
substituirt wird, die Coefficienten der Potenzen 

a, sett, ghets, ..., ge@r-1,... 


verschwinden, Zwischen c, und ¢Cyin41 besteht (fiir ein beliebiges x) 


-die Relation 


1 Cy 
Cott = ET GPR +S). opm FD) 
Man findet, da ¢),¢,,..., ¢n-1 Willkiirlich bleiben, als particulire 
Lésungen der Differentialgleichung (3) die m unendlichen Reihen 








*) Cfr. C. Jordan, ,,Cours d’Analyse de l’Ecole Polytechnique“, ‘l'ome III, 
1887 (Paris, Gauthier-Villars § 195. 








Pheer TD 








Eine binomische Differentialgleichung n‘e* Ordnung. 








¥ ae, gi tet ar, (e, 1) ghtent2 
1) «= (sn+nr U-2n+2)! 
at, (oe, 1) (@,-+2).. (ew — 1) ah tO) 
ee (+s0+s)! +, 


woselbst fiir 7 nach einander die Werthe 0, 1, 2,..., — 1 zu setzen 
sind, und «, die Constante 


bedeutet. Durch m! wird das Product 1.2...m (durch 0! der 
Werth 1) bezeichnet. 

Man gelangt nun unmittelbar zu den zwischen den Integralen Y, und 
den Reihen , 4,,-- +) Y%n—1 bestehenden Beziehungen, wenn man in 
(15) fiir e** die Reihe 

2 k ak 
ae ee ea Oe dae 


einfiihrt. Hierdurch ergiebt sich fiir Y, die Reihenentwickelung 





(18) Y,—=Ph+P,24+P, +.. RE} 
in der zur Abkiirzung 
Pram [eto de 


gesetzt ist. Da das letztere Integral aus (7) fiir s=n+1, m=—=k+1 
entsteht, so folgt aus der Formel (11), wenn durch 0 die Constante 


sotl | at 
(19) d= e™t 
bezeichnet wird, die Gleichung 
ott ~7k+1 
BP, = nm+1 ASS 7): 


Die verschiedenen Werthe von & sind je nach dem Reste, der bei der 

Division von K+ 1 durch n+ 1 verbleibt, in »-+ 1 Gruppen zu 

theilen. In dem Falle, wo k+1 ein Multiplum von n+ 1 ist, hat man 

P,=0, 

da die Grisse [ fiir positive ganzzahlige Argumente verschwindet. Ist 

k-+ 1 kein Vielfach von »+ 1, so nenne man / + 1 den Rest, der 

sich bei der Division k + 1:-+ 1 ergiebt. Es wird also 
kK+1l=—xu(m+1)+1+1, k=—x(n+1)4+1 

gesetzt, wo x eine positive ganze Zahl, und / einer der Werthe 

0,1,2,...,2—1 ist. Durch Anwendung der Formel (Bd. 35 dieser 

Annalen, pag. 515) 


(20) F(a+%) = (—1)* a(a+1) «++ (a+x—1)F(@) 
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findet man dann fiir r(st+), =F G4 +4), den Ausdruck 
Fp) = (Het) +++ (t+ x—1)F (a), 
wo «, wie in (17), den positiven fichten Bruch at bedeutet. Da 
ferner 0"+1 — — 1 ist, so folgt 
OPH me Ge lm — (_ 1)" 9441, 
Mithin gilt fiir P, die Gleichung 


141 ” 
(21) Pe— Prints = Sy eam +1) + (@-+x—1)F (a). 


Dieser Werth von P, wird in die Reihe (18) substituirt. Nimmt man 
dann diejenigen Summanden zusammen, deren Indices k zu demselben 
l gehéren, so entsteht die Formel 


22) Yom ata fl pa) mt l(a) emt laa + 
FE GGA) te 


in welcher 6 die Constante (19), und %, 4,,...-, 4n-1 die Reihen (16) 
bezeichnen. 


§ 3. 
Die Differentialgleichung (4) soll zuniichst fiir den Fall, dass 
p = 2 ist, betrachtet werden. Dieselbe lautet dann 


- 1 
@3) aa wae Y- 





Man nenne g,h, g’, hk’ Constante, V eine Function von v allein, W 
eine Function von w allein und substituire in (23) fiir y das Doppel- 
integral 


i h 
(24) y=, Wawf eve Vdv. 
Dann entsteht die Gleichung 


i’ "h 
(n +2)? , (w" Waw f evry Viv 


h’ *h 
= of Waw| eve Vdy. 


Das rechts stehende Integral, dem man die Gestalt 


i’ Ww he 
x — dw evtwaVdv 
- gy 


(25) 





SL TTT” 


TE 
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geben kann, wird durch zweimalige Anwendung der Formel der theil- 
weisen Integration transformirt. Es ist 


ff evrwrV dv = [evs V—* —{" eve aY dv. 
Unterwirft man also die Constanten g und h der Bedingung 
(26) [ews Vi) = 0 
und kehrt die Reihenfolge der Integration (nach » und w) um, so 
wird die rechte Seite von (25) gleich dem Ausdruck 


h 
-frs : a” dof evrye ay. 
v dv w 


Dass die Aeetenia der Integrationsfolge zulissig ist, ergiebt sich 
aus der schliesslichen Wahl der Functionen V und W. Man setzt nun 


i’ WwW 
f e?’2yy7 —dw 
g w 


Ww 


w=h' *h’ é— 
am [ens ¥| _ erwx bad dw 
w w= gy dw 


und beschriinkt g’, h’ durch die Bedingung 


(27) [es A =0. 


wo Jw=g’ 





Dann wird aus (25) die Gleichung 


i’ h 
mtr, ws Waw f, evry Vdv 


d W 

*,' — 

= —;— dw * ows 1 aV av 
9 dw 9 v dv 


erhalten, der Geniige geschieht, wenn V und W durch die Differential- 
gleichungen 





‘ 1 aV 
(n + 2) u°V — a ae ? 
(28) a” 
(n + 2)w" W = — 7 q 
d. h. 
1 dV dlogV 
de de + 2H, 
aod = 


w 
Ve ae Oe 


bestimmt werden. Es ist hiernach 
(29) Vor W=we, 
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Nennt man ferner (fiir v = 1, 2,..., + 2) 


Qyae 
(30) ap — lim (9e**#) 


ee 


und wiahlt fiir g,h und fiir g’, h’ je zwei der Werthe q,, q,, . 





7+) n-+25 
so sind die Bedingungen (26) und (27) erfiillt. Das Doppelintegral 


Wyta "4 
(31) Yu,» = mH wnt? wae f MT OH tower dy 
’ “ 


in welchem sowohl v als w einen Integrationsweg von der in (7) an- 
gegebenen Art durchlaufen mégen, ist also, fiir beliebige Werthe der 
Indices w und v, eine Lésung der Differentialgleichung (23). 

Wird in (31) 


k 


wr 1p ME. 24. : 
gesetzt, so folgt ‘ 
. 

(32) Yyr=— Wt Qt +aGH+:::, 


wo Q, die Constante 


Wy41 Gu+1 
Qa=f- eet ttttt dw f wth ot ok dy 
ue 


bedeutet. Die Grosse — stellt das Product zweier einfacher Integrale 
dar, deren Werth sich aus der Formel (11) (fiir s—=n+2, m=k+1, 
resp. k + 2) ergiebt. Man findet, wenn durch A und « die von k 
unabhangigen Constanten 





, eee , mtott y ( 
‘ n+2 n 
= lee eee 
bezeichnet werden, fiir Q, den Ausdruck | 
| 
(34) Q = Aer (Ett) r (Et). 


Die Grosse Q, verschwindet, sobald & die Form x(n+2) — 2 oder 
x(n-+-2) — 1 annimmt, wo x eine positive ganze Zahl ist; denn hier- 
fiir wird (=e ane >), resp. F( wt), gleich Null. In der Entwickelung 
(32) des Integrals Y,,, fehlen daher die Potenzen 
s, et, eats, giets | wee gt (n+) =e gein—1, . 
Es sei im Uebrigen 
k= x(n-+2) +1, 

wo / eine der Zahlen 0, 1, 2,...,2 —1 bedeutet. Dann gelten nach 
(20) die Gleichungen 
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FSF) =F b+) = (— 1 BB +1)... Gr+%—1)F@), 


r(StS) Pate) =(-1 n+l)... +e-1)F od, 


in denen zur Abkiirzung 


(35) Bm, me 
gesetzt ist. Fiir Q, ergiebt sich, wenn man beachtet, dass nach (33) 
th me 1, gh me gent tt — gl 
ist, hieraus der Werth 
(36) Qe = Qeintey ti 
= A#Byy(Bi+1) (vit 1). - «(B+ *—1) (-+% —1)F(B) F (yr). 
Indem man nun in (32) diejenigen Terme, deren Index k bei der 


Division durch » + 2 denselben Rest 7 liefert, zu Theilsummen ver- 
einigt, und durch ¢ fiir / = 0,1, 2,...,%—1 die Reihe 











B, ya ete B; 1 (Bi+ 1) (y,+1) 1) af t8(n+8) 





(37) “(ls n+2)1 (4 2n4+4r 
, == 
peep BNC AD HAD... B pe) (rte —1)al taet®) 
ae = —=«s_ ; eae 


bezeichnet, findet man, dass das Integral Y,,, mit den Reihen £'! 
durch die Gleichung 


i en ere) te eed Lh ere 2 | | 
+ r() (5) Si eS F(. ror rats erg 


verbunden ist. 


(8) ¥,,—2 





§ 4. 
In die Differentialgleichung (4) 
' d"y — —_— 
dx” (n+p)? the 
werde fiir y das p-fache Integral 


‘ hy “hp—1 ha Rectal 
(9) f° Ly at J, Tyla... ff Tydtyf 'd"* 2, dt, 


eingesetzt, in welchem 7, (fiir v = 1,2,...,p) eine Function von 


t, allein ist, und g,, h,, ..-, Gp, h» Constante bedeuten. Es entsteht 
dann die Gleichung 
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he hy 
(40) m+n” iT, dt, fa r,at,f ete eT at, 


ay 
—2 f' "Tydt,...f” 7, at, f i * © 
Ip 92 na 


auf deren rechte Seite man die Formel der theilweisen Integration 
p Mal, und zwar nach einander in Bezug auf die Variablen ¢,, ¢,,...,tp 
anwendet. Hierbei werde die Reihenfolge der Integrationen regel- 
miassig in der Art geandert, dass diejenige Integration, wo partiell 
integrirt werden soll, die zuerst auszufiihrende ist. Fiir das Integral 
nach ¢, erhailt man, indem man gleichzeitig bei T,, Z7,,..., Zp die 


Factoren &", t,..., 4° hinzufiigt, den Ausdruck 


hy 
JS eet t,... eT, at, 
h 
a t=, : ty tg aT, 
= [e*™ px T;) -f, e”# 9° a, ah. 


my ig Oo 
si a al 


=n 


4g FER nee 0 BEAD ill irs woe 


Die Constanten g, und h, werden der Bedingung 
fe eh yal i _ — 0 
unterworfen. Analog schreibt man 


“ha ty tgs x T: 
£ eh ttt... bp edt, 


- as2 
a [eee BY fine SEE ay 
te Jig 92 dt, 


und bestimmt, dass 
[o-oo tl —0 
te Jt=92 


sein soll. Bei der theilweisen Integration —_ t, hat man zu beriick- 


sichtigen , dass zu TJ, bereits der Factor — — ; hinzugetreten ist (wegen 


der vorausgegangenen theilweisen Integrationen nach ¢,, ¢,,..., t-1), 
so dass sich die Gleichung 


h. 
J, OE i ovens: be 
9 
d an” 


T. Vty=h *h om 
= [eons | v a) ® litte - at, 
ty ty=9y Dy dt, 


ergiebt. Durch die spiiteren theilweisen Integrationen nach 





=. 
, =; dt, 


v 








hes, Mam, -- 4 





ee en 
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v 
v—1 


v 
dt, 


d 











tritt zu noch der Factor 


hinzu. Fiir die Constanten g, 


a 


und h, wird (v=1,2,...,p) die Bedingung 
re 
(41) [e ty et hy = 0 


aufgestellt. Auf diese Weise entsteht aus (40) die Gleichung 
fs hy h, 
wren], Shae f eT,at,...f” hee eT, dt, 


dy 


T, 


v 


1 rf.” ‘¢ tf wm Et a, 
=(— ) Iy at, aP-" 


_f* az + M ptentps AT, “ath 
Io Oty tp? m% “dt, ame 


Um derselben zu geniigen, definirt man (fiir y—1,2,...,p) die 
Function 7, durch die Differentialgleichung 

















q, 
d ?— 
1 ¥ n 
(42) a a, (n+p)t, T, 
Durch Multiplication mit - #—* folgt hieraus 
d d\ a 
og 
e* ¢ °~ ntp— 
=k eee: 
also - 
(43) | i a Bale 


Die Bedingungen (41) sind erfiillt, wenn fiir die Integralgrenzen 
Gi» hy, +++>Gp, hp Werthe aus der Reihe 9,, q,,.-., Gntp genommen 
werden, wo qm (fiir m= 1,2,...,%-+ p) die Grésse 


2mni 


(44) Gm = lim oe"? 


bedeutet. Es mégen, indem man unter a, B,..., uw beliebige der 
n+p Zahlen 1, 2,3,...,%-+ p versteht, die Werthe 
(45) 9, = Gay hy = Gatiy Jo = 98, My = Aptty +++) Jp = Quy hp = Wer 


zur Anwendung kommen. Bezeichnet man also zur Abkiirzung durch 
® die Function 











(49) a= 5+ 


i 
i 
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(46) © ae ES Hetty gga ue 


und wahlt fiir simmtliche Variablen ¢,,¢,, ..., ¢, Integrationswege, 


die dem Weg der Variable » in (7) analog sind, so erhilt man den 
Ausdruck 


(47) Yo, p,--+,u =f at, ae fat feat 
es %8 Ve - 


als particulire Lésung der Differentialgleichung (4). 

Die Integration der Gleichung (4) durch die Potenzreihe 
(48) Y= + O24 C2? +--+ + inf. 
liefert » particulire Lésungen von der Form 


l o[) gl?) of?) gitetr of) (6) 4 1) 6(?) (6) 4.1)... 6? )(6(?) 4 1) ah ttinty) 





a c(t Sy) | 


nih a ete 


o! (6) 4-1) (ot! )+-2) o\?) (6!) +1) (6?) 4-2). ..6[?) (ol?) 4+.1)(o(?) 4.2) g/t 3(nt) : 
(+ 3n-+3p)! — 
woselbst 1 die Werthe 0, 1, 2,...,%-— 1 nach einander annimmt, und 
6), 6, ..., o(?) die Constanten 








in ok wan... sf 
(50) =a T= n+p? = n+p 
bedeuten; m! ist 1.2.3...m (und 0! gleich 1). Die Potenzen 
x", et, cog SrtP-t, 


eX ete)—P | geimtp)—(p-), ..., oxt)—!, ete. 
(x eine beliebige positive ganze Zahl) kommen in den letzteren Ent- 
wickelungen nicht vor. 
Da die unendlichen Reihen @,, @,, ..-, @,-1 das vollstiindige 
Integral von (4) angeben, so kann man die Grosse Y,,,,.... als lineare 
Function derselben darstellen. Um einen solchen Ausdruck fiir Y,,¢,..... 





abzuleiten, substituirt man in (46) 
k gk 

ebay ad = + = +: ~+ re ‘ty a “he ne ¥ ; 

Dann ergiebt sich 


aot at : 
(51) Yup,--u = Sy +8, +S, + + SG +s + inf, 
wo S, das Product der p Integrale 


da q 
S: -. +t rt? ep at frre en 3t? AH at. 


Quetl yet i 
og ep tte dt, 


le 
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bezeichnet. Aus der Formel (11) folgt aber, wenn man B und ¢ die 
von k unabhingigen Constanten 


Patl+2(28+1)+ FP (SM+t) 


B=———_e ~— : 
(52) (n+p)? 
Roth :-FM)tP 4, 
O=e 2 


nennt, fiir S, der Werth 


(53) S, = Bort yr)... r(gte ): 


Die letztere Gleichung zeigt, dass S, verschwindet, sobald eine der 
Zahlen 
kK+1,k+2,...,k+>p 
ein Multiplum von n+ p ist. Setzt man also 
k= x(n+p) +1, 


wo x und / positive ganze Zahlen sind, und/ < + p, so entsprechen 
die von Null verschiedenen Werthe der Grésse S, den Fallen ] — 0, 
T=1,...,b==n—1; fir l=n,l—n+1,... werden k+>p, 


k+p—1,... Vielfache von »-+ yp. Durch Benutzung der Formel 
(20) findet man (fiir y= 1,2,...,p), wenn man nach (50) den 
Quotienten ite kurz o() nennt, 


F(k+v\_ F(l+ __ Ev) 
rap) =F ep +) =P ol? + ») 
= (— 1)*6)” (of? + 1) +++ of + *—1) Fo”). 
Fiir @ gilt, da nach (52) +? den Werth (— 1)? hat, die Gleichung 
GF ae Guintp) +) = (1)? Gt, 


Folglich ist S,, d. h. Sxin+p)42, gleich dem Producte aus der von x 
unabhingigen Grésse 


pers ap ap 








und dem Ausdrucke 
v=p 
[] or +06 +2)---o" +*—). 
v=1 


Dieser Werth von S, ist in (51) einzusetzen. Werden zur Abkiirzung 
durch G,, G,,..., Ga die Constanten 
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a= r(5) rs) ra) Peds r(<4,) 


* Tee) ore) Gee) —_ wtp 

















6. — F(t) SE) F(R). FES 


bezeichnet, so ergiebt sich fiir das Integral Y,,,...., die Gleichung 
(54) Yo,g,.-.;u = B{G, @ + G,6e, + GPa, +--+ Ga! aa} 


in der @), @,,..., @»-1 die Reihen (49), und B, ¢ die Constanten 
(52) bedeuten. Die verschiedene Wahl der Zahlen «, 6,..., w beein- 
flusst auf der rechten Seite dieser Gleichung nur die Werthe B und @. 


Kiel, im September 1890. 





F 
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Zur Theorie der endlichen Transformationsgruppen. 
Von 


Frieprice Scuur in Dorpat. 


Im Folgenden soll eine Vereinfachung und Weiterfiihrung der- 
jenigen Untersuchungen tiber Transformationsgruppen gegeben werden, 
welche im 35. Bande dieser Annalen*) begonnen wurden. Die Verein- 
fachung bezieht sich zuniachst auf den Nachweis der Gruppeneigen- 
schaft in endlicher Form aus den grundlegenden Differentialgleichungen 
fiir die die Gruppe darstellenden Functionen. Es konnte so die Weit- 
liufigkeit der Rechnung vermieden werden, an welcher meine erste 
Darstellung leidet. Was die Weiterfiihrung betrifft, so sind die Haupt- 
resultate schon in den Berichten der sichsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften**) verdffentlicht worden. Sie finden ihren wesentlichen Aus- 
druck in dem Satze, dass sich die Componenten der infinitesimalen 
Transformationen jeder transitiven Gruppe in ihrer kanonischen Form 
als Quotienten bestindig convergenter Potenzreihen darstellen lassen, also 
eindeutige Functionen sind. In § 2 wird eine von den betreffenden 
Entwicklungen meiner ersten Abhandlung unabhiangige Begriindung 
dieses Satzes fiir die Parametergruppe gegeben, wobei ebenfalls com- 
plicirtere Formeln vermieden werden konnten. Doch wurde die friihere 
Tendenz festgehalten, direct auf die Integration der Differentialglei- 
chungen fiir die Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe auszugehen. Was endlich den erwihnten Satz fiir 
alle transitiven Gruppen betrifft, so gelang es mir inzwischen, einen 
Beweis desselben zu finden, welcher nur mit eindeutigen Functionen 
operirt und den Durchgang durch die im Allgemeinen mehrdeutigen, 
die Parametergruppe in ihrer endlichen Form darstellenden Functionen 
vermeidet, wie ich denn tiberhaupt das Princip befolgt habe, nicht 
iiber die jedem Probleme eigenthiimlichen analytischen Hiilfsmittel 


*) F, Schur, Neue Begriindung der Theorie der endlichen Transformations- 
gruppen, diese Ann. Bd. 35, S. 161 ff. 

**) F. Schur, Beweis fiir die Darstellbarkeit u. s. w. Ber, der Siichs. Ges. 
d, Wiss. vom 13, Jan. 1890. 
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hinauszugehen. So gelang es z. B. bei der Bestimmung aller transitiven 
Gruppen von gegebener Zusammensetzung, die Entscheidung iiber die 
Anzahl ihrer wesentlichen Parameter der Thatsache entsprechend, dass 
diese Frage nur von der Zusammensetzung abhingt, auch rein algebraisch 
durchzufiihren. Meinen urspriinglichen Plan, Erginzungen zu dem 
letzten Paragraphen meiner ersten Abhandlung iiber die identische 
Transformation zu geben, behalte ich mir fiir eine andere Gelegenheit 
vor, weil hierzu Untersuchungen ganz anderer Natur gehéren, als es 
diejenigen dieser Schrift der Hauptsache nach sind. Ich bemerke noch, 
dass fir das Verstiindniss derselben eigentlich nur die beiden ersten 
Seiten von § 1 meiner ersten Schrift erforderlich sind. 


$1. 
Ueber die grundlegenden Differentialgleichungen. 


Im ersten Paragraphen meiner o. a. Abhandlung wurde der folgende 
Satz bewiesen: 


Satz 1. Soll die Schaar von Transformationen: 
(1) qm fa Hy Say 2 «oy Baz yy Sey oo oy Mn) 
(a = 1, 2,..., ) 
eine Gruppe bilden, soll also sein: 


(2) fa (F(@5 &)3 v) = fa (x; p(w; 0)) 
so sind hierfiir die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen die, 
dass die Functionen f,(a; u) und (a; u) den Differentialgleichungen 


(3) ak (p(s 9)) = >? 2% oem af () 


c=1 


(a,b = 1, 2,.. » 1) 
und: 


(4) ¢ (fe; u)) \-> of, “es w) aa? ( (u) 


Pe aes r) 


gentigen, wnd es ist die Gruppe durch die Functionen §3(x) und ow (u), 
welche leteteren den Anfangsbedingungen @;(0) = 0.5 geniigen, voll- 
stiindig bestimmt. 

Hier bedeutet 8,,,, wie im Folgenden immer, eine Grésse, welche 
die Werthe 1 oder 0 hat, je nachdem die beiden Indices a und b 
einander gleich oder von einander verschieden sind. Was die Noth- 
wendigkeit dieser Bedingungen anlangt, so lisst sich der Beweis davon 





ae lh 5 ein cts ona 
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schwerlich einfacher geben, als dort geschehen. Aber dass dieselben 
zugleich hinreichend sind, d. h. dass ein Functionensystem 2,—=/,(«; ), 
welches den Differentialgleichungen (4) geniigt und fiir «,—0O in 
XL, = 2%, tibergeht, die Functionalgleichungen (2) befriedigt, lisst sich 
auch ohne die dort durchgefiihrte umfangreiche Rechnung beweisen. 

Dies ist sehr einfach, wenn es uns nur darum zu thun ist, die 
im Satze angegebenen Bedingungen als hinreichend nachzuweisen. 
Setzen wir nimlich voraus, es seien einmal die Functionen g,(w; v) 
den Differentialgleichungen (3) und den Anfangsbedingungen g,(u;0)=t, 
gemiiss und ferner die Functionen /f,(#; w) den Differentialgleichungen 
(4) und den Anfangsbedingungen f, (7; 0) = 2, gemiiss bestimmt, wo- 
durch diese Functionen, falls tiberhaupt die Integrabilititsbedingungen 
erfiillt sind, vollstandig definirt sind, so folgt aus (4) unter Beriick- 
sichtigung von (3): 


6) B (fle o(u5 0) = DER) ot (wu; 0) 


c= 


<7 Of, (x3 (us) Gp, (wsr) 4 








“sai a9.) 0, 
¢F,0= 
< OL, (a5 (ws 
= »>- _ »)) wp (v). 
d=1 . 


Hieraus folgt unmittelbar, dass die fa (a; p(u; v)) dieselben Func- 
tionen der v, und der fj (a; p(w; 0)) = f,(x; u) sind wie die f,(x; w) 
von den uw, und den f(x; 0) =a, d. h. dass die Gleichungen (2) 
bestehen. 

Aber es ist die Bemerkung nicht unwichtig, dass die Integrabilitits- 
bedingungen des Systems (4) zugleich diejenigen des Systems (3) zur 


Folge haben. Um dies einzusehen, schreiben wir das System (4) in 
der Form: 


(6) ae. = > & (f(a; w) BE’), 


t=1 


wo also die E,° (w) definirt sind durch die Gleichungen: 
(7) > 5 (tt) E(u) = b,,s, 

c=1 
woraus folgt, dass auch: 


(8) >) Es (u) of (u) = ba55 


¢=1 
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offenbar ist dann aueh: 


(9) Ey (0) = 8a,, 


weil @;(0) = 0,5 ist. Die vollstindigen Integrabilititsbedingungen des 
Systems (6) ergeben sich nun direct in der Form: 


0) See (es) 


¢,d=le=—1 
ag? (f(a; wu) : 
we So ) 4 (f (x; w)} E(u) Es" (u) 


E, E*(u) 
+> &( (fas ) (~) 7 oO | mo. 








=1 Oty 
Setzt man: 
dE (0) @EPO)  , 
(11) Oy, tia Oy _— Ch, 6,9 
sodass ¢h,5, = — ¢b,,», 80 ergiebt sich zuniichst fiir w, —u,—=---—=u,=0: 


r 


(12) >| 3 2&6 (a) ” gb (y — ate — ¢ E(x )}— = >) 6,08 (2). 


e=1 c=1 





Hierdurch geht (10) tiber in: 


13) Se (Fe; w) 


c=1 


oder nach (4) in: 


E° @ ES (u) = 
(14) gts (a; u) o(u 0 {o 7] (~) ~—— — Das EXuy Ew}. 


¢,d=1 b e, f=1 





) 3 
ees A +>) 4 BE} =o, 


d,e=1 








Erwiigen wir, dass, wenn anders unsre Transformationsgruppe r-gliedrig 
sein soll, nicht Gleichungen*) von der Form: 


(15) Dee wo, =0. 


Cal 
bestehen diirfen, so folgt, dass die Coefficienten der —- — in den Glei- 
c 
chungen (14) siimmtlich verschwinden miissen, dass also, weil die 


Determinante | @>(u)| nicht identisch verschwindet, sein muss: 


b b, 
(16) dE; (~) — te O _ Se ot » E(u) ES ‘(u)**). 


Ou 
b ¢,d==1 


*) Vergl. meine o. a, Annalenarbeit S. 164. 


**) Vergl. Maurer, Ueber allgemeinere Invariantensysteme, Ber. der bayer, 
Akad. d, W. 1888, S. 117. 
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Bestehen die Gleichungen (12) und (16), so sind umgekehrt die 
volistindigen Integrabilitiitsbedingungen (10) des Systems (6) erfiillt. 
Aus (7) folgt durch Differentiation: 


dof (wu Ow 
an SFO mew) + of EM}, 


t=1 








also in Folge von (16): 


(18) > E’(u )— E(u )} — Sos). Bw) BN. 


c=1 ¢,d,e=1 





Multiplicirt man diese Gleichungen mit o}(w) . (uw) und summirt 
iiber 6 und 6, von 1 bis 7, so folgt: 


(19) > @, (w) ob (a) — 22 of} =D), seh. 


¢c=1 








Ebenso nun wie die Gleichungen (12) und (16) die vollstindigen 
Integrabilitétsbedingungen des Systems (6) oder des mit ihm iiquivalenten 
Systems (4) sind, so sind auch die Gleichungen (19) und die mit ihnen 
identischen Gleichungen (16) die vollstindigen Integrabilititsbedingungen 
des Systems (3) oder des mit ihm fquivalenten Systems: 


(20) “ein —Dai( (o(u; »)) Bo), 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Was die Integration dieser Systeme betrifft, so kann sie mit Hiilfe 
simultaner Systeme gewdhunlicher Differentialgleichungen geschehen. 
Denn aus (6) folgt: 

Ofy(@s Mt, ...4,t) oS 
(21) a =>) &(F(@; at)) Bo (at)ay. 
b,c==1 
Integrirt man diese]ben unter der Bedingung, dass fiir t= 0: f,(«; at) 
in 2 tibergehe, und setzt dann wieder a.¢ = u,, so kennt man die 
Fuuctionen f,(7; wu). Wiirden wir daher im Besonderen annehmen, dass: 


(22) >) Ee (u)uy = te, 


b=1 





so wiirde das obige System in das folgende iibergehen: 


(23) ee = Se (F(@3 at)) as, 


welches von den Functionen E’(at) ganz unabhingig ist. 
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Wir werden im niichsten Paragraphen sehen, dass man die E(w) 
den Gleichungen (16) und (22) gemiss bestimmen kann, ja dass diese 
Functionen dadurch vollstindig definirt sind. Da man nun _jedes 
Lésungssystem der Differentialgleichungen (19) in jedes andere durch 
Einfiihrung neuer Parameter iiberfiihren kann*), so wird man die 
unsere Gruppe definirenden Functionen f, (a; u) immer auf Grund des 
Systems (23) aus den Componenten §3(x) ihrer infinitesimalen Trans- 
formationen bestimmen konnen. 





§ 2. 
Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe in ihrer kanonischen Form. 


Die Componenten der infinitesimalen Transformationen der Para- 
metergruppe oder die Functionen m°(w) werden auf Grund der Glei- 


chungen (8) mit den Functionen E(w) bekannt sein. Diese sind definirt 
durch die Differentialgleichungen: 4 


0E*(u) 2 E(u) 4 
(16) .. wae -> fy Ef (u) Ee'(u). 
Die vollstandigen Integrabilititsbedingungen dieses Systems werden 
wir offenbar erhalten, wenn wir dasselbe nach wu, differentiiren, dann 
6, 6,, 6, cyklisch vertauschen und die so erhaltenen Gleichungen zu 
einander addiren. Wir erhalten so: 


; 3 — aE (u) 
@) o— SY) Bw (Ee - 3 
¢,d=1 


UL ees. 

















CUs, 
zt OE (u) 
+ EP (u u) (—. — ui ) 
sas (u) OE? (u) 4 
+ Bw) (2RO _ 20) og, 


r 


of, obs { EP(u) E’'(u) ate + E>(u) EO(u) Ep(u) + EP(u) Ef(u) EP'(u)} 


c,d, ¢,f=1 

r 
= E (w) Ee (u) EP (u) {ich» Cot + fn Ce + che 'ehef 
¢, d,e, f= 1 


So ergeben sich schliesslich als die vollstiindigen te ee nian 
dingungen des Systems (16): 


(25) dG. CP bt eby, ¢ Cb, 6, + Cb,,¢ cb, 6) _ 0. 


c=1 








*) Vergl. S. 277 dieser Abhandlung. 


ae ated 








ENE, 


SAE, 
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Setzen wir in der That: 


(26) E} (u) cSt Da, b +h ; Es b; by: Dm Ub, Ub, * . Up,» 


n= 


{b,,b2,°++, bm = 1,2,..., 7} 


so besagen diese Bedingungen, dass die Ausdriicke, welche die Dif- 
ferentialgleichungen (16) fiir die Differenzen: 


a a 
Eo, 6,64++ bm _ Ep, 6 65:++6 


durch die Coefficienten der Glieder niederer Ordnung liefern, nicht im 
Widerspruche mit einander stehen. Betrachten wir nun die m+ 1 
Coefficienten : 


Ep, 6,6,-- “Bm? Ej, ,60,:- ‘bmr** +9 Ebb, by-++b bm—1? 


so kénnen wir hiernach die m letzten durch den ersten ausdrticken; 
da aber, falls die Gleichungen: 


(22) >, Es (u) ts = te 
b=1 


bestehen sollen, die Summe dieser m + 1 Coefficienten verschwinden 
muss, und jeder Coefficient nur in einer dieser Summen auftritt, su 
sehen wir, dass wirklich die Functionen Ef(u) durch die Gleichungen 


(16), (22) und die Anfangsbedingungen (9) vollstindig und gerade 
bestimmt sind. 


Zur wirklichen Bestimmung differentiiren wir die Gleichungen (22) 
und erhalten: 


“y a B® (u) 
ie 2 : au, Uy + Ep (u) = 94,0, 


also nach (16) und (22): 


=D 
(28) : a 





Uy + Ee (u) +>e Coy Ep" (u) ue = 9a,6,; 


b=1 ¢, d=1 


Bezeichnen wir daher den Complex der Glieder m'*" Dimension von E’ (u) 


mit mrp 4 und bedenken, dass: 
2 uM 
(29) “ob 4, = MUS, 


cal 


so finden wir: 
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(30) Use -> Che Mey 





t=1 
und: 
(31) US =>) US US”, 

d= ; 
also: 
(32) US? =>) VSR, US's: - - UL _, 0. 

Diy Dayee* y Dy g = 1 
Nehmen wir daher an, dass die absoluten Betriige der cj. unterhalb 
g liegen, so ist: 
\T|<w.g, : 

wo: ‘ 


6 = | ey] + [| +--+ + | eel, 


AREY 


also: 
| U2 | < = (ugr). 


So finden wir, dass die Functionen E?(u) bestindig convergente 
Potenzreihen der w, sind, da ihre Glieder wachsen wie die der Function: 








f—1 
x 
Bedenken wir nun, dass: 
(33) > Uh U8 = ust”, 
=] 
so findet man aus: ; 
(8) >, Ei (u) of (u) = a,5, 
=1 
dass: : 
(34) oe (u) = >) am US, 
m=0 ' 
wo: 
(35) 0S} - a,b 
zu setzen ist, und es sind hierbei die 4,, die Coefficienten der Ent- 
wickelung von: 
x 
CF at 
Nun ist bekanntlich: 
ata ® Ses @ 4 ie iz 
aa a +3 et 2 2 ot (4 
B, 


Se 





Poh ORRIN ™ 
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wo B,, B,, B,,... die Bernouilli’schen Zahlen sind; es ist daher: 


By, 
Ay — 1, a ee dag = (—1)#" at ’ Asott = 0. 





Wir erhalten daher das folgende Resultat: 
Satz 2. Sobald die Grissen ci, die Bedingungen c. , = — cf , und: 


(25) Dd (Godt Same + %,64%,,.) = 0 
C==1 


erfiillen, sind die Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe von obiger Zusammenseteung in ihrer kanonischen 
Form gegeben durch die Reihen: 


(34) 2 (u) = >) an US, 
m=0 


wo: 


° 
(0) 1) > a 
Ua = a,b) Us = Ch, Ucy 


c=1 


ad 
(m) >) (1) y(t) (1) (1) 
Ua _— Uae oo. a Uen 11> 
Ci Cay*** Cg = 1 
ferner: 


B,,_ 
Ay =1 , Ay eS = Azg == (—1)r at und Azo+1 = (), 
Gleichzeitig gentigen die w(u) den Gleichungen: 





(8) >) Es (t) af (1) = 8a,5, 
wo die: - 
(36) E(u) “~_ eanr US, 


also bestiindig convergente Potengreihen sind. Die Componenten der 
infinitesimalen Transformationen der Parametergruppe in ihrer kanonischen 
Form sind demnach eindeutige Functionen. 


§ 3. 
Ueber die der Parametergruppe reciproke Gruppe. 


Unter der der Parametergruppe reciproken Gruppe verstehen wir 
die Gruppe: 


(37) Va = Pq(u; v). 
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Fiir die Componenten ihrer infinitesimalen Transformationen: 


09, (0; ») 
(38) nf (0) = 





ergeben sich aus dem Systeme (3), wenn wir dasselbe nach ws, differen- 
tiiren und dann u, = 4, = --- = u, = setzen, die folgenden Differen- 
tialgleichungen : 


(39) (42 no(v) — = ee © we) | =o. 


c=1 








Um nun die Untersuchungen iiber die Componenten der infinitesi- 
malen Transformationen unabhingig zu machen von der Bestimmung 
der Functionen g,(u; v), welche im Allgemeinen nicht eindeutig sind, 
denken wir uns die °(v) durch diese Gleichungen und die Festsetzung, 
dass 4°(0)—0.,, definirt. Wollen wir den Zusammenhang dieser 
dadurch vollstindig bestimmten Functionen mit den g,(u; v) betonen, 
so fiihrt diese Definition auf Grund der Gleichungen, aus welchen die 
Gleichungen (39) durch Nullsetzen der uw, entstanden sind, wieder auf 
die in den Formeln (38) liegende Definition der 4°(v) als Componenten 
der infinitesimalen Transformationen der Gruppe (37). 

Um die Gleichungen (39) zur Bestimmung der °(v) zu benutzen, 
multipliciren wir dieselben mit Ey(v) E;(v) und summiren iiber a und b. 
Wir erhalten so auf Grund der Gleichungen (7): 


(40) > EX (v : 


nf*(v) B§(0) -SEe 2) 28 9; 














a,b,c 1 
wegen der durch Differentiation von (8) entstehenden Gleichungen 
“y / a, aa) — 
(41) > (BO at (v}) =0 
a=1 
ergiebt sich hieraus: 
: 8 Ef (v) y One (v) 
(42) pS BF (0) + Eso) “S*) =o. 


c=1 


Hieraus wiederum folgt auf Grund des Systems (16), wenn wir noch 
> mit a bezeichnen: 


a E' ( 


(43) S22 2 + Ho 2) 


c=1 


+ >)&1 EX(v) Ef) nf (0) = 0. 


¢ d,f=1 











siiistie 





ed PO ate 6 so OR 


grat : 


a 
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Fihren wir daher die Bezeichnung ein: 


(44) | SEW 0) = 4), 


so ergeben sich ftir die Functionen e’(v) die folgenden Differential- 
gleichungen: 


(45) Sard ef (v) Es (v) = 
¢,D=1 


Da nun mit Hilfe der Gleichungen (44) die »°(v) umgekehrt durch 
die e°(v) ausgedriickt werden kénnen, es ist nimlich: 


ze -. 





(46) nk (v) = >)ak(v) (0); 


so kénnen wir die Bestimmung der 7°(v) auf die der e®(v) zurtickfiihren; 
diese Functionen sind ihrerseits durch die Differentialgleichungen (45) 
volistindig bestimmt, wenn noch festgesetzt wird, dass ¢°(0) = 0,5. 
Zuvor aber wolle man sich davon tiberzeugen , dass die Integrabilitiits- 
bedingungen des Systems (45) erfiillt sind, Es ist nimlich: 


ate (v) = ie = 
1) 56,90, dae é(v) Ty Sacre) EMC) ES (v). 
Es ergeben sich demnach auf Grund von (16) als die gesuchten Inte- 
grabilitaétsbedingungen : 


r 


(48) Corn Cet Ce (Y) Ee" (v) Ey"(v) 
c,d, ¢, foal 
+> (rds + deb (WEP) EE) = 0, 
oder: —" 


(49) ae (v) Ep (v) Ey > (v) {¢f, Dept CF Cre + Ce, Lech} =0, 
C, De f= 
welche Gleichungen wegen (25) sicher erfiillt sind. 
Zur wirklichen Bestimmung der Functionen e$(v) multipliciren wir 
die Gleichungen (45) mit », und summiren iiber e. Wir erhalten dann: 


(50) 24 ae a <> Use? (u) : 


e=1 c=1 
Bezeichnen wir daher den Complex des Gliedes m'** Dimension in der 
Entwickelung von e8(w) mit ¢”)(w), so folgt hieraus: 


Mathematische Annalen, XXX VIII, 18 
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(51) melm)(u) = >) US? >” (u); 

c=1 
es ist daher e°(u) die bestindig convergente Potenzreihe: 
(52) e&(u)— >) 2 os. 

m=0 


In der That sind die Gleichungen (45), wenn man sie mit x multi- 
plicirt und iiber § von 1 bis » summirt, nichts anderes als die grund- 
legenden Differentialgleichungen (6) fiir die sogenannte adjungirte 
Gruppe; doch konnte von dieser Gruppe hier nicht ausgegangen werden, 
weil sie im Allgemeinen nicht r-gliedrig ist. 

Da nun nuf Grund von (33): 


r 


(53) > &(- «) &(u) = 9,,, 

und ebenso: os 

(54) > &(—u) Eu) = E}(—u), 

c=1 

so folgt aus (44): 

(55) > Ex(— &) 22 (u) = 8, 
c=1 

also in Riicksicht auf (8): 

(56) nt(u) = o8(— wu). 


Wir hitten dies Resultat auch auf kiirzerem Wege erhalten kénnen, 
doch war es uns wesentlich auch um die Differentialgleichungen (14) 
zu thun. Da hiernach: 
(57) ma(u) — @i(u) = UL, 
so ergiebt sich hieraus ein bemerkenswerther Zusammenhang zwischen 
den Functionen g,(w; v) in ihrer kanonischen Form und der ad- 
jungirten Gruppe. Es ist nimlich: 
(58) >) Galt) te = Po(u; 9(@; —u)), *) 

c=1 
wie man sofort durch Differentiation nach wu und die nachherige Sub- 
stitution u, =u, =-+-+- = 4, =O erkennt. 








*) Vergl. damit die bekannte Auffassung der adjungirten Gruppe als der- 
jenigen, welche die Transformationen der gegebenen Gruppe unter einander 
vertauscht. 











a Pei 22 
City ae 
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Aus (56) ergiebt sich, dass nun auch: 
_ (wu) é . i 
6 > nsw) — 22 gaa) = > «nw 








c=1 t=1 
Die Anwendungen dieser Gleichungen auf die erste Definition der 
y°(u) durch die Gleichungen (44) wird uns eine fiir die Folge wich- 
tige Relation fir die e&(w) ergeben. Differentiiren wir nimlich das 


System (44) nach #, multipliciren mit 4°(«) und summiren tber b, 
so folgt wegen (45): 


_ u) 








(60) (FE ae np) B50 


¢, D==1 


my (u)) 


= > e,eH BW) gw — 2 cto (u) eb (w). 


d,¢, f=1 
Vertauschen wir hierin 6 mit 6, und wert das Resultat dieser Ver- 
tauschung von (60) ab, so ergiebt sich wegen (16) und (59): 


(61)? (ue (u) nd (u) 2, Be(u) EF (us) + Ei(u) & , 22(w)) 


c,d, ¢, f= 
—? de a, eb (uw) e& (u). 
e, fami 
Hieraus endlich folgt wegen (44): 


r 


(62) 4 Co, & (U) = >t «OF (tu) ef (U). 


d=1 
Als Resultat dieses Paragraphen Ped wir nur dies hervorheben : 
Satz 3. Die Componenten »°(v) der infinitesimalen Transforma- 


tionen der zur Parametergruppe uu, = p.(u; v) reciproken Gruppe 
Ve = Qa(u; v) in ihrer kanonischen Form sind gegeben durch die 
Gleichungen: 


(44) >) EX (ui) nb(u) = 8 (u), 
c=1 
wo: 
— . 1 (m) 
(62) eb (u) = 2 1 US, 


woraus folgt, dass »°(u) = w®(— u). 
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§ 4. 
Bestimmung der Componenten der infinitesimalen Transformationen aller 
transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung. 
Die Bestimmung aller transitiven Gruppen von gegebener Zu- 
sammensetzung kommt darauf hinaus, das System von Differential- 
gleichungen: 


(63) > “Fe; 5 (@) eS a — = ) eG) a q. E(x), *) 


c=1 c=1 








wo » <r unter der Bedingung zu integriren, dass nicht alle Deter- 
minanten nter Ordnung der Matrix: 


, feet, 8,.. 48 
| (2) | te —1,2,.-,, *f 
identisch verschwinden. Wir wollen annehmen, dass fiir 
t= % +--+, = 0 
etwa die Determinante: 
| &(0)| (a,6=1,2,..., ) 


von Null verschieden sei. Man kann dann immer solche neue Para- 
meter in die Functionen /f,(”; «) einfiihren, dass: 


\ 
(64) £2 (0) = da». 
Fiihren wir nimlich die neuen Parameter ein auf Grund der Gleichungen: 


(65) H— > as, 


wo die Determinante |a*| von Null verschieden ist, so gehen die 
£2 (x) iiber in: ° 


Of, (@; &) = c b, 








setzen wir daher £2 (0) = v8, so ergeben sich fiir die a® die Be- 
dingungen: 


Wheto G3 7%): 


*) Um fiir spiiter das hiufige Minuszeichen unter dem Functionszeichen zu 
vermeiden, gehen wir statt von den Gleichungen (12) von denjenigen aus, welche 
durch Vertauschung des Vorzeichens der es, p, entstehen; wir wiihlen also als 
Parametergruppe die reciproke Gruppe. 


; 
$ 











ta Roe Kita 


= 
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Fiigen wir diesen r(r — n) weitere Gleichungen hinzu, indem wir fiir 
a> 0b, = 05 setzen, so sind dadurch die a’ eindeutig in der er- 
forderlichen Weise bestimmt. Wir kénnen daher die Parameter immer 
so gewahlt denken, dass die Gleichungen (64) erfiillt sind. 

Nunmehr folgt aus den Differentialgleichungen (63), dass: 
(68) cf, = 9, 


sobald 1<n und b eugleich mit 6, > n ist; dies besagt, dass unsere 
Gruppe eine (r — n)-gliedrige Untergregpe enthalten muss, welche ent- 
steht, wenn man U, = Uy = +++ = Un = 0 setat. 

Nehmen wir nun an, wir hitten ein solches Lésungssystem ge- 
funden, so kénnen wir hieraus sofort dadurch neue ableiten, dass wir 
in unsere Gruppe neue Variable einfiihren vermittelst der Gleichungen: 





(69) fq =ha(%), X= H,(e), 

wo: 

a ah, (0) 

(70) h,(0)=0 und 5a, = 0y,5. 


Da dann namlich unsere Gruppe die Form annimmt: 


(71) iat (r (H(2); u)) : 


so sind die Componenten der infinitesimalen Transformationen der- 
selben: 


(72) co=- > 





EP (ar x), 


c=1 
wo 2, = H,(z) zu setzen ist. Hieraus folgt: 


. ag® (2) 9 (Ae. 1 Ghg (@) BE (@)) gb, 

(73) 2k E(w) = > ape 8) + ga) OD 
n=l ¢, == 

oder: 


(74) De a ~ > (8) = D taie, Ee (a) &' (2) 


d=1 
oh, a be (x) 
one (a). 


Daraus erkennen wir auch direct, dass die durch die Gleichungen (72), 
(69) und (70) definirten Functionen ¢{(2) die Gleichungen (63) und 
(64) erfiillen, falls dasselbe von den & bekanut ist. 

Wir kéunen aber auch umgekehrt sehen, dass jedes Lisungssystem 
von (63), welches die Anfangsbedingungen (64) befriedigt, auf obige 
Weise aus einem derselben abgeleitet werden kann. Zuniichst kann man 
leicht sehen, dass von den nr Differentialgleichungen fiir die » Func- 
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tionen h,(z) diejenigen fiir 6 > m aus den iibrigen folgen. Waren 
nimlich die Gleichungen (72) fir 6<~m erfiillt, so setzen wir fiir 
b>n: 


om (x) 





(75) Bo (a ) naaat £2 (2). 


c=1 


Alsdann bilden nach dem Obigen die Functionen €?(2) fiir 6 <m mit 
diesen £$(2) zusammen ein Lésungssystem von (63), welches auch die 
Anfangsbedingungen (64) erfiillt. Nun sind aber von den ein Lésungs- 
system von (63) mit den Anfangsbedingungen (64) bildenden Func- 
tionen &} (x) diejenigen fiir 6 > durch diejenigen fir 6 <1 voll- 
stindig bestimmt, und zwar driicken sich die Coefficienten ihrer Glieder 
m= Dimension durch die Coefficienten der Glieder niederer Dimension 
in der Entwickelung der &?(x) fiir 6<™ rational und ganz aus. Dem- 
nach miissen die £°(¢) nothwendig mit £!(2) fiir 6 > m identisch sein, 
oder die Gleichungen (72) fiir 6 > sind eine Folge derjenigen fiir 
b<xn. Im Besonderen sieht man, dass, falls die Coefficienten der 


Glieder bis zur m'e" Dimension inclusive in der Entwicklung der h, (x) 
so bestimmt wiiren, dass in: 





(76) th (2) = (2) — >) 


c=1 


oh, (2) b 


fiir 6 < m die Glieder bis zur (m— 1) Dimension inclusive fortfallen, 
dasselbe auch fiir 6 > gilt. Denn diejenigen £° (2), welche wir er- 
halten, wenn wir die h,(x) mit den Gliedern m'e Dimension abbrechen, 
stimmen mit den fiir beliebig fortgesetzte h,(~) erhaltenen €? (#) in den 
Gliedern bis zur (m — 1)" Dimension inclusive iiberein, weil auch 
die Coefficienten der Glieder bis zur m'*® Dimension in der Entwickelung 


von 2, = H,() sich rational und ganz durch diejenigen von h,(x) 
bis zu derselben Ordnung ausdriicken lassen. 

Nun beweist man leicht, dass sich die Coefficienten der Glieder 
(m + 1) Ordnung in den h,(2) widerspruchslos so bestimmen lassen, 
dass in den r°(%) auch die Glieder m'e* Ordnung fortfallen. Die Be- 
dingungen hierfiir sind naémlich, dass in: 


(77) z= om g(a) — 7 ‘(2)) 


d=—1 





die Glieder (m— 1)'* Dimension fortfallen; denn daraus wiirde folgen, 
dass man z. B. fiir den Coefficienten von 25 2%, ... ,, in der Ent- 


wickelung von h,(x) aus (72) denselben Werth erhilt wie aus der- 








Ait AL Sell tall Sake 


i: 
4 











OR Re, 2 


ie 
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selben Gleichung, wenn man darin 6 mit 6, vertauscht. Auf Grund 
unserer Voraussetzungen geht aber (77) iiber in: 


r 


(78) Da, x (2) -> (Ee. rh (a = i nae tha) )- 


t=1 d=1 


Fallen also in den r°(x) fiir 6<m und in Folge dessen auch fiir 
b > m alle Glieder bis zur (m — 1)' Dimension inclusive fort, so gilt 
dasselbe fiir den Ausdruck (77), d. bh, die Gleichungen, welche aus- 
driicken, dass auch die Glieder m‘ Dimension in r(x) fir b<n 
fortfallen, stehen mit eimander nicht im Widerspruch und kénnen zur 
eindeutigen Bestimmung der Glieder (m-+ 1)'* Dimension der h,(x) 
benutzt werden. Hieraus geht hervor, dass man zuniichst rein formal 
n Potenzreihen h(x) bestimmen kann, welche alle Gleichungen (72) 
befriedigen, 

Die wirkliche Bestimmung derselben und der Nachweis ihrer Con- 
vergenz kann dann auf die Integration eines simultanen Systems ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen zuriickgefiihrt werden. Versteht 
man unter F?(x) durch die Gleichungen: 


(19) Sia) F(a) = >) Fie) (2) = dae 
— tio (6 = 1,2,..., n) 


definirte ebenfalls in der Nahe des Nullpunktes convergente Potenz- 
reihen, so sind diese Differentialgleichungen: 


= t 
(80) = 





= Se g2 (he (at) FS (at) a. 


b,c=1 


Nehmen wir z. B. an, die &°(x) seien die Functionen nf(u) in ihrer 


kanonischen Form, also n=—yr, und die £2 (2) irgend ein anderes 
Lésungssystem der Gleichungen (59), welche den Anfangsbedingungeu 
4 (0) = 0,,5 geniigen, so gehen diese Gleichungen iiber in: 


dh, (at) - 
(81) : it «> g (h (a t)) Ap, 
b=1 


welche von den Componenten der infinitesimalen Transformationen der 
Parametergruppe in ihrer kanonischen Form ganz unabhingig sind. 
Wir sehen hieraus, dass man die Parametergruppe durch Einfiihrung 
neuer Parameter immer auf die kanonische Form bringen kann. 

Aber auch fiir irgend eine transitive Gruppe giebt es eine solche 
canonische Form, durch deren Nachweis nach dem eben Bewiesenen 
das Problem der Integration des Systems (63) fiir transitive Gruppen 
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volistindig gelést sein wird. Die betreffenden Functionen &°(x) sind 
definirt durch die Gleichungen: 


(82) 2 Ei (20) & (a) = e8(w0), 
(awe 1,2,..., 9) 
wo zur Abkiirzung funct. (70) fiir funct. (a,27,...2,0...0) gesetzt 


ist. Wir beweisen zuerst, dass diese Functionen ‘das Byehen (63) be- 
friedigen. *) 


Durch Differentiation nach 2), Multiplication mit &?(z) und -Sum- 
mation nach » folgt wegen (45): 


(83) > (Pe? ee) + EiGe0) SEO) em a) 
¢,d==1 
-> > c@ , (a0) EP (a0) &(a). 
d=1 ¢,f=—1 


Durch Vertauschung von } mit $6, und Subtraction folgt hieraus 
wegen (16): 


(84) SS) B8(@) BS (@) 8 Ei (@0) EP (a0) 


¢, D=1 ¢, f=1 
a og 
+ > E20) - EC) go() — i (a) 


¢,d=1 





=>) D> &s Bi (w0) {ef 0) B(@) — ef (0) 8 (@)}- 
dD=1 e¢, f=—1 
Die erste Summe der linken Seite kénnen wir auf Grund von (82) 
und (68), weil hier 4 immer < » ist, folgendermassen zerlegen: 
> 8, (a0) eb (0) + > > of. ye2 (a0) EP (0) f(a) 
e,f=1 d,e==1 f=—n-+1 
+ >) Dd cisef (a0) BP (#0) 8); 


=a5 d, f=! e=n+1 





*) Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass dieser Beweis unabhiingig 
davon ist, dass die wo? (uw), E (u), ne (uw) und e (w) in ihrer kanonischen Form 
gegeben sind. Denkt man sich dann die letzten Functionen durch die Gleichungen 
(44) mit Hiilfe der infinitesimalen ‘l'ransformationen zweier reciproker einfach 
transitiver Gruppen definirt, so haben wir genau das Problem, welches sich Herr 
Lie im. 22, Cap. des ersten Abschnittes seines Werkes gestellt hat. Die Glei- 


chungen (82) lehren daher, dass dies Problem ohne jede Integration erledigt 
werden kann. 





a 








: 
3 
3 
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ebenso zerlegt sich die Summe auf der rechten Seite in: 


2 ey C2, 5 & (20) ef (a20) ++ = i ce, 5 ee (a0) Ep (a0) &9* (x) 
t, f= 1 


d,e=1 f=n+1 


+ >) DS) ds (0) BP (a0) &°(a) 


d, f=1 e=n+1 


+ >) Dd) és 2 (w0) ef w0) 
e=n+1 f=1 


r n 


+ > »d' chs deo) (a0). 


f=n+1 n=1 
Somit gehen die Gleichungen (84) iiber in: 
m 08e (a (a) : 
20) D1 £20){ EO gee) — FO gol — Setionrehioo, 


¢, D=1 e,f=1 


also wegen (62) und weil a < » ist: 


(86) > B00) {5 Eb (a x) — - = EB (a )t da. ef (a0) 


6 d=1 d=—1 


-> ¥ Ey, (x0) 8, », &° (@). 


c=1 D=1 





Da nun die Determinante | E{(a0)| nicht identisch verschwindet, 
so ergiebt sich in der That, dass die durch die Gleichungen (82) als 
Quotienten bestiindig convergenter Potenzreihen definirten Functionen 
&} (x) ein Lésungssystem der Differentialgleichungen (63) bilden. 

Dass diese &?(a) die Anfangsbedingungen (64) erfiillen, ist evident. 
Man sieht aber auch, dass sie die kanonische Form haben, d. h. dass: 


(87) ¢° (@) 2% = X. 
b=1 
Denn aus (82) folgt: 


(88) > Ej (a0) &2 (a) ap = ata, 
4 c=1 

also die Gleichungen (87). Das simultane System gewohnlicher Diffe- 

rentialgleichungen, welches irgend ein Lésungssystem von (63) mit 

den Anfangsbedingungen (64) in diese kanonische Form iiberzufiihren 

erlaubt, kann demnach die vereinfachte Form (81) erhalten, wo nun 

allerdings die Summation nur bis » auszudehnen ist. 
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Nicht ohne Interesse ist die Bemerkung, dass, falls die endlichen 
Transformationen der Parametergruppe in ihrer kanonischen Form vor- 


liegen, die endlichen Transformationen der zu den & (x) gehérigen 

Gruppe ohne Integration durch blosse Elimination gefunden werden 

kéunen. Die betreffenden Gleichungen sind: 

(89) Pa (— 21’, very — ny O-+- O35 P(t ees Urs Bye Ly Ove 0)) == 0, 
(a==1,2,++-+, ) 

In der That ergiebt sich hieraus durch Differentiation nach w: 


, 0% — 20; p(w; 20)) ax, 
(90) > ( ) 


Oa, 0 Uy 








c=1 





= BGq(—2'0; p(w; #0) Aqy (ws 0) 
— A @y (m5 0) du, 


Fir u =u, =-+--=—u,=0 geht dies iiber in: 


1/2 0; #0 “y / g(a’ 0; £0 
(91) Sole 00) . tea Rae nf (a0). 
1 0x, eo — 2 Oxy v=—2 
= 


d=1 it 
Nun folgt aus dem Systeme (3): 











= 29, (u; v) b iad 
weil o,(u; —u) = 0; ebenso folgt aus dem Systeme: 
on 450) 
(98) nt(p(u;0)) = > nt (u) 
dass : ” 
(94) > (73 aoe v) -) wP(v) = 9, ,. 


Es ist demnach: 


(95) > Ei (0) &° (x) = 5S" BR (x0) 98 (a0) = e8(w0), 

t=1 d=1 
wie zu beweisen war. Uebrigens lisst sich auch direct nachweisen, 
dass durch die Gleichungen (89) eine Gruppe dargestellt ist, falls fiir 
Uy, = U, = +--+ =, =—O0 eine in der Parametergruppe enthaltene 
(r — n)-gliedrige Untergruppe resultirt. *) 


*) Vergl. meine o. a. Schrift aus den Ber. d. Sachs. Ges. d. W., wobei ich 
bemerke, dass fiir den dortigen Beweis die Annahme unwesentlich ist, dass diese 
Untergruppe keive invariante Untergruppe enthalte; diese Annahme kommt, wie 
das Folgende lehrt, erst bei der Entscheidung iiber die Anzahl der wesentlichen 
Parameter in Betracht. 
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Nun haben wir aber noch die wichtige Frage zu entscheiden, ob 
und in welchen Fallen diese Functionen §?(x) wirklich die Compo- 
nenten der infinitesimalen Transformationen einer r-gliedrigen oder 
nicht vielmehr einer (r—p)-gliedrigen Gruppe darstellen. In letzterem 
Falle miissten bekanntlich die Gleichungen:*) 


(96) b ES (a) ay = 0 

(a= 1,2,--+, ) 
fiir alle 2 p von einander unabhiingige Cela rae Nun folgt 
zunichst aus den Anfangsbedingungen (64), dass a,=a,=-+-—=a,=0 
sein muss, p kann also héchstens gleich r — , unsere Gruppe muss 
mindestens »-gliedrig sein; das folgt ja schon aus ihrer Transitivitat. 
Die Bedingungen (96) verwandeln sich auf Grund von (82) und (52) in: 


r 


(97) > Xi} a =0, 


etait (a= 1,2, +++, ) 
wo: 
(98) x” wus 2 x!) xin), 
und: 
(99) x= Sdn. 
t=1 


Wir erhalten so aus (97) fir m—1: 


(100) > cede = 0. 
— (a,c = 1,2,--+-, 2) 

Wir wollen nun annehmen, dies System von n? homogenen linearen 
Gleichungen fiir die ay besitze gerade p und nicht mehr von einander 
unabhangige Lésungssysteme c? () = r — p hd 1,---, 7), sodass etwa 
die Determinante |c}| (6, = 7 —p-+1,---,7) von Null verschieden 


sei, wobei p, da es sich nur um + — » Gréssen handelt, héchstens 
=*r—n sein kann. Setzen wir nun: 


(101) > Ei() af = E°(2), 

(6 = 1,2,--+,7) 
wo die Determinante |a®| von Null oad so bilden auch diese 
Functionen ein Lésungssystem von (63), wenn wir die ct Cf, ersetzen 


durch: 





*) S. meine o. a, Annalenarbeit S, 172. 
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i. 
=a 
(102) Cb, 6, = > Cb a’ ae as, 
c,d, e=1 
wo die a die durch die Determinante | ae | dividirten ersten Unter- 
determinanten derselben. Wir setzen nun in unserem Falle a? = c?, so- 


bald 6 > und zugleich > >r—p, und fiir die tibrigen Indices ' Z 





aj =9,,; dann ist auch a} =0,,, sobald b<r— p, und ebenso HN r 
immer, wenn }< . Bei dieser Substitution bleiben nun sicher die ; 
Anfangsbedingungen (64) erfiillt, ebenso auch die Bedingungen (87), 4 
weil £?(x) = £°(x), so lange als } <n. Ferner folgt aus (102), was g 
ja eigentlich selbstverstindlich, dass cf »,—0, sobald a<m und b "3 . 
mit 6, zugleich > ; endlich aber folgt aus (100), dass diese Gréssen ‘ I 
auch verschwinden, wenn a<n, b<m und b, > r — p, weil dann: a ' 
r 4 Jj 
= >) chet 5 
d=n+1 e 
wird. Wir kénnen uns daher unter den obigen Voraussetzungen die 2 
c<, mit Hiilfe von Substitutionen der Form (102) auf eine solche Form % 
gebracht denken, dass ct », Verschwindet, sobald q und b<m,b, da- g 
gegen >r— p. Nunmehr sind die Gleichungen (100) sicher erfiillt, 4 
WENN Gni1 == Ante = +++ = dy» =, wihrend die tbrigen p Gréssen F 
a irgend welche Werthe haben. Da diese nun gerade p von ein- : 
ander unabhingige Werthsysteme annehmen kénnen, so folgt hieraus, : 


dass die Gleichungen (100) auch nur dann erfiillt sein kénnen, wenn 
Ani = An4g =+++=4,»=90. Nun gehen aber die Bedingungen 
(25) fiir die c<,, wenn wir annehmen, dass a und b<n, b, >m 


und 6, > r — p auf Grund unserer Voraussetzungen in die folgenden 
Gleichungen iiber: 


tw odd “sehepe 


(103) on Ch, by Cb, = 0. 

c=n+1 
Das sind aber Gleichungen von der Form (100), es ist daher cf , =0, 
sobald c<r—p, b, > — p, wihrend b, alle Werthe von 1 bis r 
haben hann; es besagt dies, dass man fir uw, =u, = +--+ = Up» = 0 
eine in unserer Gruppe invariante Untergruppe erhilt. 

Es ist leicht zu sehen, dass nun wirklich alle Bedingungen (97) 
fiir Gn4oi = nig = ++: = 4,» = 0 erfillt sind. Dann verschwinden 
nimlich die X{\, sobald a<r—p und 6 >r—>p, dasselbe gilt 
daher auch von den X{"} bei denselbea Werthen der Indices. Die 
Gleichungen (82) lehren nun, die §?(«) fir 6 > r — p identisch ver- 
schwinden, sodass von selbst nur die Cou»onenten der infinitesimalen 
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Transformationen einer (r — p)-gliedrigen Gruppe iibrig bleiben. In 
der That sind jetzt die Gleichungen (25) auch erfiillt, sobald a, b, 
b,, bs, cS — p sind. 

Wir erhalten so schliesslich das folgende Resultat: 

Satz 4: Ist die sogenannte Zusammensetzung einer r-gliedrigen 
Transformationsgruppe, d. h. ein System von Constanten %,5 gegeben, 
welche den Gleichungen: 


D>) Cin Mact Min Mure + M6 %,) = 9 

c=1 
und y= — V,q geniigen, so findet man folgendermassen die Com- 
ponenten der infinitesimalen Transformationen aller transitiven Gruppen 
von dieser Zusammenseteung. Man bringe zuerst die Constanten y< , auf 
jede migliche Art mit Hiilfe der Substitution: 


r r 
C am a 6 qb 
> ©, 6, — DP Ve, 0 % p's 


c=1 ¢, D=1 
wo die Determinante jae | von Null verschieden sein muss, auf eine solche 
Form, dass ci, = 0, sobald an und b mit b, sugleich > n, wo 
n<r. Bildet man dann die eindeutigen Functionen: 


b or ie a 1 (m) 
EX(@) = > wmpiy Xe 


m=0 


und 
eo 
6 1 (m) 
(2) = > ml 2s b> 
m=0 
wo: 
n 
(0) (1) a 
Xa, b = a,b, Xoo = > Cp, ¢ Xe 

c=1 

und 


r 

m) (1) (m—1) 

x” = > Xa, Xeb ? 
c=1 


so sind die durch die Gleichungen: 


n 
P Ei(a) &2(a) = e(a) 
c= (a= 1,2,-+-+, ) 
als Quotienten bestindig convergenter Potenzreihen definirten Functionen 
£2 (x) die Componenten der infinitesimalen Transformationen einer transi- 
tiven Gruppe der gegebenen Zusammensetzung in ihrer kanonischen Form. 
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Diese Gruppe ist (r — p)-gliedrig, wenn es p von einander wnabhiingige 
Werthsysteme der ay, giebt, welche die Gleichwngen: 


r 


Cb,¢ A = 0 
b=n+1 (a,c==1,2,---,m) 
erfiillen. Ist x, = H,(#,--+2%n) irgend eine Transformation, deren 


Umkehrung 2, = h(x) ist, so sind in der Form: 


<1 dh, (He 
nO =D nO) 58 (10) 
c= 
die Componenten der infinitesimalen Transformationen aller transitiven 
Gruppen von der gegebenen Zusammensetzung enthalten. 

Die Aufstellung von Criterien iiber die etwaige Aehnlichkeit der 
so erhaltenen Gruppen unter einander in algebraischer Form erfordert 
Untersuchungen, fiir welche bis jetzt noch wenig geschehen ist. In 
transcendenter Form sind diese Kriterien a. a. O. von Herrn Lie gegeben 
worden, was sich auch aus meiner Darstellungsweise mit Hiilfe der 
Functionen e®(u) erreichen lisst. 


Dorpat, im November 1890. 








ae 

















Einige Hauptsitze aus der Lehre von den Curven dritter 
Ordnung. 


Von 


Ernst K6rrer in Berlin. 


In einer friiheren Abhandlung*) habe ich, auf einer eigenthiim- 
lichen Weiterbildung der trilinearen Zuordnungsweise fussend, rein 
geometrische Beweise fiir die unendlich vielfache projectivische Erzeug- 
barkeit der algebraischen ebenen Curven gegeben. Diese Entwickelung 
lisst sich fiir die Curven dritter Ordnung zu bemerkenswerther Einfach- 
heit abkiirzen; angesichts der zahlreichen, auch neueren Publicationen *) 
iiber diesen Gegenstand scheint es mir wohl am Platze zu sein, einige 
Worte auf diesen Beweis zu verwenden. 


I 


Die unendlich vielfache Erzeugung der Curven dritter Ordnung durch 
projectivische Gebilde. 


Den Ausgangspunkt bildet folgender Satz: 
Ein Kegelschnittbiischel K, K, K,... mit den vier Grundpunkten 
A, B, C, D schneide auf einem beliebigen von A ausgehenden Strahle a 


*) ,,Grundziige einer rein geometrischen Theorie der algebraischen ebenen 
Curven“‘, Abhandlungen der Berliner Akademie, vom Jahre 1887. 

**) Wihrend Herr Schréter in seiner neuesten Publication {,,Die ebenen 
Curven dritter Ordnung“ etc. Leipzig, Teubner, 1888} die Definition als Tripel- 
curve zu Grunde legt, giebt Herr Kiipper einen ganz neuen, nicht eben einfachen 
Beweis des Fundamentaltheorems, der auf eigenartiger Benutzung einer quadra- 
tisch-involutorischen Verwandtschaft beruht. Vergl.: ,,Einleitung in die pro- 
jectivische Geometrie der Ebene, nach Vortriigen des Herrn C. Kiipper heraus- 
gegeben von K. Bobek“. Leipzig, Teubner 1889. Die eigentliche trilineare Ver- 
wandtschaft benutzt Herr Castelnuovo zum Beweise des Theorems. Vorzugsweise 
wird noch der Hiilfssatz gebraucht und bewiesen, dass zwei Kegelschnittbiischel 
eine Curve dritter Ordnung erzeugen, wenn sie zwei Grundpunkte gemein haben, und 
die Geradenpaare einander entsprechen, in denen die Verbindungslinie derselben 


vorkommt. Vergl. den Aufsatz ,,Studio sulla omografia del seconda spezie’’ Ven, 
Jst. Atti (6) V. § 3, 
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die Punktreihe E,®E,®E,® ..., auf einem beliebigen durch B, C, D 
gelegten Kegelschnitte die Punktreihe P, P, P,... aus. Alsdann 
treffen sich die Geraden E,™P,, E,P,, E,P,,... in einem 
Punkte R® von &. a® und R® beschreiben projectivische Gebilde: 
. ee OS 
Andererseits ist natiirlieh 
EXE, ..cK Pi BF...>- 
Der Satz ist einleuchtend, weil 
P, (EF, Ey EB,” ...) 7% P(E E,” EB,” ...) 
ist, und beide Gebilde einen Kegelschnitt erzeugen, der B, C, D, P,, P, 
enthilt und demgemiss mit & identisch ist. Die Reihe R’ R” R” 
hat also die Eigenschaft, dass die projectivischen Biischel 
aaa” ...RP,(RRR”...) 
den bestimmten Kegelschnitt K, erzeugen.*) 
Kine Curve dritter Ordnung C sei nun das Erzeugniss der beiden 
projectivischen Biischel 


K, EK, ..- XK 010,05. ..3 
das letztere Strahlbiischel habe das Centrum O. Sind P, und P, zwei 
Punkte des Erzeugnisses, die mit O nicht in gerader Linie und deshalb 
auf zwei verschiedenen Kegelschnitten K, und K, des Biischels liegen, 
so erhilt man auf dem durch B, C, D, P,, P, bestimmten Hiilfskegel- 
schnitt ® die beiden Reihen 


ly yee TS ae 
P,P, P,... K K, KK, ..- K 40,0,.... 
Die Curve ist der Ort der Punkte, in denen sich Strahlenpaare o,, a 


mit den zugehérigen Geraden P,,R” treffen. Bezeichnet man mit 
L® das Erzeugniss der Biischel 


BO(P, Py Py . - .) K 0, 0g0 - «+5 


so ist die Curve C das Erzeugniss der eindeutig auf einander bezogenen 
Reihen 


9 @ae” 6=—Co?? ee 


Da OP, mit 0,, OP, mit 0, bezeichnet werden kann, so begegnen 
sich alle Kegelschnitte ZL in O, P, und P,. Ist X der letzte Schnitt- 
punkt von L’ und L”, so entsprechen R’ X und R” X bei der Erzeugung 
derselben dem Strahle OX. Daher liegt X auf &, entspricht OX in 


*) Augenscheinlich liegt hier eine Verallgemeinerung der zweiten Steiner’- 
schen Erzeugungsweise des Biischels vor. Diese selbst wiirde sich ergeben, wenn 
man § in BC und eine von D ausgehende Gerade zerfallen liesse. Vergl. 
,steiner’s Vorlesungen iiber synthetische Geometrie“. Zweiter Theil, heraus- 
gegeben von H. Schriter. 2. Aufl. Leipzig, Teubner 1876, § 441. 
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der Reihe P,P, P,... und ist allen Kegelschnitten L’, L’, L’’,... 
gemeinsam, L’L” L ... ist mithin ein zu a’a’a” ... projectivisches 
Biischel, und es gilt der Satz: 

Ist eine Curve das Erzeugniss eines Strahlbiischels und eines dazu 
projectivischen Kegelschnittbiischels, so kann sie auch erzeugt werden mit 
Hiilfe eines Strahlbiischels, das einen der Grundpunkte des alten Biischels 
zum Centrum hat, und eines Kegelschnittbiischels, welches das alte 
Centrum zum Grundpunkt hat, wiihrend zwei andere auf der Curve 
willkiirlich sind, und der letzte dann uneweideutig bestimmt ist. 

Durch dreimalige Anwendung dieses Satzes ergiebt sich augen- 
blicklich: 

Eine Curve dritter Ordnung kann erzeugt werden mit Hiilfe eines 
Biischels, denen Grundpunkte auf der Curve willkiirlich sind, und eines 
zu ihm projectivischen Strahlbiischels, das den Gegenpunkt der vier 
Grundpunkte sum Centrum hat. 


Auf der Grundlage der v. Staudt’schen Imaginirentheorie bezieht 
sich das obige gleichmissig auf reelle und nicht reelle Punkte. Hilt man 
aber an einer mehr elementaren Betrachtungsweise fest, so wiirde sich 
das Vorhergehende nur auf die reellen Punkte der vorliegenden Curve 
beziehen. Ich will zeigen, wie einfach auch bei diesem Standpunkte 
Paare imaginiirer Punkte in die Betrachtung eintreten. Zwei Strahl- 
biischel, welche zwei ineinanderliegende projectivische Punktreihen 
projiciren, erzeugen bekanntlich einen Kegelschnitt, der beider Doppel- 
punkte enthilt, auch dann, wenn die letzteren imaginiir sein sollten, 
Da nun L’ das Erzeugniss von 

fi (#, E,' EB, ...) = BR (P, P,P,...) wnd 0,0,0,.. 
ist, so wird bei der obigen Ueberlegung, wie man auch P, und P, 
auf der vorliegenden Curve gewihlt hat, dem Strahle a’ ein Kegel- 
schnitt zugeordnet, der mit ihm dieselben beiden reellen oder imaginiiren 
Punkte gemein hat, nimlich die Doppelpunkte der Reihen, die 
0,0,0,... und K,K,K,... auf a ausschneiden. Macht man nun 
einmal den umgekehrten Schluss und dann ihn selbst, so folgt der Satz: 

Ein Strahl habe nur einen reellen Punkt A mit der Curve gemein. 
Man wiihle A als Centrum des Strahlbiischels und drei beliebige 
Punkte der Curve als Grundpunkte des zugehirigen Biischels. Bei der 
durch die reellen Curvenpunkte vermittelten projectivischen Zuordnung 
leider Biischel wird dem Strahle eine Curve zugewiesen, welche zwei 
ganz bestimmte imagindre Punkte auf ihm ausschneidet. Rechnet man 
alle diese imagindren Punkte.der Curve zu, so hat sie mit jeder Geraden 
drei Punkte gemein, da eine leichte Stetigkeitsbetrachtung mindestens 
einen reellen gemeinsamen Punkt ergiebdt. 

Dass conjugirt imaginiire Punkte in die Basis eines erzeugenden 
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Biischels aufgenommen werden kénnen, zeigt man durch folgende 
Betrachtung. Die imaginiren Punkte E°, F° mégen mit dem Curvenpunkt 
S auf einer reellen Geraden s° liegen, die von S ausgehenden Strahlen 
s,s", s”” mégen in Paaren reeller Punkte EZ’, F’; E"’, F”; E”, F’”’ 
schneiden. Die vier von einem Curvenpunkte O ausgehenden Geraden 
01, 0, 03, 0, mogen in den Paaren C,, D,; C,, D,; C3, D,; C,, D, 
reeller Punkte treffen. Mit dem letzten Schnittpunkt von OS migen 
die reellen Punkte A, B von C in einer Geraden liegen. Fasst man S 
als Centrum des Strahlbiischels, A, B, C,, D, als Grundpunkte des zu- 
gehérigen Kegelschnittbiischels auf, so erkennt man nach dem vorigen, 
dass je sechs Punkte 
A, B, O,, Du, E®, FO(A = 0, 1, 2,3; wp —1, 2,3, 4) 
auf je einem Kegelschnitt Kr? liegen. Ferner ist 
s°s's"s"" 7 K,° K,' K,’ K,” X K,°K, K,’ K,” XK K, K,' K,’ K,;” 
KW K,°K, kK,’ K,”. 
Da man aber auch O als Centrum wihlen und die Basis aus jedem 
der Punktepaare E’, F’; E”, FP”; EE’, F’’ in Verbindung mit A, B 
zusammensetzen kann, so ist andererseits 
010,030, \ K, K, K,; Ky KX K," K," K,’ K,” X K,” K,” K,”" K,”. 
Ferner wissen wir, dass K,°, K,°, K,°, K,° einem Biischel angehéren. 
Wir nehmen nun von allen 16 Kegelschnitten die Polaren hinsichtlich 
eines festen Punktes P und benutzen, dass ein Biischel ein zu ihm selbst 
projectivisches Biischel von Polaren bedingt.*) Hiernach ergeben sich 
zweimal vier Punkte A,, A,, A,, 4,; B®, BY, B’, B” von der Art, 
dass A, B® die Polare von K.” ist. Da ferner : 
A, (BoB B’ BY’) A,(B°B B’ B")K A,(B BB’ B")j A,B BBB") 
ist, so liegen alle 8 Punkte auf einem Kegelschnitte &’; hiernach ist 
BA, A, A, A,) A B(A,, A,, A;, A,), 
das heisst 
K,° K,° K;°K,° ZX 0,0, 050,. 
Da o, ein beliebiger in reellen Punkten treffender Strahl des Biischels 
O ist, so kann die Curve, was ihre reellen Punkte anbelangt, mit 
Hiilfe des Strahlbiischels 0,0,0,... und des Kegelschnittbiischels mit 
den reellen Grundpunkten A, B und den imaginiren E°, F° erzeugt 
werden. Einem Strahle o,, der in imaginaéren Punkten C,, D, schneidet, 
mégen die Kegelschnitte K,°, K,, K,", K,’” projectivisch zugeordnet 
werden. Die Polaren derselben hinsichtlich P begegnen sich in dem 
Punkte A; von &’, fiir welchen 





*) Vergl. Steiner-Schriter etc. § 47. 
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ist. Da nun P ein ganz beliebiger Punkt der Ebene ist, so gehéren 
K,°, K,’, K,’, K,’” 2u einem Biischel, und K,° enthilt C,, D, ebenso 
wie die drei anderen Kegelschnitte. Die neuen Erzeugungsweisen 
ergeben also die schon vorhandenen reellen und imaginiéren Punkte. 
Die gemachten Schliisse wiederholen sich nun Wort fiir Wort fiir zwei 
conjugirt imaginaére Punkte A, B und ergeben alsdann den Lehrsatz: 

Hat ein Biischel seine vier Grundpunkte, unter denen zwei 
oder gweimal: zwei conjugirt imagindre vorkommen kinnen, auf einer 
Curve dritter Ordnung, so erzeugt dasselbe mit einem projectivischen 
Strahlbiischel die Curve dritter Ordnung, was die reellen Punkte der- 
selben anbelangt und die conjugirt imagindren Punkte, die mit dem 
Centrum des Strahlbiischels in (reellen) Geraden liegen. 

Durch leichte indirecte Schliisse gewinnt man folgende Umkehrung 
dieses Satzes: 

Erzeugen ein Strahl- und ein Kegelschnittbiischel eine Curve dritter 
Ordnung, was ihre reellen Punkte anbelangt, so gehiren ihr &e Grund- 
punkte des leteteren Biischels auch dann an, wenn sie nicht reell sein 
sollten. 

Von einem Kegelschnitt, der zwei Punkte mit der Curve gemein 
hat, kann gezeigt werden, dass er einem derartigen Biischel angehort 
und daher noch vier weitere Punkte mit der Curve gemein hat. 


Il. 
Uebergang zu anderen Betrachtungsweisen der Curve. 


Mit Leichtigkeit lisst sich mit Hiilfe des benutzten Principes der 
Uebergang zu Herrn Reye’s Definition der Curven dritter Ordnung 
vollziehen. Wihrend Herr Reye*) selbst den Uebergang zu Chasles’ 
Erzeugungsweise vollzogen hat, hat Herr Schur**) eine Construction 
fiir die Netze collinearer Strahlenebenen gegeben, durch die eine ge- 
gebene Curve dritter Ordnung erzeugt wird und nachgewiesen, dass 
es eine éinfache Mannigfaltigkeit solcher Netze giebt. Gleichwohl 
diirfte die neue Vorschrift zur Construction solcher Netze nicht ohne 
Interesse sein, die aus unseren Entwickelungen folgen wird. Wir lassen 
hierzu den Kegelschnitt @ der obigen Betrachtung in die Gerade BC 
und in eine zweite von D ausgehende, aber A nicht enthaltende 
Gerade d zerfallen. Die Punktreihe R’ R’R”... liegt dann auf BC, 





*) Vergl. ,, Vorlesungen iiber die Geometrie der Lage“. II. Bd., II. Auflage, 
Hannover, 1880. (Vorlesung 25). 

**) Vergl. § 3 des Aufsatzes ,,Ueber die durch collineare Grundgebilde 
erzeugten Curven und Flichen“. Habilitationsschrift. Leipzig 1881. 
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die Reihe P, P, P,... hingegen wird vom Biischel K, K,K,... auf 
d ausgeschnitten. Nunmehr gehért nicht nur zu einer Zusammen- 
stellung ao, eine Gerade R® P,,, sondern auch umgekehrt zu einem 
Strahl der Ebene im allgemeinen ein Paar a, 0,. Der Schnittpunkt 
G von BC und d wird als Punkt der Reihe P,P, P,... von dem 
Geradenpaar BC, AD des Biischels K, K,K, ... ausgeschnitten. In 
dem Biischel 0,0,0,... gehdrt daher zu G der Strahl o,, der die 
letzten Schnittpunkte Z und F von AD und BC mit der Curve ent- 
hilt. Insofern G der Reihe R’R’R”... angehdrt, entspricht ihm 
der Strahl AD des Biischels a’a’a’”.... Denn um zu R® das 2u- 
gehérige a) zu erhalten, haben wir R®) P, zum zweiten Male mit 
K, zu schneiden; alle so erhaltenen Punkte liegen auf a. Die Ver- 
bindungslinien decken sich fiir G mit d selbst, die zweiten Schnitt- 
punkte mit D, und a® mit AD. Jedem von G ausgehenden Strahl 
gehért mithin OF, AE=AD als Zusammenstellung o,, a zu. 
Dreht man R)P, um einen festen Punkt, so treten dadurch P, P, P,... 
und RRR” ... in projectivische Beziehung, und es bewegt sich der 
Punkt (a®, 0,) projectivisch tiber einen Kegelschnitt, der ausser A 
und O auch E enthilt, weil G in einem Strahle des Biischels vor- 
kommt. A, O und £ bleiben in ihren alten Bedeutungen fest, wenn 
d ein beliebiger von D ausgehender Strahl ist und B, C ein beliebiges 
Paar, deren Verbindungslinie durch F geht. Die bei verschiedenen 
Annahmen von d und BC entstehenden Strahlenebenen RP, sind 
nicht nur eindeutig, sondern collinear auf einander bezogen; denn die 
homologen Strahlen dieser Ebenen beschreiben projectivische Strahl- 
biischel, sobald der Punkt (a), 0,.) irgend einen A, O, E enthaltenden 
Kegelschnitt durchliuft. Beliebig viele dieser collinearen Ebenen 
senden durch jeden Punkt der Curve dritter Ordnung homologe Strahlen., 
Dieselbe kann daher als Ort der Punkte definirt werden, in denen je 
drei homologe Strahlen von drei willkiirlich herausgegriffenen dieser 
Ebenen sich treffen. 

Man erhalt nun zu a“, o, den entsprechenden Strahl in einer der 
betrachteten Ebenen, wenn man den o, entsprechenden, also mit ihm 
auf der Curve sich schneidenden Kegelschnitt K, mit a®) und d zum 
zweiten Male schneidet und beide Punkte verbindet. Hieraus ergiebt 
sich folgende Vorschrift: 

Es seien O, E, F drei beliebige in einer Geraden liegende Curven- 
punkie, A, D feste, mit E in einer Geraden liegende Punkte, Bw), C”; 
H,, K,, veriinderliche Punktepaare, die mit F bee. O in Geraden liegen. 
Ki? sei der A, D, BY, CM, H,, K, enthaltende Kegelschnitt; a, 
d seien von A bez. D ausgehende Strahlen. Die Verbindungslinie der 
beiden Punkte, in welchen a und d ausser in A und D K' schneiden, 
mige mit (a, d)\” bezeichnet werden. Alsdann fiillen die drei Strahlen 
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(4, AQ, (a, Gy), (a, as)”, 
wenn a und OH, K, unabhéngig von einander alle méglichen Lagen 
annehmen, drei collineare Strahlenebenen aus, welche die Curve dritter 
Ordnung erzeugen. 

Von der ganzen zweifachen Mannigfaltigkeit der Strahlenebenen, 
die sich bei den verschiedenen Annahmen von d, und BO, C) ergeben, 
fasse man jetzt je die homologen Strahlen in je eine Ebene zusam- 
men und betrachte in den gewonnenen Strahlenebenen solche Strahlen 
als homolog, die zu derselben Ebene der ersten Mannigfaltigkeit ge- 
hiéren. Ebenen dieser Art aber werden von den Strahlen 


(ay, 4); (a, AN; (Gy, AM5-.- 


erfiillt. Alle diese Ebenen sind also ebenfalls unter einander collinear, 
und irgend drei von ihnen erzeugen ‘ebenfalls die Curve dritter Ord- 
nung. Hs folgt hieraus, dass wir es, nach Herrn Schur’s Bezeichnung, 
mit zwei conjugirten Netzen collinearer Strahlenebenen zu thun haben. 
Jedes von beiden Netzen steht zu dem anderen in der beschriebenen 
Beziehung. Sucht man zu zwei festen Geraden einer Ebene die 
homologen in den anderen Ebenen des betreffenden Netzes, so be- 
schreiben sie zwei collineare Ebenen des anderen Netzes. 

Ist nun einmal das Netz gefunden, so kénnen die Punkte A, O, E, 
auf denen seine Construction beruht, durch drei Punkte ersetzt werden, 
die zwei beliebigen Ebenen des Netzes entsprechend gemein sind und 
deshalb auf der Curve liegen. Man greife eine dritte Ebene, welche 
nicht zu dem Biischel aus den beiden ersten gehért, willkiirlich heraus. 
Es seien L, M, N die entsprechend gemeinsamen Punkte der beiden 
ersten Ebenen; P,, P,, P, allgemein homologe Punkte der drei Ebenen. 
In P, schneiden sich zwei homologe Strahlen der beiden ersten Ebenen, 
niimlich die Gerade, welche P, P, in der ersten Ebene entspricht und 
P, P, selbst. Sucht man also zu P, P,, betrachtet als Gerade der 
zweiten Ebene, den homologen Strahl p, in der dritten Ebene, so ist 
die Curve der Ort der Punkte P,, die in den entsprechenden Geraden 
p, liegen. Bewegt sich nun P, tiber einen L MN umschriebenen 
Kegelschnitt, so ist dasselbe mit P, der Fall, und die entstehenden 
Punktreihen haben L, M, N entsprechend gemein. Nach einem be- 
kannten Satze dreht sich daher P, P, um den letzten Schnittpunkt 
der beiden erhaltenen Kegelschnitte und p, durchmisst also ein Strahl- 
biischel, das zu der von P, beschriebenen Reihe projectivisch ist. 
Durchlaufen andererseits P, und P, zwei von M bez. N ausgehende 
Gerade, so dreht sich P,P, um einen auf LN bez. LM liegenden 
Punkt. Sind daher L,, M,, N, die zu L, M, N gehorigen Punkte, 
so erhilt man zu den Strahlbiischeln m’ m” m”... und 1,” %... 
mit den Centren M und N projectivische Punktreihen R’ RR”... 
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und P,P, P,... auf L, N, und LZ, M, von der Art, dass, wenn P, 
der Kreuzungspunkt von m™ und n, ist, p, die Verbindungslinie von 
R” und P, ist. Jeder von L, ausgehenden Geraden aber gehért der 
Punkt EL zu. Hier haben wir mit verianderten Bezeichnungen die 
Darstellung der Curve vor uns, mit deren Hiilfe wir zu Herrn Reye’s 
Definition kamen. Fir A, O, E, G treten M, N, L, L, ein, fir 
D der Schnittpunkt von ML und M,L,. 


Sehr einfach lasst sich tibrigens der Nachweis gestalten, dass eine 
Curve dritter Ordnung das Erzeugniss halb-perspectivisch bezogener 
Strahleninvolutionen ist. O und A mégen denselben Tangentialpunkt 
P haben. Soll O das Centrum des Strahlbiischels sein, und sollen die 
Kegelschnitte des zugehérigen Biischels einander in A bertihren, so 
liegen die beiden anderen Grundpunkte B, C mit O in einer Geraden 
r,. Auf jedem Kegelschnitt des Biischels K,K,K,... liegt eine In- 
volution mit dem Centrum 0; von A aus werden dieselben durch 
andere und andere Anordnungen derselben Involution mit den Paaren 
AO, AP oder p',q und AB, AC oder p’g” projicirt. Nennt man 


OA als von O ausgehend r,, so ist XK, das Erzeugniss der beiden 
projectivischen Gebilde 


“7 ft add 


Oe ee ee Oe el ee TEE ry, tees 

Hieraus folgt zuerst, dass die Paare der Involution p'q’, p’q” 
die Punktepaare der Curve dritter Ordnung projiciren, die mit O in 
gerader Linie liegen, und dass umgekehrt die mit A in gerader Linie 
liegenden Punktepaare von O aus durch Paare einer Involution projicirt 
werden. Dass diese Involutionen nicht nur eindeutig, sondern speciell 
projectivisch auf einander bezogen sind, erkennt man auf folgende 
Art, Projicirt man die Punktreihe, welche K, K,K,... auf p® aus- 
schneidet, von O aus und sucht die diesem Strahlbischel 7, r,% r, ... 
mit 0,0, 0,... gemeinsamen Strahlen, so erhalt man das zu pl gi 
gehérige Paar o® 4, Versteht man unter K, und K, die Geraden- 
paare AP, BC und AB, AC des Biischels, so werden 7,” und r,\) 
mit 7, und r, identisch, 0, und 0, hingegen sind dann die Strahlen 
OP und OB,C,, wenn B, und C, die letzten Schnittpunkte von AB 
und AC sind. Als Doppelstrahlen der Biischel 

01090304... A 19% 73% 7. . 

bilden also o® und r®@ ein Paar der Involution 0,7,, 0,r, oder OP, 
OA; OB, OB,. Wiahit man einen beliebigen von 0, und 0, ver- 
schiedenen Strahl des ersten Biischels, etwa 0,, beliebig aus, so fixirt 
der zugeordnete Strahl eindeutig das betrachtete Involutionspaar, und 
zwar bewegt sich letzteres zu jenem Strahl projectivisch. Da nun 
r, und p®q® bei ihrer Bewegung K, erzeugen, so bewegen sich 
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p q, rd) und r(4) of) 


"ow 


zu einander projectivisch*), Den Lagen p'g’ und p’q” entsprechen die 
Lagen 7, und r, von r,”. In beiden Fallen artet die projectivische 
Beziehung, die r*) o@ liefert, aus; es ergiebt sich im ersten Fall 0,1,, 
im zweiten Fall 0,r,, so dass die Involutionen 


nr tte wr ote 


O47 4> O%2, Or", OM 14, ... Avg, vg’, pg”, pog®,..., 
die zur Erzeugung der Curve erhalten werden, in der That in halb- 
perspectivischer Lage sind {r, =p}. 


Ill. 
Rationale Curven dritter Ordnung. 


Die verschiedenen Erzeugungsweisen, die fiir eine Curve mit 
einem Doppelpunkte A gelten, lassen sich ebenfalls mit Hiilfe unseres 
Principes in Zusammenhang bringen. Wir gehen davon aus, dass 
jede A enthaltende Gerade nur einmal, ausser in A, die Curve trifft. 
Da unser allgemeiner Satz auch hier gilt, kénnen wir das Centrum 
des Strahlbiischels auf der Curve beliebig wihlen, zu .Basispunkten 
aber ausser A zwei beliebige Punkte B,C der Curve wihlen. Wire 
nun der vierte Grundpunkt D von A verschieden, so kimen AB 
und AC in zwei verschiedenen Geradenpaaren von K,K,K,... vor. 
Da nur einem von beiden der Strahl OA oder 0, entsprechen kénnte, 
miisste eutweder AB oder AC in zwei Punkten ausserhalb A schneiden, 
was ausgeschlossen ist. Daher miissen K,, K,, K,,... einander bis 
A lings einer Tangente beriihren, deren letzter Schnittpunkt mit dem 
von BC und mit O in einer Geraden liegt. Der Geraden 0, oder OA 
gehért als K, das Geradenpaar AB, AC zu. Dass eine auf die be- 
schriebene Art entstandene Curve wirklich einen Doppelpunkt A hat, 
zeigt man durch Uebergang zu einer anderen Erzeugungsweise. Den 
Hilfskegelschnitt @ haben wir hier durch A =D, B, C und zwei 
beliebige mit O nicht in einer Geraden liegende Punkte P, und P, 
zu legen. Hier entsteht die von K,K,K,... ausgeschnittene Punkt- 
reilhe P,P, P,..., und zwar ist P, als letzter Schnittpunkt von 
AB, AC mit A identisch. Die zweite Reihe R’ RR”... hat wieder 
die Eigenschaft, dass die Biischel 

Pi (RR R”.,.) aaa”... 
K,, erzeugen. Nennt man ZL das Erzeugniss der Biischel 
R® (P,P, Ps « « .) KX 040903 - + +5 


*) Dass die beiden Methoden der projectivischen Beziehungen von Involu- 
tionen, die hier in Frage kommen, auseinander folgen, habe ich ausfiihrlich be- 
wiesen. Vergl. a. a. O. §§ 24—26. ’ 
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so erzeugen die beiden Biischel 

aa’a’... ALLL" 
ebenfalls die vorliegende Curve. Da nun 0,, 0,, 0, die Punkte A oder 
P,, P,, P, enthalten, so sind A, P,, P, und O die Grundpunkte des 
zweiten Biischels. Da umgekehrt ein Punkt, der Centrum des Strahl- 
biischels und Grundpunkt des Kegelschnittbiischels zugleich ist, ein 
Doppelpunkt der erzeugten Curve sein muss, so folgt: 

Eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte A entsteht, 
wenn einem beliebigen Strahlbiischel ein Biischel in A sich beriihrender 
Kegelschnitte zugehdrt, und dem Strahle O A-das Geradenpaar mit dem 
Kreuzungspunkt A zugehdrt. Die beiden anderen Grundpunkte sind 
auf der Curve beliebig. Andererseits erzeugt das Strahlbiischel A die 
Curve zusammen mit einem Biischel, das neben A drei beliebige Curven- 
punkte B, C, D zu Grundpunkten hat. 

Um zu einer anderen Erzeugungsweise zu kommen, bezeichne 
man mit L’, L” die Geradenpaare AB, CD und AC, BD, mit a und a” 
die zugehérigen Strahlen, die sich mit CD und BD in den Curvenpunkten 
C, und B, schneiden. Um die Curvenpunkte auf dem beliebigen von 
D ausgehenden Strahle d, zu finden, haben wir die Punktreihe, welche 
L' LL”... auf d, ausschneidet, von A aus zu projiciren. Dieses 
Strahlbiischel ¢, ee’... hat mit aa” a”... Doppelstrahlen, welche 
die gesuchten Punkte projiciren. Sie bilden aber ein Paar a,e, der 
Involution ae, a’ ¢, oder da e, mit e oder AB, e, mit e” oder 
AC identisch ist, ein Paar der Involution AC, AC,; AB, AB,. Das 
Paar andert sich projectivisch z. B. zu ¢,’ oder, da ¢’ und d, sich 
stets auf LZ” schneiden, zu d,. Dies ergiebt den bekannten Satz: 

Eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt A ist das 
Erzeugniss eines Strahlbiischels, dessen Centrum auf der Curve beliebig 
ist und einer Strahleninvolution, die den Doppelpunkt zum Centrum hat. 

Zu einer letzten bekannten Erzeugungsweise der Curve gelangt 
man, wenn man eine zweite von a’a’a”... unabhingige Anordnung 
@,@,a@,.-. der von A ausgehenden Strahlen benutzt. Man schneide 
LL’ L’’ ... mit einem B, C, D enthaltenden Kegelschnitte ® in der 
Reihe RP’ R” R” ... und construire auf ibm die Reihe P, P,P, ... von 
der Art, dass 

G,4,4,..., R(P, PP, ..-) 

L® erzeugen. Wieder gehéren nur die Punkte der Curve an, in denen 
drei Strahlen a, a,, RP, sich begegnen. Hierzu ist es aber, von 
A abgesehen, nothwendig und hinreichend, wenn wir a, mit a, 
a mit a’, a, mit a’”,... zusammenfallen lassen und unter dieser 
Voraussetzung a, mit R’ P,, a, mit R” P,, a, mit R” P,, . . . schneiden. 
Nunmehr ist aber 

BB, FyPy ss ABER 50 
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geworden, es umhiillen also P, FR’, P,R’, P,R”,.-. einen & zwei- 
punktig beriihrenden Kegelschnitt &, und diese Tangentenreihe ¢, ¢,¢,... 
ist ZU , aa, ... projectivisch. Also folgt der Satz: 

Eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt A ist das Erzeug- 
niss des Strahlbiischels A mit einem hierzu projectivischen Strahlbiischel 
eweiter Ordnung. 

Die Schnittpunkte der Curve mit @ sind die zweimal drei Punkte, 
welche das Gebilde 

OG8,:.. mae BPR... be BEB"... 
gemein hat. Nun bedingt ein einmal gewonnenes &, auf jedem ihn 
zweipunktig beriihrenden @ zwei Reihen P, P,P,... und RR’ R”... 
von der Art dass PR’ =¢t,, P,R” =—t,, P,R” —t,,... ist und es 
wird dann 
Pee... Re > mceie,.. 

Lisst man § mit ®, zusammenfallen, so arten beide Reihen in die 
der Beriihrungspunkte, 7’, 7,7, ..., aus; daher beriihrt die Curve 
dritter Ordnung in den drei Punkten 7, die in ihren zugehdrigen 
liegen. Umgekehrt wird jeder Kegelschnitt, der die Grundcurve drei- 
punktig bertihrt, ein Strahlbiischel zweiter Ordnung liefern, das mit 
4, @,a,-.. die Curve erzeugt. Die projectivische Abhingigkeit wird 
mit Hiilfe der drei Beriihrungspunkte fixirt. Aus diesen Erwaigungen 
folgt aber das Resultat: 

Beriihrt von zwei Kegelschnitten 8 und &, in eweifacher Beriihrung 
der eine eine rationale Curve dritter Ordnung, wo er ihr begegnet, so 
kommt die Auffindung der Schnittpunkte des anderen auf Aufgaben 
eweiten und dritten Grades zuriick. 


Berlin, im September 1890, 











Zur Eintheilung der Strahlencongruenzen 2. Ordnung mit Brenn- 
oder singuliren Linien; Ebenenbiischel 2. Ordnung in 
perspectiver Lage zu rationalen Curven. 


Von 


Rozert Scuumacuer in Augsburg. 


In seinem Aufsatze ,, Eintheilung der Strahlencongruenzen 2. Ord- 
nung mit Brenn- oder singuliren Linien‘‘, Math, Ann. Bd. 36, macht 
Herr Sturm auf die Unvollstindigkeit der Kummer’schen Abzahlung 
der Congruenzen 2. Ordnung (Abhandlung der Berliner Ak. 1866) auf- 
merksam und fiihrt zur Erginzung bei den Congruenzen mit gerader 
Brennlinie, Rang 0, und denen mit einer Brennlinie auf der Brenn- 
fliche, Rang n — 2, einige neue Fille auf. 

Es findet sich aber auch noch eine Liicke in der Abzahlung bei 
den Congruenzen vom Range » — 1, welche Herr Sturm als Gruppe III, 
durch cie Eigenschaft ihrer singuliren Curve kennzeichnet, von jedem 
ihrer Punkte aus einen Strahlenbiischel 1. Ordnung zu senden. Es 
sind dies die Congruenzen der Strahlen, welche einen Kegel 2, Ordnung 
beriihren und eine Curve n‘*" Ordnung treffen. Die von Herrn Sturm hier 
aufgefiihrten Fille*) sind insofern specieller Art, als es nicht, wie 
dort verlangt wird, nothwendig ist, dass die Curve (m—1)-mal (Fall 
der ebenen Curve) oder (»—2)-mal (Fall der Raumcurve) durch die 
Kegelspitze hindurchgeht. 

Ein Hinweis auf diese Liicke in der Abzihlung bei Hrn. Kummer 
nebst einem Versuche, dieselbe auszufiillen, findet sich schon in meinen 
Untersuchungen iiber das Strahlensystem 3. Ordnung und 2. Classe. **) 
Die Resultate derselben zum Zwecke einer endgiltigen Vervollstindigung 
der Kintheilung der Congruenzen 2. Ordnung zu wiederholen und zu 
erweitern ist die Absicht der vorliegenden Arbeit. 

Ein erster Abschnitt beschiftigt sich mit der Untersuchung der 
Congruenzen 2, Ordnung vom Range » — 1 selbst, wihrend ein zweiter 
von den rationalen Curven handeln soll, welche Brennlinien solcher 
Congruenzen bilden. 


*) Kummer a. a. O. Lehrsatz XIII und XIV. 
**) Dissertation § 16. Miinchen 1885, 
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I. 
Strahlencongruenzen 2. Ordnung vom Range n — 1. 


Als Rang einer Congruenz bezeichne ich mit Herrn Sturm die 
von mir unter dem Namen Art*) eingefiihrte Zahl, welche angiebt, 
wie oft eine beliebige Gerade mit einem Strahlenpaare der Congruenz 
in einer Ebene liegt und durch einen Punkt geht. 

Der grésste Werth, den der Rang einer Congruenz 2. Ordnung 
und m. Classe besitzen kann, ist » — 1. Der Rang giebt nimlich fir 
die Regelfliche R, der Strahlen, welche eine beliebige Gerade g 
schneiden, die Anzahl der Punkte, in welchen der von g verschiedene 
Ort der Schnittpunkte je zweier Erzeugenden der Fliche die Gerade g 


trifft. Im Falle des Ranges » — 1 hat aber dieser Ort die Ordnung 
a@—)) 1) + n— 1, da er von jeder Ebene durch g die seo Schnitt- 


punkte ihrer Congruenzstrahlen enthalt (ein Punkt, in dem sich a 


Strahlen treffen, ist hiebei #(¢—) tach) zu rechuen. Der allgemeine 


ebene Schnitt auf R,, von der Ordnung n-+-2, bositzt daher die héchste 
Zahl von Doppelpunkten, niimlich kent] +n—1+1l— set) . 


Die Brennfliche der Congruenz vom Range m —1 ist von der 
Ordnung 2. Da niamlich die Fliche R, von jeder Ebene nach einer 
rationalen Curve geschnitten wird, so bestimmen ihre Erzeugenden, 
von denen je zwei durch einen Punkt der Geraden g gehen, auf einer 
solechen Curve eine Involution 2, Ordnung, deren Punktepaare den 
Punkten auf g eindeutig zugeordnet sind; den Ordnungspunkten ent- 
sprechen hiebei die beiden Schnittpunkte von g mit der Brennfliche. 

Da also die Brennfliche von der zweiten Ordnung ist, muss der 
eine Brennpunkt eines beliebigen Strahles s der Congruenz ein singu- 
liarer Punkt sein; dass es aber im allgemeinen der andere nicht auch 
sein kann, (wobei dann die Brennfliiche aus Strahlen mit unendlich 
vielen Brennpunkten, bestiinde) erkennt man, wie folgt: Die Erzeugen- 
den von R, sind durch die Punkte auf g zu einer Involution 2. Ord- 
nung angeordnet; geht nun g in den Strahl s iiber, so fallt von jedem 
Strahlenpaare der Involution ein Strahl auf s, wohin dann auch die 
beiden Ordnungsstrahlen zu liegen kommen; die Schnittpunkte von g 
mit der Brennfliche haben sich dann offenbar in einen Punkt zusam- 
mengezogen, den Punkt, welcher dem Strahle s als Element der In- 
volution entspricht; s beriihrt in ihm die Brennfliche. 


*) Dissertation § 1,7: Math, Ann, Band 37 ,,Classification der algebr. Strahlen- 
systeme“; Sturm: ,,Ueber die sogenannten Strahlencongruenzen ohne Brennfliiche“ 
in der Festschrift, herausgegeben von der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg 
anlisslich ihres 200jihrigen Jubelfestes 1890. (Teubner) 8S. 61. 
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Die zum Strahle s gehérige Regelfliiche R, zerfallt in eine Regel- 
fliche R, und den vom singuliiren Punkte auf s ausgehenden Strahlen- 
kegel. Da nun letzterer im Allgemeinen den Ort der singulairen Punkte 
der Congruenz — wir nennen ihn C — nicht enthalten kann (auf 
jedem Strahle liegt ja nur ein singulirer Punkt) und da sich auf der 
Flaiche R,' ausser s keine Doppellinie mehr findet, so schickt ein Punkt 
von C nur je einen Strahl aus, welcher s schneidet, so dass die Strahlen, 
welche von je einem singuliren Punkte ausgehen, im Allgemeinen 
einen Biischel bilden. Die Ebenen dieser Biischel bilden, da ein Strahl 
im Allgemeinen nur einem derselben angehéren kann, einen Biischel B 


2. Ordnung, welcher einen Kegel K, die Brennfliche der Congruenz, 
umhiillt. ; 


Die singulare Linie C ist, da in jeder Ebene m Strahlen liegen, 
eine rationale Curve ». Ordnung; sie ist eindeutig so auf den Biischel B 
bezogen, dass jede Ebene durch ihren entsprechenden Punkt geht — 
wir sagen: der Ebenenbiischel befindet sich in ,,perspectiver Lage“ zur 
Curve. Umgekehrt bestimmt, wie man leicht erkennt, ein Ebenen- 
biischel 2. Ordnung in perspectiver Lage zu einer Curve C, der Ord- 
nung » eine Strahlencongruenz 2. Ordnung und », Classe. 

Die eigentlichen Brennebenen der Congruenz, von denen jedem 
Strahle eine zukommt, sind die Tangentialebenen von C,, wie auch 
die Formel*) fiir die Classe der Brennfliche: 2m(n — 1) — 2r, wo 
r=n—1 den Rang der Congruenz bedeutet, den Werth 2(n — 1) 
d. h. die Classe von C, ergiebt. — Ausser den Punkten von C, besitzt 
die Congruenz noch einen singulaéren Punkt, die Spitze S des Kegels 
K, welcher die Brennfliche bildet; von ihm geht ein Strahlenkegel 
mn. Ordnung aus, der Projectionskegel von C,. 


Besondere Strahlen: Von dem Punkte S gehen &—de— Sehnen 


an die Curve C,; dieselben bilden Doppelstrahlen der Congruenz, da 
sie fiir jeden ihrer Punkte und fiir jede ihrer Ebenen doppelt zu 
rechnen sind. — Die Mantellinien des Kegels K, welche nach den 
» Beriihrungspunkten desselben mit C, gehen, sind Strahlen, die jeden 
ihrer Punkte zum Brennpunkt haben; denn dieselben sind fiir jeden 
ihrer Punkte, aber nur fiir eine ihrer Ebenen doppelt zu zihlen. 


Da durch einen Punkt von C, im Allgemeinen 2 Ebenen des 
Biischels B gehen, so schickt derselbe ausser einem Strahlenbiischel 
noch einen einzelnen Strahl aus. Die Gesammtheit dieser Strahlen 
(dieselben sind Sehnen von C,) bilden im Falle der Raumcurve eine 
Regelfliche vom Grade n(n—1); jede Tangentialebene von K enthilt 
namlich » — 1 solcher Sehnen, weiter gehen durch die Spitze von K 





*) Dissertation, § 3. 
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deren e—Se—®) doppelt zu ziihlende, so dass sich jene Zahl als 


Classe der Regelfliiche ergiebt. 


Das zur Congruenz gehirige*) Nullsystem ordnet einem Punkte des 
Raumes die Ebene des hindurchgehenden Strahlenpaares zu und einer 


Ebene die ser) Schnittpunkte ihrer Strahlen. Den Punkten einer 


Geraden entsprechen die Ebenen eines Biischels ». Ordnung; durch 
jeden Punkt von ihr gehen nimlich ausser seiner zugehdrigen Ebene 
noch m—1 die Gerade enthaltenden Ebenen des Biischels. Den 
Ebenen durch einen Punkt P entsprechen folglich die Punkte einer 
Fliche f, von der Ordnung nv. Die Fiichen f, haben simmtlich die 


S-SeS Doppelstrahlen und die singulire Linie C, gemeinsam und 


zwar letztere wegen der Eigenschaft ihrer Punkte, ausser einem Biischel 
von Strahlen noch je einen einzelnen Strahl auszusenden. Die Spitze 
S des Kegels K ist (n—1)-facher Punkt der Flichen f,; dies folgt 
daraus, dass die Ebenen, welche den von S verschiedenen Punkten 
auf einer Geraden durch S entsprechen, einen Ebenenbiischel 1. Ord- 
nung bilden. Jede Flaiche f, enthalt ausser den Doppelstrahlen noch 
zweimal » — 1 Gerade, nimlich die Strahlen, welche sich in den 
Tangentialebenen durch P an den Kegel K einzeln befinden. Die 
Strahlen, welche in den Tangentialebenen von P an die Curve C, 
liegen, ohne den Beriihrpunkt zu enthalten, beriihren die Fliche /,. 

Zwei Kliichen f, und f, schneiden sich ausser in den allen Flichen 
gemeinsamen Linien noch in der krummen Doppellinie der Regelfliche 
R, aus den Strahlen, welche die Verbindungslinie g der zugehérigen 
Punkte P und P’ schneiden. Der Schnitt von f, mit R, selbst besteht 
aus den zwei Strahlen durch P, der doppelt zu rechnenden krummen 
Doppellinie von R, und der singuliren Linie C,. Die Betrachtung 
der Schnitte dieser drei Flichen hitten wir zum Ausgang fiir die 
Untersuchung der Congruenz machen kénnen, indem dieselbe die Ord- 
nung der Linie C, und den Charakter der singuliren Punkte er- 
mitteln lisst. 

Es bleibt jetzt noch itibrig, die verschiedenen Fille der Strahlen- 
congruenzen 2, Ordnung und n, Classe vom Range » — 1 zu erdrtern, 
eine Aufgabe, die darauf hinauskommt, zu untersuchen, wenn es zu 
einer gegebenen rationalen Curve Ebenenbiischel 2. Ordnung in per- 
spectiver Lage giebt und wie gross alsdann die Mannigfaltigkeit der- 
selben ist. Hiermit wird sich das Folgende befassen. 


*) Dissertation § 2; Math. Ann. Bd, 37, S. 109, 
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Il. 
Ebenenbiischel 2. Ordnung in perspectiver Lage zu rationalen Curven.*) 


Wir unterscheiden hier den Fall der ebenen Curve, wo an Stelle 
des Ebenenbiischels der Strahlenbiischel 2. Ordnung zu treten hat, und 
den Fall der Raumcurve. — Unter C, sei im Folgenden, wie bisher 
eine rationale Curve ». Ordnung verstanden. 





Fall der ebenen Curve. 


Wenn die Ordnung der Curve C, den Werth 4 iibersteigt, so 
kann es héchstens einen zu ihr perspectiven Strahlenbiischel 2. Ordnung 
geben, da zwei solcher Biischel vermége ihrer projectiven Beziehung 
nur eine Curve 4. Ordnung erzeugen wiirden. Damit es zu C, im 
allgemeinen Falle itiberhaupt einen solchen Biischel giebt, muss die 
Curve Bedingungen geniigen. Eine Erzeugungsweise, welche auf diese 
Bedingungen fiihrt, verschafft uns die Betrachtung eines Ebenen- 
biischels B 2. Ordnung mit dem Centrum S, der sich zu einer Curve 
C, in perspectiver Lage befindet. Jede Gerade g, welche in einer 
Ebene von B liegt, wird durch den Ebenenbiischel projectiv auf C,, 
bezogen. Geht die Gerade g durch den der Ebene zugehérigen Punkt 
von C,, so bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte von 
C, und g eine Regelfliiche R, von der Ordnung n; R, wird von jeder 
Ebene durch S und durch eine Erzeugende nach einer Curve (n—1). 
Ordnung mit (n—2)-fachem Punkte in S geschnitten, die ebenfalls 
projectiv auf C, bezogen ist. 

Hieraus folgt: man erhdlt irgend eine Curve C, der verlangten 
Beschaffenheit, indem man eine Ourve (n—1). Ordnung mit (n — 2)- 
fachem Punkte projectiv auf eine Gerade g bezieht wnd die Regelfliche 
der Verbindungslinien entsprechender Punkte mit einer Ebene schneidet. 

Diese Erzeugung fiihrt auf eine einfache Gleichung der Curve 
C, in Parameterform. Wir nehmen zu ihrer Herleitung g als Y-Axe 
und als Centrum des Ebenenbiischels den unendlich fernen Punkt auf 
der Z-Axe. Die Gleichungen einer Curve (n—1). Ordnung, welche 
in der Ebene y = 0 durch letzteren Punkt (n—2)-mal hindurchgeht, 
sind dann: 

=A, 2 = Pr-i(d): Yn—2(A), 
WO Mn—1 und W,_2 Ausdriicke n — 1'" bezw. m — 2' Grades bedeuten. 
Ordnen wir dann dem Punkte der Curve 2 =A je den Punkt y = + 
auf der Y-Axe zu, so ist die Gleichung der Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte von der Form: 
St Seni — 2, 
xz z 


*) Vgl. hierzu Brill, ,,Ueber rationale Curven und Regelflichen“, Math. Ann. Bd. 36, 
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wobei X, Y, Z die laufenden Coordinaten bedeuten und xz, ¢ die 
Coordinaten eines Punktes in der XZ-Ebene. Fiir den Schnitt der 
Regelfliche R, der Verbindungslinien mit der Ebene Z = 1 erhalten 
wir dann die Gleichungen: 


fee" vx ba Pane, 
Pn—1 

Um die Mannigfaltigkeit der Curven C, zu bestimmen, nehmen 
wir das Centrum S des perspectiven Ebenenbiischels willktirlich und 
verlangen, die Leitlinie g der zur Erzeugung dienenden Regelfliche 
R, und die Ebene, welche R, nach einer Curve (n—1). Ordnung mit 
(n—2)-fachem Punkte schneide — eine solche Ebene gehért dem per- 
spectiven Ebenenbiischel 2. Ordnung an — gehen je durch einen 
gegebenen Punkt; dann sind hierdurch 4 Erzeugungen von C, bestimmt. 
Wir erhalten somit alle C,, jede 4-mal, indem wir alle in den Ebenen 
eines Biischels 1. Ordnung durch S liegenden und durch diesen Punkt 
(n—2)-mal laufenden Curven (n—1). Ordnung von der Mannigfaltig- 
keit 2% — 1 nach einander auf simmtliche Geraden eines Biindels 
projectiv beziehen. Dies giebt eine (2m + 4)-fache Mannigfaltigkeit 
der Curven @, einer Ebene; dieselbe ist um m — 5 kleiner als die 
Mannigfaltigkeit der allgemeinen rationalen Curven ». Ordnung, wie 
es auch eine von dem Falle n = 2 aufsteigende Betrachtung lehrt. 

Eine bemerkenswerthe Eigenschaft der Curven C, mit perspectivem 
Strahlenbiischel B 2. Ordnung erhalten wir von der Verwirklichung 
der projectiven Beziehung von C,, auf eine Gerade ausgehend; dieselbe 
geschehe mittelst eines Biischels [ von Curven (n —2). Ordnung, welcher 
ausser den Doppelpunkten von C, noch » —3 einfache Punkte der 
Curve zu Grundpunkten hat, so dass jede seiner Curven C, nur noch 
in einem Punkte schneidet. Jeder Strahl s von B, welcher in der 
perspectiven Beziehung von B auf C, einem der auf C, gelegenen ein- 
fachen Grundpunkte von [ zugeordnet ist, wird durch den Curven- 
biischel projectiv auf C, bezogen. Denn der Biischel B bestimmt auf 
s und C, projective Punktreihen, wahrend der Biischel [ auf s eine 
dazu projective Involution (n—3). Ordnung ausschneidet. Die Involu- 
tion hat aber mit der Punktreihe auf s mehr als » — 2 Punkte, nim- 
lich die » — 1 tibrigen Schnittpunkte von s und C,, und damit unendlich 
viele Punkte entsprechend gemein. 

Hieraus folgt der Satz: Legt man durch die Doppelpunkte und 
durch n — 3 beliebige andere Punkte einer Curve C, mit perspectivem 
Strahlenbiischel 2. Ordnung einen Biischel von Curven n — 2. Ordnung, 


so bilden die ibrigen “—9—9 Grundpunkte die Eckpunkte eines voll- 


stiindigen (n—3)-Seites, gebildet von den Strahlen des Strahlenbiischels, 
welche den n—3-einfachen Grundpunkten auf C, sugeordnet sind. 


Pn—1 
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Die hier ausgesprochene Kigenschaft ist auch eine ausreichende 
Bedingung fiir das Vorhandensein eines perspectiven Strahlenbiischels 
2. Ordnung zu einer Curve C,. Eine Seite des (m—3)-Seites wird 
nimlich durch den Curvenbiischel [ projectiv auf C, bezogen und zwar 
so, dass die Verbindungslinien entsprechender Punkte » — 1 Bischel 
1. Ordnung und einen 2. Ordnung bilden. 

Besondere Fille. Im Fallen = 5 trifft vorige Bedingung bei jeder 
Curve C, zu und liefert eine Construction fiir die Strahlen des per- 
spectiven Biischels durch einen beliebigen Punkt P: durch P, die 
Doppelpunkte von C; und je einen Punkt auf C, werden zwei Biischel 
von Curven 3. Ordnung gelegt; da jede dieser Curven C, noch in 
2 Punkten schneiden, so bestimmen die Biischel auf C, zwei Involu- 
tionen 2, Ordnung;. das gemeinsame Punktepaar mit P verbunden giebt 
dann die gesuchten Strahlen. 

Bei n = 4 giebt es zu jeder Geraden in der Ebene der Curve 
4 zu C, perspective Strahlenbiischel 2. Ordnung, welchen die Gerade 
angehért. Durch jeden Punkt P gehen zwei.der von solchen Biischeln 
eingehiillten Kegelschnitte; man erkennt dies durch Anwendung des 
Curvenbiischels [, welcher hier aus Kegelschnitten besteht. Durch P 
und die Doppelpunkte von C, gehen niimlich 2 Kegelschnitte, welche 
C, beriihren; die Verbindungslinie von P mit einem der Beriihrungs- 
punkte wird aber durch den Biischel [, der letzteren Punkt zam Grund- 
punkte hat, so auf C, bezogen, dass P diesem Grundpunkt entspricht; 
die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte bilden dann die Tan- 
genten eines Kegelschnittes durch P. 

Um die Mannigfaltigkeit der perspectiven Strahlenbiischel 2. Ord- 
nung fiir » = 3 und » = 2 zu untersuchen, nimmt man wie im all- 
gemeinen Falle eine Regelfliche R,, welche durch die projective 
Beziehung von C, auf eine C, schneidende Gerade entsteht (hiebei 
muss der Schnittpunkt sich selbst entsprechen). Die perspectiven 
Strahlenbiischel erhalt man dann als Schnitte der Tangentialebenen- 
biischel 2. Ordnung an die Curve. 


Fall der Raumcurve. 


Soll eine Raumecurve ». Ordnung zu einem Strahlenbiischel 2. Ord- 
nung perspectiv liegen, so muss sie, wenn » > 8, Bedingungen geniigen. 
Man erhilt solche Curven auf folgende Weise: Eine Curve (n—1). Ord- 
nung mit (n—2)-fachem Punkte projectiv auf eine Gerade g bezogen, 
bestimmt eine Regelfliche R, mn. Ordnung. Auf g nehmen wir eine 
Involution (n—1). Ordnung, welcher die » — 1 Schnitte von g mit 
den Erzeugenden in irgend einer Ebene E durch g als Gruppe an- 
gehdren, und beziehen dieselbe projectiv auf einen Ebenenbiischel mit 
der Axe in E, so dass obige Gruppe der Ebene EF entspricht. Die 
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Erzeugenden von R, sind hiedurch den Ebenen des Biischels derart 
zugeordnet, dass jeder derselben cine Ebene und jeder Ebene eine 
Gruppe von » — 1 Erzeugenden entspricht. Die Schnittpunkte ent- 
sprechender Kiemente bilden dann eine Curve C, von der verlangten 
Beschaffenheit. Auf dem umgekehrten Wege, indem man von C, als 
gegeben ausgeht, erkennt man, dass auch jede derartige Curve so 
erzeugt werden kann. 

Um aus dieser Erzeugungsweise die Gleichungen der Curve C,, 
in Parameterform abzuleiten, nehmen wir die Curve (m—1). Ordnung 
in der X ¥-Ebene mit dem (n—2)-fachen Punkte im Unendlichen auf 
der X-Axe, so dass die Coordinaten ihrer Punkte von der Form sind: 


pe 9, ~1 (4) 
Wao (a) ’ 
(y;, ¥; seien Ausdriicke ie" Grades im Parameter 4). 
Beziehen wir dann die Z-Axe projectiv auf diese Curve, indem wir 





y= 


gon + setzen, so hat eine Krzeugende der hierdurch bestimmten Regel- 


fliiche die Gleichungen: 
x Y 


——_—_—1—~—1Z 
x y 


mit X, Y, Z als laufenden Coordinaten und 2, y als Coordinaten 
des Schnittpunktes mit Z= 0. Die Gleichung des Ebenenbiischels sei 
X=wuZ und die Involution auf der Z-Axe sei durch @n,-1(4)—= Yn-1(A) 
bestimmt. Fiir die Coordinaten der Punkte erhilt man die Proportion: 


X: VY: Z = Par: AWnesg: Yn—1- 


Giebt es zur Curve C, mehr als einen perspectiven Ebenenbiischel 
2. Ordnung, so liegt dieselbe auf der von zweien der Biischel erzeugten 
Regelfliche 4. Ordnung; artet diese Fliche in eine Fliche 3. oder 2. 
Ordnung aus, so bilden die Biischel eine zwei- bezw. dreifache Mannig- 
faltigkeit. 

Besondere Fille: 1) Im Falle der Raumcurve 3. Ordnung sind 
die Ebenen jedes perspectiven Biischels B 2. Ordnung Tangentialebenen 
an eine Fliche 2. Ordnung durch C,; nimmt man niimlich in einer 
der Ebenen die Sehne, welche die der Ebene nicht zugeordneten Punkte 
von C, verbindet, als Axe eines Ebenenbiischels, so ist derselbe durch 
C, projectiv auf B bezogen und erzeugt mit B eine Regelfliiche, welche 
in eine Fliche 2. Ordnung und eine Ebene zerfillt. 

2) Im Falle » = 5 ist jeder Punkt des Raumes Centrum eines 
Biischels B, der perspectiv zu C, liegt. 

3) Wenn n = 6 ist, so bilden die Centren der perspectiven Biischel 
B eine Fliche 3. Ordnung, welche durch C, hindurchgeht. Dies be- 
weist man wie folgt: Jeder Punkt von C, ist Centrum eines Biischels 
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B, da von ihm aus C, durch einen Kegel 5. Ordnung projicirt wird. 
Die projective Beziehung der Biischel B, welche durch C, vermittelt 
wird, bezieht die von ihren Centren ausgehenden Ebenenbiindel 6 
collinear aufeinander. Irgend 3 der Biindel 6,, 6, und B, erzeugen 
eine Fliche F von der Ordnung 3, welche C, enthilt; da nun jeder 
Punkt auf F Centrum eines zu £, und 8, collinearen Biindels*) ist, 
welcher mit 6, und £, die Fliiche erzeugt, so folgt, dass irgend drei 
Biindel 6 mit den Centren auf C, ebenfalls F’ erzeugen und dass somit 
die Centren aller Biindel 6 auf F liegen**), — Zerfallt F in eine 
Fliche 2. Ordnung und eine Ebene, so ist jeder Punkt des Raumes 
Centrum eines Biischels B. 

4) Fiir » —7 liegen die Centren der Biischel B auf einer Raum- 
curve 3. Ordnung, der Doppeleurve auf der Regelfliiche 4. Ordnung, 
welche von zweien der Biischel B erzeugt wird. Diese Curve schneidet 
C, in den 12 Schnittpunkten von C, mit den nicht der Regelfliiche an- 
gehérigen Mantellinien jedes ihrer Projectionskegel 2. Ordnung. 

5) Zu einer Curve C, giebt es eine bestimmte Anzahl von per- 
spectiven Biischeln 2. Ordnung und zwar nur einen, da es sonst deren 
unendlich viele geben miisste. Zum Centrum dieses Biischels gelangt 
man auf folgende Weise: in irgend einer Ebene EF des Raumes con- 
struirt man zwei zu C, projective Strahlenbiischel 2. Ordnung, so dass 
durch 7 der Schnittpunkte P; von E mit C, ihre zugeordneten Strahlen 
gehen. Man erhilt irgend einen solchen Biischel, indem man durch 
irgend 4 der 7 Punkte einen zu C, projectiven Kegelschnitt C, legt, 
wobei die 4 Punkte sich selbst entsprechen, und dann einen zu C, 
perspectiven Strahlenbtischel 2. Ordnung nimmt, welchem die Ver- 
bindungslinien der tibrigen 3 Punkte P; mit ihren zugeordneten auf C, 
angehéren. Zwei solche zu C, projective Biischel 2. Ordnung bestimmen 
mit C, die Ebenen zweier projectiver Ebenenbiischel 3. Ordnung, welche 
die Ebene E entsprechend gemein haben; durch die projective Be- 
ziehung dieser Ebenenbiischel ist der Raum collinear auf sich selbst 
bezogen, so dass durch den ausserhalb EF liegenden sich selbst ent- 
sprechenden Punkt 6 sich paarweise zugeordnete Ebenen gehen. Dieser 
Punkt ist ein dreifacher Punkt der von den Ebenenbiischeln erzeugten 
Regelfliiche 5. Ordnung und somit das Centrum des zu C, perspectiven 
Ebenenbischels 2. Ordnung. 


Augsburg, im December 1890, 





*) Reye, Geometrie der Lage, Il. Theil, 2. Aufl., pag. 196, 

**) F lisst sich so auf eine Ebene abbilden, dass das Bild von C, ein Kegel- 
schnitt wird. C, trifft daher 6 der Geraden von F je in 4 Pankten, 15 je in 2 
und die iibrigen 6 gar nicht. Vgl. Sturm ,,Curven auf Flichen 3, Ordnung'* Math. 
Ann, Bd. 21, pag. 494, Art. (6,0). 
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Ueber den Casus Irreducibilis bei der Gleichung dritten Grades. 
Von 


Orro Héiper in Tibingen. 


Es ist meines Wissens noch nicht streng bewiesen worden, dass 
der casus irreducibilis die Kigenschaft besitzt, nach der er genannt ist. 
Kin solcher Beweis kann weiter und enger gefasst sein. Man kann 
sich auf die sogenannte allgemeine Gleichung dritten Grades beschranken, 
d. h. die Coefficienten der Gleichung 

vs —per+qer—r=0 
innerhalb gewisser Grenzen willkiirlich lassen; dabei wird es sich jeden- 
falls nur um solche reelle Werthe p, g, r handeln, fiir welche die 
Discriminante 
D=p'¢ + 18pqr — 4p*r — 4q° — 27r? 

positiv ist. Es ist dann zu zeigen, dass es keinen aus reellen Wurzeln 
gebildeten Ausdruck giebt, welcher fiir alle die in jenen Grenzen 
veranderlichen p, g,r der Gleichung geniigt. Dieser Beweis kann dem 
Abel’schen fiir die Nichtauflésbarkeit der Gleichung fiinften Grades 
nachgebildet werden, wobei nur Reelles und Imaginires sorgfiltig 
geschieden werden muss. Einfacher gestaltet sich der folgende Beweis- 
gang, der weiter-reicht, indem er zugleich fiir jede besondere irreducible 
Gleichung vom dritten Grade gilt. 


§ 1. 
Man setze einen Rationalititsbereich fest, d. h. bezeichne gewisse 
veriinderliche oder unverinderliche Gréssen ft, R’, . . . in endlicher Zahl 
und betrachte alle aus diesen Gréssen durch die Operationen der vier 
Species ableitbaren als rational. Die Grdssen N, R',... sollen jetzt 
ausserdem reell sein, so dass ein reeller Rationalititsbereich vorliegt. 
In diesem Rationalititsbereich sei eine gegebene Gleichung dritten 
Grades irreducibel und ihre Discriminante D sei positiv. Man hat 
dann eine Gleichung mit drei verschiedenen reellen Wurzeln; denn bei 
der gewohnlichen Schreibart der Cardanischen Formel ist die unter der 
Quadratwurzel stehende Grosse gleich 
20* 
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also im vorliegenden Falle negativ. 

Ist nun nicht zufillig die Quadratwurzel aus der Discriminante selbst 
eine Grésse des Rationalitatsbereichs, so fiige man sie nachtriglich zu 
den Gréssen MN, 2’, ... hinzu, d.h. man ,,adjungire’ /D. Der neue 
Rationalitiitsbereich ist auch reell, weil die Discriminante positiv ist. 
Die erwihnten Eigenschaften der Gleichung bleiben bestehen; die Glei- 
chung wird nicht reducibel, weil keine Gleichung vom dritten Grad 
durch Adjunction der Wurzel einer vom zweiten zerfallt, was im Folgen- 
den noch begriindet werden wird. Es gewinnt aber die Gleichung 
noch die Eigenschaft, dass jede ihrer Wurzeln, 2,, 2, 2, in jeder 
anderen rational ist, Es ist niimlich 

eae Nomere ae 

. (&— 2) (@_— 25) a —pity+ 2a 
und : 
t+ % = p— ts, 
woraus hervorgeht, dass x, und 2, rational sind in x, und den Gréssen 
des neuen Rationalititsbereichs; es ist auch durch die vorausgesetzte 
Irreducibilitaét der Gleichung ausgeschlossen, dass die Ausdriicke illuso- 


risch werden, So kann man immer 2 der Wurzeln in der dritten 
ausdriicken. 


§ 2. 

Ich nehme jetzt an, dass die Gleichung durch einen irgendwie aus 
Wurzelzeichen combinirten ohne Hilfe der Imaginiiren zu berechnenden 
Ausdruck befriedigt werde. Es soll also méglich sein, eine der Glei- 
chungswurzeln dadurch zu bestimmen, dass man aus einer Grosse des 
Rationalititsbereichs eine Wurzel von beliebigem Exponenten reell aus- 
zieht, diese adjungirt, aus einer Grésse des neuen Rationalitiitsbereichs 
wieder eine Wurzel reell auszieht und so fortfihrt, bis man zu einem 
Rationalititsbereich gelangt, dem die Gleichungswurzel angehért. Die 
Wurzelexponenten kénnen unbeschadet der Allgemeinheit als Primzahlen 
angenommen werden. 

Wofern die erste Adjunction die Gleichung nicht reducibel macht, 
bleiben alle die besprochenen Kigenschaften der Gleichung bestehen. 
Man schreitet in diesem Fall gleich zur niichsten Adjunction weiter 
und macht néthigenfalls so fort, bis eine Wurzel adjungirt wird, welche 
die Gleichung reducibel macht. Der unmittelbar vor dieser Adjunction 
vorhandene Rationalititsbereich ist reell, weil alle die adjungirten 
Wurzeln reell sind. Man hiitte also den Fall, dass eine in einem 
reellen Rationalitaitsbereich irreducible Gleichung dritten Grades, bei 
der jede Wurzel reell und in jeder andern rational ist, reducibel wiirde 
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bei der Adjunction einer reellen Wurzel mit Primzahlexponenten aus 
einer Grosse des Rationalititbereichs. 


§ 3. 

Dass dies nicht méglich ist, ergiebt sich aus dem folgenden all- 
gemeineren Satz: Eine in einem reellen Rationalitétsbereich irreducible 
Gleichung n‘" Grades mit einer reellen Wurzel und von der Eigenschaft, 
dass jede ihrer Wurzeln in jeder andern rational ist, kann nicht durch 
die Adjunction eines reellen Radicals mit Primzahlexponenten reducibel 
werden, es sei denn der Exponent gleich 2, in welchem Fall auch n 
durch 2 theilbar sein miisste. 

Hinsichtlich des Beweises dieses Satzes bedenke man zuniichst, 
dass die vorausgesetzte Realitit einer Gleichungswurzel die Realitit der 
andern nach sich zieht, denn diese sind in jener einen rational, und 
die ausserdem in die Ausdriicke eingehenden Gréssen des Rationalitiits- 
bereichs sind gleichfalls reell. Ferner hat man die reine Gleichung 

wv? —a=0, 

die das Radical definirt, ebenfalls als irreducibel zu denken. Wire 
sie niimlich reducibel, so hiitte sie, wie Herr Kronecker bewiesen 
hat*), eine rationale Wurzel. Nun ist hier fiir die Gleichung n‘™ 
Grades ein reeller Rationalitiitsbereich festgesetzt, dem natiirlich auch 
die Grésse a angehéren soll. Es miisste also, im Fall eines ungeraden 
Primzahlexponenten p, gerade die reelle Wurzel der reinen Gleichung 
die rationale sein. In allen Fillen wiirde also die Reducibilitit der 
reinen Gleichung zur Folge haben, dass die adjungirte Grésse selbst 
rational gedacht werden miisste, wobei die Gleichung n'*™ Grades nicht 
reducibel werden kénute. 


§ 4. 

Hat man iiberhaupt zwei in demselben Rationalititsbereich irreducible 
Gleichungen vom n'*" und m'" Grad, geniigt eine Wurzel § der ersten 
nach Adjunction einer Wurzel » der zweiten einer irreduciblen Glei- 
chung v'" Grades, und geniigt 7 nach Adjunctioa von & einer eben- 
solchen Gleichung vom w'** Grad, so ist**) 


n.u=mM~Yv~, 
Diese Gleichung giebt zu erkennen, dass, wenn v < » ist, auch w< m 


*) Vergl. Monatsberichte der Berl. Akad., Mirz 1879, p. 206. 

**) Dieser Satz gehirt meines Wissens Herrn Kronecker an, in dessen 
Vorlesungen ich ihn zuerst kennen gelernt habe; man findet ihn bewiesen in einer 
Abhandlung des Herrn Kneser: Math. Ann, Bd, XXX, p. 195. Der erwihnte 
Satz fallt unter besonderen Umstiinden mit einem Satz des Herrn C. Jordan zu- 
sammen: Traité des substitutions et des équations algébriques, Paris 1870, p. 269. 
Théoréme XIII, 
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sein muss, und m und » nicht relativ prim zu einander sein kénnen. 
Wenn also die erste Gleichung durch die Adjunction von y reducibel 
wird, so gilt dasselbe von der zweiten bei der Adjunction von &, und 
die Grade haben einen gemeinsamen Theiler. Es ergiebt sich hieraus 
unmittelbar die schon friiher benutzte Regel, dass eine Gleichung 
dritten Grades bei der Adjunction der Wurzel einer vom zweiten nicht 
reducibel werden kann. 

Nimmt man von der Gleichung n'*" Grades wieder an, dass jede 
ihrer Wurzeln in jeder anderen rational ist, und dass sie wirklich bei 
der Adjunction von y reducibel wird, so zerfallt die Gleichung m‘° 
Grades bei der Adjunction in Factoren von demselben Grad. Nennt 
man niimlich diese Gleichung F(a) = 0, ist f(a, &) eimer der nach 
Adjunction von & irreducibeln Factoren von F(z), und sind &’, &’,...,&-") 
die tibrigen Wurzeln der Gleichung n'e" Grades, so sind f(x, &), f(a, &), 
f(a, &"), .. +,» f(a, &*-») lauter in demselben Rationalitiitsbereich 
[E, Kt, R’, ...] irreducible Functionen. Zwei dieser Functionen werden 
also entweder iibereinstimmen oder gar keinen gemeinsamen Theiler 
haben. Keine der Functionen enthilt einen Linearfactor doppelt, keine 
einen Linearfactor, der nicht der Function F(z) angehérte, und das 


Product 

f(a, 8) . f(@, §) « F(@, 8")... Fw, 8), 
das rational ist, muss alle Linearfactoren der im urspriinglichen 
Rationalititsbereich irreducibeln Function F(x) enthalten. F(a) ist 
also das Product aus einem Theil der Functionen f(z, §), zerfillt 
somit in Factoren gleichen Grades. 

Wenn nun m eine Primzahl ist, so zerlegt sich die Gleichung 
F(x) = 0 in Factoren ersten Grades, jede ihrer Wurzeln wird durch 
die Adjunction von € rational, Ist ausserdem & reell, und der urspriing- 
liche Rationalititsbereich auch, so muss die Gleichung m'" Grades 
F(x) = 0 lauter reelle Wurzeln haben. 

Man hat dies jetzt bloss auf den Fall anzuwenden, dass 

F(%) = 2” —a 
gesetzt wird. Die Gleichung 
a? —a=) 
hat nur im Fall p = 2 lauter reelle Wurzeln, und da auch in diesem 
Fall p und » einen gemeinsamen Theiler haben miissen, kann » keine 
ungerade Zahl sein, womit der friiher in § 3 aufgestellte Satz bewiesen ist. 


§ 5. 
Fir die Gleichung vom dritten Grad, die den Ausgangspunkt ge- 
bildet hat, ist damit Alles erledigt. Man kénnte noch die Frage an- 
kniipfen, welche Eigenschaften iiberhaupt eine Gleichung mit lauter 
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reellen Wurzeln besitzen muss, damit auch nur eine von diesen durch 
reelle Radicale ausgedriickt werden kann. Bei der Behandlung dieser 
Frage benutze ich die Galois’sche Theorie, die ich um des elemen- 

taren Gegenstandes willen im Vorhergehenden vermieden habe. 
Es sei eine Gleichung G(x) = 0 mit lauter reellen, von einander 
verschiedenen Wurzeln gegeben, die im Uebrigen ganz beliebig ist. 
Kin reeller Rationalitiitsbereich sei zu Grunde gelegt. Man bilde die 
Galois’sche Resolvente, von der dann alle Wurzeln reell sind. Der 
| Grad N der Resolvente ist die Ordnung der Gruppe der gegebenen 
) Gleichung. “Nun denke man sich die Reihe der reeilen Radicale, die 
nach und nach adjungirt werden, damit schliesslich die eine Wurzel 
| x, der Gleichung G = 0 rational wird. Die Exponenten der Radicale 
) werden wieder als Primzahlen angenommen. Das erste Radical, durch 
dessen Adjunction die Gruppe der gegebenen Gleichung reducirt wird, 
ist auch das erste, welches die Resolvente zum Zerfallen bringt. Es 
kommt.nun der in § 3 aufgestellte Satz zur Geltung; der betreffende 
. Wurzelexponent muss gleich 2 sein. Man hat also eine Quadratwurzel, 
: nach deren Adjunction eine beliebig gewihlte Wurzel € der Resolvente 





; einer irreducibeln Gleichung v'* Grades geniigt, wiaihrend nach dem 
in § 4 erwihnten Satz die Quadratwurzel selbst in § rational ist, und q 
I die Relation 
N.1=2.” 
{ besteht. Jene Galois’sche Resolvente zerfallt also in zwei irreducible | 
t Factoren vom Grade +N, und die Gruppe der Gleichung G = 0 | 


reducirt sich auf eine Untergruppe von halb so viel Substitutionen*). 
Kine Untergruppe, die aus der Hiilfte der Substitutionen der sie um- 
fassenden Gruppe besteht, ist in dieser stets ausgezeichnet enthalten **), 
Wenn nun nach der Adjunction der Quadratwurzel die Wurzel 2, der 
Gleichung G = 0 nicht etwa rational ist, hat man dieselbe Betrachtungs- 
weise fortzusetzen; man hat dieselbe Gleichung vor sich mit Riicksicht 
auf einen neuen Rationalitiitsbereich, und als Galois’sche Resolvente der 


a ae 


Gleichung ist jetzt nur einer der Theiler vom Grad +N anzusehen, 


in welche die friihere Resolvente zerfiel. Schliesslich muss das Ver- 
fahren auf eine Gruppe [, fiihren, deren Substitutionen den Buch- 
staben w, nicht mehr versetzen, Man erhilt so eine Reihe von Gruppen 
r,T,,0,,..., 0, die mit der urspriinglichen Gleichungsgruppe [ be- } 
ginnt, und in der jedes Glied ausgezeichnete Untergruppe vom vorher- 
gehenden ist mit halb so viel Substitutionen. 


*) Cf. Kneser: a. a. O. p. 201, Nr. 2. t 
**) Man vergl. auch: C. Jordan, a, a, O. p, 268 und 269, Théoréme XII ' 
und Th, XIII. 


eee 
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Ich will jetzt die Annahme hinzufiigen, dass die Gleichung G — 0 
irreducibel sein soll, dann ist [ eine transitive Gruppe von Buchstaben- 
vertauschungen. Man kann desshalb mittelst einer passend gewihlten 
Substitution von f die Reihe [,1,,[,,...,0, in eine Reihe [,1,, [,’,....0.’ 
transformiren, derart, dass die Gruppe [,’ irgend eine andere Wurzel 
der Gleichung G = 0, etwa x, ungeiindert lisst. 

Es zeigt eine nihere Ueberlegung, dass nun jede Wurzel dieser 
Gleichung durch blosse Quadratwurzelausziehung und zwar, da die 
Gréssen 2, 2,,.. . alle reell sind, durch reelle Quadratwurzeln gefunden 
werden kann. Die Gleichung lisst sich durch Quadratwurzeln voll- 
stindig auflésen; die Ordnung ihrer Gruppe muss dabei eine Potenz 
von 2 sein, und dies ist umgekehrt auch hinreichend*), Wegen der 
Transitivitaét der Gruppe ist der Grad der Gleichung G = 0 ein Theiler 
von der Ordnungszahl der Gruppe, also auch eine Potenz von 2. 

Unter den in einem reellen Rationalititsbereich irreducibeln Glei- 
chungen mit reellen Wurzeln sind also die einzigen, bei denen eine 
Wurzel durch reelle Radicale dargestellt werden kann, die durch Quadrat- 
wurzeln auflosbaren. 


§ 6. 

Es sei jetzt wieder G(x) =O eine Gleichung mit reellen, von 
einander verschiedenen Wurzeln, die auch reducibel sein kann und 
auf Grund eines reellen Rationalitiitsbereichs betrachtet wird. Adjungirt 
man der Galois’schen Resolvente dieser Gleichung eine Wurzel einer 
in demselben Rationalitiitsbereich irreducibeln Gleichung von Primzahl- 
grad, so fiihren die Betrachtungen von § 4 zu dem Resultat: Die 
Gruppe der Gleichung G(x)=0 kann durch die Adjunction einer Wurezel 
einer irreducibeln Gleichung von Primzahlgrad sich nur dann reduciren, 
wenn die letetere lauter reelle Wurzeln hat. Dieser Satz, der weiter 
reicht als der in § 3 auseinandergesetzte, ist iibrigens eine directe Folge 
von einem Theorem des Herrn Kneser (a. a. O. p, 201). 


Stuttgart, December 1890. 





*) Vergl. Netto: Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die Algebra, 
Leipzig 1882, p. 277 Lehrsatz VII und Sylow: Math. Ann. Bd. 5, p. 589. 











Geometrische Darstellung der Gruppen linearer Substitutionen 
mit ganzen complexen Coefficienten nebst Anwendungen auf 
die Zahlentheorie. 


Von 


Luiat Brancut in Pisa. 


Die geometrische Methode, auf welche Herr Professor Klein die 
arithmetische Theorie der gewohnlichen biniiren quadratischen Formen 
griindet*), kann mit demselben Erfolge in weiterem Umfange an- 
gewandt werden. Dies zu zeigen ist der Zweck der folgenden Ent- 
wickelungen, welche in aihnlichem Sinne die Theorie der Dirichlet’- 
schen Formen mit ganzen complexen Coefficienten und Verinderlichen, 
und der Hermite’schen Formen mit ganzen complexen Coefficienten 
und conjugirten Veranderlichen behandeln sollen. Unter einer ganzen 
complexen Zahl verstehen wir eine solche, die nach Kronecker’s Be- 
zeichnung dem Rationalitiitsbereiche (1,7) oder (1, ¢) angehért, wo 
i, € bezw, die vierte und dritte primitive Wurzel der Kinheit bedeuten. 
Ich méchte mir iibrigens vorbehalten, spiiter auch die Fille (1, i/D) 


und ( . i= zu behandeln, wo D eine positive ganze Zahl ist, 


die im zweiten Falle der Bedingung =3(mod. 4) unterliegt. Zu- 
nichst handelt es sich darum die Gruppen linearer Substitutionen einer 
Variabelen 2: 
* an SEt8 

~ pete? 

wo a, B, y, 0 alle ganzen Zahlen des Bereiches (1, 7) oder (1, «), die 
nur der Bedingung 


& 


a . 


ad — py=1 


*) Klein, Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen, ausgearbeitet und 
vervollstiindigt von R. Fricke, (Leipzig, 1890), 8. 243 — 260. 
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unterworfen sind, durchlaufen, nach Poincare’s Auffassung*) durch 
eine entsprechende Polyedereintheilung des Raumes geometrisch dar- 
zustellen**), Die so gewonnenen Raumeintheilungen kann man be- 
nutzen, um die Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen in ganz 
analoger Weise zu reduciren, wie dies fiir die gewo6hnlichen quadratischen 
Formen mit Hilfe der Modultheilung der Ebene geschieht. Die Theorie 
der genannten Formen erhilt dadurch eine erschépfende Behandlung, 
welche vor den bekannten Methoden von Dirichlet, Hermite und 
Picard manche Vortheile aufweist. Als einen solchen nennen wir 
insbesondere das Kennzeichen fiir die Aequivalenz reducirter Formen, 


welches einfach so lautet: Alle dquivalenten reducirten Formen ge- 
hiren derselben Periode an. 


Erster Abschnitt. 
Polyedereintheilungen, die unseren Gruppen entsprechen. 


§ 1. 
Zusammensetzung der Gruppen G und G’. 
Von der Gruppe G, die alle linearen Substitutionen 
go ae 28 
ye+a’? 
mit ganzen complexen Coefficienten a, 8, y, 0 aus dem Bereiche (1, 7) 
umfasst, beweisen wir folgenden Satz: 


1) Jede Substitution der Gruppe G lisst sich aus den drei elemen- 
taren Substitutionen: 


0, 1 ..-4 LL. 8 
T—(_1' 9), 8=(07 1), 7=(07 i) 
gusammensetzen. 


ad — py=1 


Zuerst beachte man die folgenden aus 7’, S, V zusammengesetzten 
Substitutionen : ***) 


narera(ht), narrra (1%), 


s, i 


U=TVV.V=(% _{)- 





*) Mémoire sur les groupes kleinéens — Acta Mathematica Bd, 3. 

**) Vergl. eine vorliufige Mittheilung in den Rendiconti della R. Accademia 
dei Lincei vom April 1890. Die gleichen Raumeintheilungen kommen in anderer 
Gedankenverbindung ‘bereits bei Hrn. Hurwitz im 11" Bande der Acta Mathe- 
matica vor (1887: Ueber die Entwickelung complexer Grissen in Kettenbriiche). 

***) Unter A, B verstehen wir die Substitution, welche entsteht, wenn man 
zuerst die Substitution B und dann A eintreten liisst. 


Trp sneha Sarees EES 
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Bezeichnen nun a,b irgend welche reelle ganze Zahlen, so 
existiren sicher in der von 7, S, V erzeugten Gruppe die beiden 
Substitutionen: 


rn (h 4), remem (otis, 9) 


1, m 1, 0 
Sn = (0", t)s Vu = m, 1) 


wo m eine beliebige ganze complexe Zahl bedeutet. 


d. h. 


Es sei jetzt 
== (524) 


irgend eine Substitution der Gruppe G. Wenn a oder £ gleich Null 
sind, so kénnen wir leicht die Behauptung des Satzes beweisen. Denn, 
fiir «a = 0, muss 2 eine der folgenden Formen haben 


f O, 1 0, 2 
z=(_)’ 3) oder z= (;? )3 


0, 1 6. Ltt, of 
1, 3) = (1) 0) @, “1) = 28, 
0, it, O 0, 1\ (1, —id 
62 8) = (0; =i) (—1) 0) (02 ~"t) = 978-0. 
Wird 6 = 0 angenommen, so ergiebt sich 


z—( =" 


oP. ah | i, 0\/1,0 
a= eg _i)= (0° a (iy 1) = OV. 


Besteht aber keine der Gleichungen « = 0, 6 =O, so bilde man 
aus 2 die folgende Reihe von Substitutionen 


a+mB, B)_ (a, B 
E,— EV = (FF mia? 3) — (7 8)» 
—_——— — a) aa G1, 5) 
2, = 28m, = Vi, OMY, = (50 Bt ; 


. © iia a,-+ ms B; , Bt) = (f2" 5) 
2; ies =; Vin, = (ERE i 0, ~ \Pa» 0, ? 


nun ist aber 


oder 


indem man die successiven ganzen complexen Zahlen 
™,, Ms, Ms “ee 

so bestimmt, das nachstehende Ungleichungen zur Geltung kommen 

21° 
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N(a,)<$ NB), NG)<+N(a,), Nm) <+ NG)... 


wobei das Symbol N(a) die Norm der complexen Grésse a bedeutet. 


Unsere Reihe von Substitutionen 
2 em... 
kénnen wir solange fortsetzen, bis ein « oder ein 6 gleich Null wird. 


Dies muss aber sicher eintreten, denn sonst wiirde die Reihe von 
ganzen, reellen, positiven Zahlen 


N(B), N(a@,), N(B,), N(@,) --. 
eine bestiindig abnehmende sein. Das letzte Glied &. der Reihe kann, 
nach dem Vorigen, aus 7, S, V zusammengesetzt werden. Dasselbe 
gilt also auch fiir die Substitution 2, w.z.b.w. Gehen wir jetzt 
zur Gruppe G’ iiber, welche aus allen Substitutionen 


a 
3 3)» saltitiaca eatin 
im Bereiche (1, ¢) besteht, so kénnen wir den analogen Satz beweisen: 


II) Jede Substitution der Gruppe G’ setzt sich aus den folgenden 
drei Substitutionen zusammen: 


T=(_17 0), 8=(071)) 7=(6; 1): 


Genau wie friiher bestatigen wir zuerst unsere Behauptung fiir die 


Substitutionen 
1, m 1, 0 
8.— (0,7), Ta=(w, 1)» 
wo m eine beliebige ganze Zah] im Bereiche (1, ¢) bedeutet. Bedenkt 


man ferner dass die Substitution (6° 2) sich in folgender Weise 
? 
zerlegen lisst: 


é, 0 | Oe 1, 0 0, 1 1, 0 
0, #/) ~\0O, 1) \—&, 1) (1, 0) \-e, 1)? 
so kénnen wieder die Schliisse des vorigen Falles angewandt werden. 


Aus den nunmehr folgenden geometrischen Darstellungen wird 
sich iibrigens noch ein anderer Beweis fiir Siitze I), II) ergeben. 


§ 2. 
Anwendung der Poincaré’schen geometrischen Darstellung. 


Wir gehen dazu iiber die Poincaré’sche geometrische Darstellung 
der linearen Substitutionen 


(1) am ETE, ad — py = 


mit complexen Coefficienten in Anwendung zu bringen. 








surenideceth- tne ae 








ete he ath ie ae 


Mea be 
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Interpretiren wir, in gewdhnlicher Weise, die Werthe der com- 


plexen Variabelen 


e=§&+ in 


auf der §y-Ebene und fiigen den §,% Axen eine dritte zu beiden 
senkrechte Axe § hinzu, so kénnen wir der Substitution (1) eine 
Transformation des Raumes zuordnen, welche im nicht-euklidischen 
Sinne eine blosse Bewegung darstellt. Fiir jede solche Transformation 
bleibt das Vorzeichen der Ordinate € unveriindert: dieses wollen wir 
immer im Folgenden als positiv annehmen. 

Nach Poincaré (a. a. O. 8. 54) lauten die wirklichen Formeln der 
Transformation folgendermassen : 





Qt Q? & Oy + ZaBy + ZB + BBo 
OY Yo +279) + M970 + 99, ’ 

‘ , 2 a Yo é 0 do 
(2) g’ a 20 F 8000 + FB Yo + B So 





Px + 2799 + B97 + 94, 


~~ Q? Y Wy + 29 a + 2 YBo + 9Bo : 
’ eV Yo + 2799 + B97 + 90y 


Dabei bezeichuen &, 4, € die Coordinaten irgend eines Punktes p des 
Raumes &’, 7’, €’ diejenigen des transformirten Punktes p’, wiihrend 


PHP +E, CHE THE? 
und iibrigens durch 4), 2), @, By, 79, 99, nach Hermite’s Bezeichnung, 


die conjugirten Gréssen von 2’, 2, a, B, y, 0 dargestellt werden. 
Unter Beriicksichtigung der Identitit: 


(9? @ a + 20 By + 2)0,B+ B By) (Q?¥¥9+270 ) +24) 97)+90,) — 
— (9? a7) +200) + 2B Yo + B9y) (9? 749+ 20.a)+2)7 By +9 By) = 


_ |e? #| Ja Bl Ja By 
& 1} \y 8] | y % 


bilden wir aus (2) den Ausdruck 























=o — 24%, = &', 


C2 =o? — 2’ 4; 


dann finden wir durch Wurzelausziehen 





Ox ilies g ans . 
(2") ‘ Oo + 279) + M9 Yo + 99, 
Betrachten wir nun die Substitution * 6) als der Gruppe G 


des § 1 angehérig, so werden wir zwei Punkte p, p’ des oberen 
Raumes*) als dquivalent bezeichnen, wenn, durch eine Substitution 


*) Wir bezeichnen als oberen Raum denjenigen fiir welchen die Ordinate £¢ 
positiv ausfillt, 
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von G, pinyp’ iibergeht. Da unsere Gruppe G keine unendlich kleine 
Substitution enthalt, so wird sie in der Nahe jedes Punktes des oberen 
Raumes eigentlich discontinuirlich sein*). Daher ist es méglich, ein 
Fundamentalpolyeder fiir unsere Gruppe G anzugeben. 


§ 3. 
Das Fundamentalpolyeder der Gruppe G. Erster Theil des Beweises. 
Wir behaupten: 
Derjenige Theil d#s oberen Raumes, welcher ausserhalb der Kugel 


e+e +m 


zwischen den vier Ebenen 


gE=—0, E=3, 


_ 


1 

=e =. Te 
eingeschlossen wird, ist ein Fundamentalpolyeder P fiir die Gruppe G. 
Der Beweis zerfillt in zwei Theile. Erstens haben wir zu zeigen: 


Ill) Jeder Punkt p des oberen Raumes ist einem Punkte des 
Polyeders P dquivalent. 
Beachten wir nun, dass die elementaren Substitutionen 7’, S, V 


der Gruppe G, nach Formeln (2), folgende Transformationen des 
Raumes hervorrufen 


‘ eteiiie!( Batata tie, Ebb te 
TD) e—— pepe? US epee 8 See 
8) f=—§+1, y=, t=, 
V) &=6, y=n+1, ‘=, 


wabrend durch die Substitution U = 0° wie) die Umklappung 


f= —E, Yy=—y, S=—F 
um die €-Axe entsteht, so sehen wir, dass Satz III) mit folgender 
Behauptung iibereinstimmt: 


Zu jedem Punkte p giebt es einen dquivalenten Punkt, dessen 
Coordinaten den Ungleichungen 


1 1 1 1 
a) —Sisy, =~ 405 o 
b) B+ + o?>1 
geniigen. 


Der Beweis kann in ganz analoger Weise wie der entsprechende 
fiir die Modulgruppe gefiihrt werden. Geniigt der Punkt p den Un- 








*) Poincaré a. a. O. 8, 60. 


We i 








Se —_ a 
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gleichungen a) nicht, so verschieben wir ihn durch wiederholte An- 
wendung der Substitutionen S und V in eine Lage p,, welche dem 
entspricht, fiir — also 


1 
<8< - —><u<} 


Wenn sitahidi E? +7’? +6?>1, so ist p, der gesuchte 
Punkt. Wo nicht, wenden wir auf p, die Operation Z' an, welche p, 
n p, = (&' ,' &) tiberfiihrt und verschieben, wenn es ndthig sein 
sollte, p,’ mittelst S und V, wieder in eine solehe Lage p, = (&,%.§,), 
welche den ee a) 


1 1 
7<h< >) ~#Sesst 


geniigt, Aus p,, wenn er nicht schon der zweiten Ungleichung b) 
geniigt, leiten wir durch Wiederholung desselben alternirenden Ver- 
fahrens einen neuen Punkt p, u. s. w. 

Dann erhilt man eine Reihe von Punkten 


¢) P; Po Py+++Pn-- + 

welche alle den Ungleichungen a) geniigen und unsere Behauptung 
geht dann dahin, dass man, nach einer endlichen Anzahl von Schritten, 
zu einem Punkte p, gelangen muss, fiir welchen auch die Bedingung 
b) erfiillt wird. Die Ordinaten 


6:& @& «-. &-.. 
der fiquivalenten Punkte c) nehmen in der That immer zu. Enthielte 
also die Reihe c) unendlich viele Punkte, so wiirden sie alle im end- 
lichen Raume 

1 
f>%&, —><&<}, -—F<a<p 

P+ et e<l 
verdichtet sein und es wiirde also wenigstens ein Grenzpunkt existiren, 
in dessen Umgebung die Gruppe G uneigentlich discontinuirlich wire, 
was nicht angeht.*) 

Somit ist unser Satz II1) bewiesen. 


§ 4. 
Zweiter Theil des Beweises. 


Unsere friihere Behauptung erfordert jetzt den Beweis des zweiten 
Satzes: 

1V) Im Inneren des Polyeders P kinnen nicht ewei dquivalente 
Punkte liegen. 


*% oe letzte Theil des Beweises kénnte auch rein arithmetisch gefiihrt 
werden, was wir hier, der Kiirze wegen, unterlassen. Man vergleiche Klein’s 
Vorlesungen S. 212 ff. 
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Sind 





p=, p=) 
zwei solche innere Punkte des Polyeders, so werden folgende Un- 
gleichungen bestehen : 


0<8 <3, —gF<a<y P+rPt+e >], 
(4) apa Tween Ga ee 
S<t<e —F<¥<g 8740+ 0" > 1. 


Da die Ordinaten von p, p’ entweder gleich sind, oder die eine 
grésser als die andere ist, so kénnen wir, ohne Beeintriichtigung der 
Allgemeinheit, 





cae 

voraussetzen. 

Es sei nun e: 6) die Substitution von G, welche p in p’ iiber- 

? 
fiihrt. Bringt man jetzt Formel (1*) § 2 in Anwendung, so hat man 
1 P 8 dy 
(5) SP FM + Ge 78+ Fe Om + 
oder 
1 1 

(5*) = 7% + ro (v2 + 9) (¥% + 9). 


Da alle inneren Punkte des Polyeders P eine Ordinate haben , die 
grosser als 7 ist, so besteht die Ungleichung 
ar Sa <2 


a. - - 
oder 


1 
2>7%+ ra (v2 + 9) (Yo % + 9%)- 
Diese letzte lisst nur zwei Méglichkeiten zu, d. h. 


A) y¥) =90 oder B) yy, = 1. 
Im Falle A) wird y = y, = 0 und folglich, bis auf einen gleich- 
zeitigen Zeichenwechsel von a, B, y, 0: 
entweder awl, d=l, y=0 
oder a=i, d=—i, y=0. 
Es wird also 
f+ inf =E+in+B 
b+ inf = — (E+ in) + iB. 
Aus den Ungleichungen (4) schliesst man dass B = 0, woraus der 
zweite Fall von selbst als unmdglich wegfillt; so kommt 


oder 


E’ = &, "=n, C' = §, 


(>; 8) = (0; 1); 
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Die beiden Punkte p, p’ fallen also zusammen und die angenommene 
Substitution reducirt sich auf die Identitat. 
Im zweiten Falle B), da 


Cs 2 ak. 
vO oe 
folgt aus der Gleichung (5) 


#79) + % 97% + 9d, < 0, 


oder, indem man 


é . : 
pametia, e=—E+in 


p+ aq? + 2pé + 29 < 0. 
Diese letzte Ungleichung ist aber unmdéglich weil p, q ganze, reelle 
Zahlen sind, wihrend 


0<§<y, -—$<U<y 


setzt, 


Wir haben somit den Satz IV. bewiesen und ausserdem das Resultat 
gewonnen: 


V) Ausser der Identitéit giebt es keine Substitution, die einen 
inneren Punkt des Fundamentalpolyeders P festhiilt. 


§ 5. 
Raumeintheilung, welche der Gruppe G entspricht. 


Transformiren wir das ganze Polyeder P durch eine beliebige Sub- 
stitution der Gruppe G, so erhalten wir ein neues Polyeder, dessen 
fiinf Flachenseiten aus Theilen von Kugeln oder Ebenen bestehen, 
welche die §y-Ebene orthogonal schneiden. Der letzte Satz V zeigt, 
dass die Gesammtheit solcher aus P entstandenen Polyeder den ganzen 
oberen Raum einfach und liickenlos erfiillen. In beliebiger Anniherung 
der §y-Ebene legen sich unsere Polyeder kleiner und kleiner werdend 
immer dichter an diese Ebene an. Diese Raumeintheilung, auf welche 
wir tibrigens nicht niher einzugehen brauchen, werden wir als der 
Gruppe G zugehérig bezeichnen. 

Wir wollen noch bemerken, dass die Entwickelungen des § 4 
einen neuen Beweis ftir die Zusammensetzung der Gruppe G aus 
T,S8, V liefern. Ist niimlich Z eine beliebige Substitution von G, 
und wenden wir deren inverse 2—' auf einen beliebigen inneren 
Punkt p des Polyeders P an, so wird er in eine neue Lage p’ iiber- 
gehen. Diesen letzten Punkt p’ kénnen wir wieder in p itiberfiihren, 
sowohl durch die Substitution X wie auch durch eine Substitution >’, 
welche aus 7',S, V zusammengesetzt ist (§ 3). Nach Satz V stimmt 
aber nothwendig >” mit & iiberein. 
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§ 6. 
Raumeintheilung, welche der Gruppe G’ entspricht. 


In der §y-Ebene construiren wir das regulire Sechseck, dessen 
Mittelpunkt in §=0, 4 =O fillt, wiihrend ein Paar gegeniiber- 
liegender Seiten auf den Geraden 


g=—— 3s, f= 


liegen*). Betrachten wir nun das gerade Prisma, welches dieses Sechseck 
zur Grundfliche hat; denjenigen Theil des oberen Prisma’s, welcher 


ausserhalb der Kugel 
Bt teri 


liegt, bezeichnen wir als Polyeder TT. Dieses wird gerade das Drei- 
fache des Fundamentalpolyeders fir unsere Gruppe G’ sein. 
Wir beweisen den Satz: 


Jeder Punkt p des oberen Raumes ist einem Punkte von 11, in 
Bezug auf die Gruppe G', dquivalent. 
Durch Anwendung einer aus 


4 Bs 
s=(o71), 7=(0; 1) 


passend zusammengesetzten Substitution 
1, m-+ne 
S™ Vv ath (6 1 ) 


kénnen wir es erreichen, dass der transformirte Punkt », innerhalb 
des Prisma’s sich befindet. Liegt nun gleichzeitig p, ausserhalb der 


Kugel 
B+ a+, 


so ist unser Zweck erreicht. Wo nicht, wende man auf p, die Sub- 
stitution 

‘ 0, 1 

| T= (_{' 0) 


*) Die Gleichungen der Seiten des Sechsecks lauten: 


E+>=0, E+nVSt1=—0, —§4 wV8+1=0. 
Soll also ein Punkt der 7-Ebene im Inneren des Sechsecks gelegen sein und 
wird 
e=E+in=a-+t be 
gesetzt, also 


b 
gwe~— =, n=b-——, 


so miissen folgende Ungleichungen bestehen 
—-ica+bdb<i, —1<2a-—db<l, —1<2b—a<cl. 





es 
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an, und den so erhaltenen Punkt p,’ verschiebe man wieder mittelst 
einer passenden Substitution S” V™ in einen Punkt p,, der im Inneren 
des Prisma’s liegt. Fahrt man in derselben Weise fort, so sieht man, 
genau wie im § 3, dass die Reihe von aquivalenten Punkten 


Di Be ovo Be ewe 
sich nothwendig unterbrechen muss, was eben unseren Satz beweist. 
Bedenkt man ferner dass die Substitution 


2 
0 ®) oder 2° = &z 
eine Rotation der Amplitude a um die €-Axe zur Folge hat, so 


leuchtet es ein, dass es fiir jeden Punkt p von TT noch zwei iquivalente 
Punkte p’, p” in TT giebt, naimlich diejenigen, welche aus p durch die 
genannte Rotation und ihre Wiederholung erwachsen. Es ist nun 
leicht zu beweisen dass, wenn p im Inneren von TT gelegen ist, keine 
anderen zu p aquivalente Punkte in TT existiren kénnen als p’ und p”. 

Nehmen wir die Bezeichnungen des § 4 wieder auf und bemerken, 
dass jeder innere Punkt des Polyeders TT eine Ordinate besitzt, die 
grésser als y= ausfallt, so schliessen wir aus Gleichung (5) § 4, dass 


folgende Ungleichung bestehen muss: 


= > Yt Ge (V2 + 8) (Yo. + dh). 
Diese enthilt nur wieder folgende beiden Mdéglichkeiten 
y¥, =O oder yy, = 1. 
Wenn y=y, =0 ist, so hat man folgende drei Nebenfille 
aol, y=, G=—1, se ez +8, 
ass y=0, dee, 2 = &e+ ef, 
ass, y=0, Gee, 2 = ce +28. 


Da aber beide Punkte 2‘, ¢ im Inneren des Sechsecks liegen miissen, 
so wird in allen Fallen 6 = sein und unsere Substitution wird also 


lauten : ‘ ‘ 
1, 0 é, é? 
(0? 1)» oder (° 2)» oder 0; “ 


wie die Behauptung des Satzes es fordert. 
Wenn yy, = 1 ist, so hat man nach Formel (5) § 4 


2 1 2 
a> Ge fet pe (078) + 4% + 88)) 


und folglich, wenn 


e=a-+be, “=—p+ae 
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gesetzt wird, 
(6) p+ a — pq + (2a—b)p + (2b—a)q < 0. 

Da aber, wie oben bemerkt wurde, die absoluten Werthe von 
2a — b, 2b — a kleiner als 1 ausfallen, so wird um so mebr folgende 
Ungleichung bestehen miissen 

PP +1? — MAN — Pr — 1 <9, 


wo p;, q, die absolut genommenen Werthe der reellen ganzen Zahlen 
p,q bedeuten. Die letzte Ungleichung findet nur fiir p, = 1, g, = 1 
statt und wir haben also nur folgende vier méglichen Fille : 


p=l1q=—1;p—1qgq=——1; p——1,¢q=—1; p= —1,q=—1. 
Immer aber wiederspricht die beziigliche Ungleichung (6) denjenigen, 


durch welche wir oben die Bedingung ausdriickten, dass z im Inneren 


des Sechsecks liegt. Somit wird die Méglichkeit yy, —1 aus- 
geschlossen. 


Nach diesen Erérterungen ist es sehr leicht, ein Fundamental- 
polyeder unserer Gruppe G’ anzugeben. Das friihere Polyeder TT 
wird durch die Ebene 7 = 0 und die beiden daraus durch Rotationen 
von Amplituden = und oe um die g-Axe entspringenden Ebenen 


in drei congruente Polyeder zerlegt. Man sieht also dass: Jedes dieser 


drei Polyeder als Fundamentalpolyeder der Gruppe G' gewdhit werden 
kann. 


Jetzt haben wir nur das zu wiederholen, was am Ende des vorigen 


Paragraphen gesagt wurde, um die Raumeintheilung zu finden, welche 
der Gruppe G’ entspricht. 


Il. Abschnitt. 


Dirichlet’sche Formen. 
§ 7. 
Reducirte Dirichlet’sche Formen. 
Kine binire quadratische Form 
(7) ax? + 2bay + cy’, 
in welcher die Coefficienten a,b,c ganze Zahlen aus dem Bereiche 


(i, 7) — oder (1, ¢) — und a, y solche unbestimmte Zahlen darstellen, 
soll als Dirichlet’sche Form bezeichnet werden.*) Wir wollen nun 


*) Dirichlet, Recherches sur les formes quadratiques 4 coefficients et a 
indéterminées complexes, Crelle’s Journal Bd. 24. 
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zeigen, wie man, auf Grund der Untersuchungen des vorigen Ab- 
schnittes die beiden Probleme der Aequivalenz fiir Dirichlet’sche Formen 
lésen kann. Diese Probleme lauten folgendermassen: 
A) Festzustellen, ob zwei gegebene Dirichlet’sche Formen f, f’ mit 
derselben Determinante D =b* — ac dquivalent sind oder nicht. 
B) Im Falle der Aequivalenz der Formen f, f’ alle Substitutionen 
zu finden, durch welche die eine in die andere tibergeht. 
Als Wurzel der Form (7) bezeichnen wir die Wurzeln z,, 2, der 
quadratischen Gleichung 
az? +2be+ce=0. 
Durch die beiden Punkte, welche in der §y-Ebene die Wurzeln z,, 2, 
der Form f darstellen, beschreibe man im oberen Raume den Halb- 
kreis, welcher die §y-Ebene orthogonal schneidet. Dieser Halbkreis 
soll der reprdsentirende Halbkreis der Form f genannt werden. Jede Form 
f= (a, b,c) wird durch Angebung ihrer Determinante und des repriisen- 
tirenden Halbkreises, bis auf einen gleichzeitigen Zeichenwechsel ihrer 
Coefficienten a, b, c, bestimmt. Sind die Formen f, f’ mit den repriisen- 
tirenden Halbkreisen C, C’ aiquivalent, und geht die Erstere durch die 


Substitution C 5) in die Zweite iiber, so transformirt die inverse 


Substitution on “2 die beiden Wurzeln von f in diejenigen von 


f’. Durch die letzte Substitution auf den ganzen Raum angewandt, 
geht also der repriisentirende Halbkreis C in C’ iiber. 

Stellen wir nun folgende Definition auf: 

Eine Dirichlet sche Form heisst reducirt, falls ihr représentirender 
Halbkreis das Fundamentalpolyeder P schneidet, 
so kénnen wir sofort den Satz beweisen: 

Jede Dirichlet’sche Form f ist einer reducirten Form dquivalent. 

Nehmen wir namlich auf dem reprisentirenden Halbkreis C von 
f einen beliebigen Punkt p, so kénnen wir eine passende Substitution 


= 5) angeben, welche ihn in das Fundamentalpolyeder versetzt (§ 3). 
Nach dem Vorigen fihrt also die inverse Substitution (_ > ~“e ) , auf 
? 


die Form f angewandt, auf eine aquivalente reducirte Form /’. 


§ 8. 
Anzahl der reducirten Formen. 
Wir behaupten jetzt: Bei einer gegebenen Determinante D giebt es 


nur eine endliche Anzahl von reducirten Formen. 
Ist 


F = (a, b, ec) = ax? + 2bay + cy? 
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eine solche, und sind ¢, ¢, ihre Wurzeln, so hat man fiir den Radius 
R des reprisentirenden Halbkreises 





a — a) VDI 
R= eae” *), 


Da die grésste Ordinate 4, eines Punktes des Kreises gleich R, wiihrend 
die kleinste Ordinate eines Punktes des Fundamentalpolyeders gleich 
-\_ ist, so folgt 


V2 _— 
|D| a 
le ye 
oder oe 
|a| <Y2| Dj. 


Der erste Coefficient a der reducirten Form f kann also nur eine end- 
liche Anzahl von Werthen annehmen. Fiir jeden solchen Werth von 
a giebt es nur eine endliche Anzahl von (mod a) incongruenten Werthen 
von b, namlich so viele als die Congruenz 


b? = D (mod a) 
incongruente Wurzeln hat. Bezeichnen wir zwei Formen 
(a,b,c) (a, 0c) 


mit derselben Determinante und gemeinsamen ersten Coefficient a als 
parallel, wenn 
b’ = b (mod a), 


so haben wir nur zu zeigen, dass in jeder Classe von parallelen Formen 
nur eine endliche Anzahl von reducirten Formen vorkommen kann. 
Ist die zu (a, b, c) parallele Form (a, 0’, c’) eine reducirte und wird 


b =b+ «Bf 
gesetzt, so geht durch die Substitution (0° ¢) die erste (a, b,c) in 
die zweite (a, b’, c’) iiber, und folglich der repriisentirende Halbkreis 
C’ von f’ in denjenigen C von f iiber. Und da nach Voraussetzung 
C’ das Fundamentalpolyeder P schneidet, so wird C dasjenige Polyeder 


P’ unserer Raumeintheilung schneiden, welches aus P durch die Sub- 
stitution 
s—e+8 


entsteht. Es giebt also so viele zu (a, b,c) parallele reducirte Formen 
als es zum Fundamentalpolyeder P in gewéhnlichem Sinne congruente 


*) Durch das Symbol | A! wird der absolute Betrag der complexen Grésse 
A bezeichnet. 



















d 
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Polyeder unserer Raumeintheilung giebt, welche vom reprisentirenden 
Kreise der Form (a, b, c) durchschnitten werden. Die Anzahi letzterer 
Polyeder ist aber, wie einleuchtend, endlich. 


§ 9. 
Perioden reducirter Formen. 


Der repriisentirende Halbkreis C einer reducirten Form wird eine 
unendliche Anzahl von Polyeder unserer Raumeintheilung durchsetzen. 
Dadurch wird der Halbkreis C in eine im doppelten Sinne sich ins 
Unendliche erstreckende Reihe von Bogenstiicken 

o oo Ants Cigy Bing Gy Gs Ges 
zerlegt, wobei J, dasjenige Bogenstiick bezeichnen mége, welches vom 
Fundamentalpolyeder P abgeschnitten wird. Ein beliebiges Bogenstiick 
der Reihe kann durch eine Substitution der Gruppe in ein reducirtes 
Bogenstiick verwandelt werden, d. h. in einen Kreisbogen, welcher 
im Fundamentalpolyeder P liegt. Solch reducirtes Bogenstiick 1; wird 
von 1; eindeutig bestimmt (§ 4). Da aber die Anzahl der reducirten 
Formen derselben Determinante eine endliche ist, so ergiebt sich dass 
in der Reihe 
a ee, Tee 


ein erstes Bogenstiick J,,, auftreten muss, welches dasselbe reducirte 
Bogenstiick besitzt wie ein friiheres J. Es ist leicht einzusehen, dass 
L. mit J, zusammenfallen muss. Da nimlich 1,4, und 1, dasselbe redu- 
cirte Bogenstiick besitzen, so giebt es eine Substitution t, welche J, in 
L.41 verwandelt. Durch t gehen folglich gleichzeitig der Halbkreis C 
und die ganze Raumeintheilung in sich selbst tiber. Es wird also durch t 
L-1 inl,, 1.2 inl. u.s. w. tibergehen. Wire aber r > 1, so wiirde 
schon J, dasselbe reducirte Bogenstiick wie J, besitzen, was unserer 
Annahme wiederspricht. Hieraus schliessen wir, in bekannter Weise, 
dass irgend zwei reducirte Bogenstiicke J,’ 7, dann und nur dann zu- 
sammenfallen, wenn die Congruenz 


vy = s (mod n) 
besteht. Daher werden wir sagen dass 
ty ...& 
eine Periode von reducirten Bogenstiicken und die zugehérigen Formen 


fife-++tn 


eine Periode reducirter Formen bilden. Es leuchtet ein, dass zwei der- 
selben Periode angehérende reducirte Formen fquivalent sind. 





i 
| 
i) 
f 
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§ 10. 
Erledigung der Probleme der Aequivalenz. 

Wenn irgend zwei Formen fF’, F” derselben Determinante vor- 
liegen, von denen man entscheiden soll, ob sie aquivalent sind oder 
nicht, so bestimmen wir zuerst zwei reducirte Formen f, f’, welche 
bezw. zu F’, F” aquivalent sind, und haben dann nur zu entscheiden, 
ob f, f unter einander fiquivalent sind, Sind aber /, f’ ‘quivalent 
und geht durch die Substitution t f in f’ tiber, so geht durch die 
inverse Substitution t—' der repriisentirende Halbkreis C von f in den- 
jenigen von f’ iiber (§ 7). Es wird also, durch t—!, ein Bogenstiick 
1; der im vorigen Paragraphen betrachteten Reihe in dasjenige Stiick 
des Halbkreises C’, welches vom Fundamentalpolyeder P abgeschnitten 
wird, tibergehen. Es gilt also der Satz: Zwei dquivalente reducirte 
Formen gehiren derselben Periode an, wodurch das erste Problem der 
Aequivalenz erledigt wird. 

Wenn F, F’ iquivalent sind, wird zugleich durch unsere Methode 
eine Substitution gefunden, welche wirklich F' in F” iiberfiihrt. Das 
zweite Problem der Aequivalenz wird also auf folgendes zuriickgefiihrt : 

Alle Substitutionen anzugeben, welche eine Form F in sich selbst 
transformiren. 

Wir kénnen uns wieder selbstverstindiich auf reducirte Formen 
beschrinken. Eine Substitution rt, welche die reducirte Form f in sich 
selbst tiberfiihrt, wird auch ihren repriisentirenden Halbkreis C in sich 
selbst iiberfiihren. Durch t muss also die ganze Reihe von Bogen- 
stiicken des § 9 

~ccbg,b9,85,8,,4%,8...- 
in sich verschoben werden. Geht dabei 1, in J, iiber, so wird noth- 
wendig, wie dort gezeigt wurde, die Congruenz s = 1 (mod. m) be- 
stehen; folglich ist t eine Potenz derjenigen Substitution 2 welche 1, 
in 1,4, tiberftihrt. 

Wir haben also das Resultat: 

Die wnendliche Gruppe von Substitutionen, welche eine Dirichlet’sche 
Form in sich selbst iiberfiihrt, ist eine cyklische Gruppe. 

Diese Gruppe wird nimlich alle Potenzen von 2 oder nur die- 
jenigen mit geradem Exponenten umfassen, jenachdem die Form 
f = (a, b, ec) ihrer entgegengesetzten (—a, —b, —c) nicht iiquivalent 
oder fquivalent ist. Im zweiten Falle gehért f einer ambigen Classe 
an. (V. Dirichlet, Zahlentheorie, 3. Auflage, § 58). 

Greifen wir insbesondere die Hauptform 

(1, 0, —D) 
heraus, so lauten die Substitutionen ihrer reproducirenden Gruppe 


t, Du 
“, ¢/)? 














— ' 
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wobei ¢, u irgend welche ganzzahlige Lésungen der Pell’schen Gleichnng 
&— Dw—1 

bezeichnen. Unsere Methode lehrt also die fundamentale Lésung 

(7, U) aufzufinden, aus welcher alle anderen mittelst der Formel: 


t+uy~D=—+(T+ U/D), 


wobei » alle ganzen reellen Zahlen durchliuft, sich ergeben.*) 


Ill. Absechnitt. 
Hermite’sche Formen. 


§ 11. 
Definite Formen. 


Die biniiren quadratischen Formen 


(8) ALL, + LLY, + boxy + CYYs 
bei welchen a, ¢ ganze feelle Zahlen, b eine ganze Zahl aus dem 
Bereiche (1, 7%) -- oder (1, €) — und 2, y solche unbestimmte Zahlen, 
wihrend by, %, Y deren conjugirte Zahlen bezeichnen, werden im 
Folgenden Hermite’sche Formen genannt.**) Den fundamentalen 
Begriff der Transformation und Aequivalenz solcher Formen wolle man 
aus der Hermite’schen Abhandlung entnehmen. 

Ist die Determinante D = bb, — ac negativ, so heisst die Form 
definit, im entgegengesetzten Kalle indefinit. 

Betrachten wir zuerst den Fall einer definiten Form, bei welcher 
wir a und folglich c positiv annehmen kénnen. 

Die Gleichung 
(9) azz, + be+h24, +ce=—0 
stellt dann in der §y-Ebene einen imagindren Kreis dar. Durch diesen 


Kreis geht ein ganzer Biischel von Kugeln, welcher zwei unendlich 
kleine Kugeln oder Grenzpunkte enthilt. Wird 


b=m+in 
gesetzt, so findet man fiir die Coordinaten der Grenzpunkte 
V—D 
=——--, y= =, j_ne]=—- 


Denjenigen Grenzpunkt, welcher im oberen Raume liegt, bezeichnen 
wir als den repriisentirenden Punkt der Form. Aus der geometrischen 


*) Dirichlet a. a. O. § 14. 
**) Hermite in Crelle’s Journal Bad. 47. 


Mathematische Annalen. XXXVIII. 22 
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Darstellung folgt: Aequivalente definite Hermite’sche Formen haben 
diquivalente reprdsentirende Punkte und umgekehrt. 

Dies kann iibrigens, mittelst der Formeln (1), (2) § 2 leicht be- 
statigt werden. 

Eine definite Form soll als reducirt gelten, wenn ihr reprisentiren- 
der Punkt im Fundamentalpolyeder liegt. Dann haben wir nach § 3 
sofort den Satz: 

Jede definite Hermite’sche Form ist einer reducirten Form dquivalent. 


Das fussere Kennzeichen einer reducirten definiten Form (8) be- 
steht in den Ungleichungen 


a<c, O<m<f, —$<n<s, 
fiir b=m-+in, woraus man folgert (Hermite a. a, 0.) dass: die 
Anzahl reducirter Formen derselben Determinante eine endliche ist. 
Das erste Problem der Aequivalenz fiir definite Formen erfordert 
jetzt nur noch die Untersuchung der Aequivalenz reducirter Formen. 
Die beziiglichen Resultate, welche in ganz elementarer Weise abzuleiten 
sind sollen hier aber nicht weiter verfolgt werden.*) 


§ 12. 
Indefinite reducirte Formen. 


Eine indefinite Hermite’sche Form 


f= AXLXy + bry, + bo Xyy + CYUYo 
bestimmt in der §y-Ebene den reellen Kreis 


azz, +be+bh,4 +ce=—0. 
Ueber diesen Kreis als Aequator beschreiben wir im oberen Raume 
eine Halbkugel, deren Gleichung 


G+ "*f+Q—-*f+e=2 


sein wird. Diese bezeichnen wir als die repriisentirende Halbkugel der 
Form f. Durch Angebung der Determinante D und der repriisentirenden 
Halbkugel wird die Formel f, bis auf einen gleichzeitigen Zeichen- 
wechsel ihrer Coefficienten a, b, c, bestimmt. Sind zwei indefinite 
Formen /, f aquivalent, so werden auch ihre repriisentirenden Halb- 
kugeln fiquivalent sein (V° § 7). Stellen wir nun folgende Definition 
auf: eine indefinite Hermite’sche Form heisst reducirt, falls ihre reprisen- 
tirende Halbkugel das Fundamentalpolyeder durchsetzt. In ganz analoger 
Weise wie die entsprechenden Siitze fiir Dirichlet’sche Formen (§§ 7, 8) 
kénnen jetzt folgende Siitze bewiesen werden: 


*) Ve $4 und Picard — Annales de I’Ecole Normale Supérieure. T. I, 
géme Série p. 19ff. 
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Jede indefinite Hermite’sche Form ist einer reducirten Form 
dquivalent. 

Bei gegebener positiver Determinante ist die Anzahl der reducirten 
Hermite’schen Formen eine endliche. 





§ 13. 
Perioden reducirter Formen. 


Die repriisentirende Halbkugel der indefiniten reducirten Hermite’- 
schen Form f mit der Determinante D wird eine unendliche Anzahl 
von Polyedern unserer Raumeintheilung durchsetzen. Auf dieser Halb- 
kugel entsteht dadurch ein Netz von Kreisbogenpolygonen, dessen 
Seiten den Aequator der Kugel orthogonal schneiden. Dieses Netz 
bedeckt einfach und liickenlos die ganze Halbkugel. 

Jedes Polygon 2; des Netzes kénnen wir reduciren, d. h. durch 
eine passende Substitution von G in ein Polygon 2; verwandeln, 
dessen Randcurven auf Flichenseiten des Fundamentalpolyeders P 
liegen. Diesem ganz bestimmten Polygone z; entspricht aber eine 
reducirte Form der Determinante D und, nach dem letzten Satze des 
vorigen Paragraphen, giebt es also nur eine endliche Anzahl solcher 
verschiedener reducirter Polygone ;, sagen wir etwa 





’ , , 
a. err 
Die entsprechenden reducirten Formen 


Lhi.f 
bilden, wie wir sagen wollen, eine Periode reducirter Formen. Es ist 
klar, dass alle reducirten Formen derselben Periode unter einander 
iiquivalent sind. 

Zwei Polygone z,, x, unseres Netzes sollen als dquivalent gelten, 
falls sie dasselbe reducirte Polygon x; besitzen, weil dann und nur 
dann eine Substitution der Gruppe G existirt, welche 2, in 2, tiber- 
fiihrt. Wenden wir eine solche Substitution auf den ganzen Raum an, 
so wird das sphiirische Netz in sich selbst iibergehen. Unser Resultat 
kénnen wir also auch so aussprechen: Es giebt im sphiirischen Netze 
nur eine endliche Anzahl von undquivalenten Polygonen. 

Wird diese Zahl uw genannt, so erkennt man in bekannter Weise*), 
dass es méglich ist einen solehen Complex TT von r < w auf einander 
folgenden uniiquivalenten Polygonen des Netzes zu bilden, dass jedes 
nach aussen benachbarte Polygon z; mit einem im Complexe TT liegen- 
den Polygon aquivalent ist. 


*) Ve Klein’s Vorlesungen S* 310 und Hurwitz Grundlage einer Theorie 
der Modulfunctionen § 3. 


22° 














332 Lorer Biancat. 


Nun bemerken wir, dass wenn ein Polygon z,, des Netzes mit 
einem im Complex TT liegenden Polygone x iiquivalent ist, dasselbe 
von jedem zu z,, benachbarten Polygone gelten muss, Denn dieselbe 
Substitution, welche z,, in x iiberfiihrt, wird jedes zu x, benachbarte 
Polygon in ein zu x benachbartes Polygon verwandeln: das Letzte 
ist aber, nach Voraussetzung, einem Polygon in TT iquivalent. Daraus 
ersieht man leicht, dass jedes Polygon z,, des Netzes einem im Com- 
plex TT liegenden Polygone aquivalent ist und daher r = w sein muss. 
Wir brauchen nimlich nur zwischen z,, und einem beliebigen Polygon 
in TT eine endliche Anzahl von successiven auf einander folgenden 
Polygonen einzuschieben und die vorige Bemerkung anzuwenden. 

Werden die Polygone von TT mit 

a) 2)... a) 
bezeichnet, so wird jedes dem Complex TT nach aussen benachbarte 
Polygon x; einem Polygon x Aquivalent sein. Dieses muss aber hart 
am Rande von TI liegen, denn sonst wiirde die Substitution, welche 
a; in x) iiberfiihrt, das Polygon von TT, welches auf x; folgt, wieder 
in ein Polygon von TT verwandeln, was dem Bildungsgesetze unseres 
Complexes TT widerspricht. Daher werden die Randecurven von TT 
paarweise einander zugewiesen und die Substitutionen 
8, 3... &,, 

welche jede Randcurve in die ihr zugewiesene iiberfiihren, sind die 
erzeugenden Substitutionen derjenigen Untergruppe von G, welche 
unser Netz in sich selbst transformirt. Diese Untergruppe fillt mit 
der Gruppe zusammen, welche die gegebene Form / in sich selbst 
iiberfiihrt, oder sie enthalt die letzte Gruppe als ausgezeichnete Unter- 
gruppe vom Index zwei. Der zweite Fall tritt dann und nur dann 
ein, wenn die gegebene Form f= (a, 6b, c) ihrer entgegengesetzten 
(—a, —b, —c) Aquivalent ist, was eben durch unsere Methode leicht 
erkannt wird. Wir erhalten also folgendes Schlussresultat: Die reprodu- 
cirende Gruppe einer indefiniten Hermite’schen Form ist eine automorphe*) 
Gruppe. Das Polygon TI, welches wir oben bildeten, ist eben das 
Fundamentalpolygon dieser Gruppe oder nur die Hiilfte des letaten.**) 


*) Mit dieser Benennung soll nach Herrn Klein (Vorlesungen etc. p. 762), 
gemeint werden, dass, wenn die Substitutionen (6° H) der Gruppe auf eine 
az+b : 
cz+a 
Gruppe mit endlichem Fundamentalbereiche entsteht. 

**) Ist die Determinante D in die Summe zweier Quadrate zerlegbar, so 
kann diese Gruppe auf eine Moduluntergruppe zuriickgefiihrt werden (V° meine 
Note in den Rendiconti dell’ Accademia dei Lincei Maggio 1890). 


complexe Variabele z nach der Formel 2’ = - wirken, eine discontinuirliche 
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g§ 14. 


Erledigung der beiden Probleme der Aequivalenz fiir Hermiie’sche 
Formen. 


Das erste Problem der Aequivalenz fiir Hermite’sche Formen wird 
nach § 12 darauf zuriickgefiihrt, die Aequivalenz reducirter Formen zu 
untersuchen. Diese Frage kénnen wir sofort durch den Satz beant- 
worten : 

Zwei -reducirte dquivalente Hermite’sche Formen gehiren derselben 
Periode an. 

Nehmen wir an, dass die beiden indefiniten reducirten Formen 
fi, fe iquivalent seien, so wird es eine Substitution der Gruppe G 
geben, welche die repriisentirende Halbkugel von /, in diejenige von f, 
verwandelt und folglich das Netz, mit welchem wir die Halbkugel 
von f, bedeckten, in dasjenige von /f, iiberfiihrt. Das Polygon des 
Netzes von f,, welches im Fundamentalpolyeder P liegt, ist also 
mit einem Polygone des Netzes von /; aiquivalent: folglich gehért /, 
der Periode von /, an. 

Mit der Erledigung des ersten Problems der Aequivalenz, wird 
das Zweite auf die Auffindung der reproducirenden Gruppe einer inde- 
finiten Hermite’schen Form reducirt. Die Lésung dieser Aufgabe ent- 
hilt der vorige Paragraph. 

Zum Schlusse sei nur noch bemerkt, dass sowohl fiir Dirichlet’sche 
wie fiir Hermite’sche Formen im Bereiche (1, ¢) dieselben Beweise 
Wort fiir Wort iibertragbar sind. Es geniigt dafiir die Raumeintheilung 
des § 6 zu Grunde zu legen. 


eee ee 




















Ueber constructive Probleme aus der Theorie der reciproken 
Verwandtschaft und der Flachen 2“* Ordnung. 


Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


In den vorliegenden Untersuchungen sollen gewisse abhiingige 
Punktsysteme, welche bei der Theorie der reciproken Verwandtschaft 
und der Flichen zweiter Ordnung ein Rolle spielen, niher betrachtet 
werden, indem wir den analytischen Ausdruck fiir die geometrische 
Abhingigkeit jener Systeme in die Form gewisser linearer Identitiiten 
kleiden, welche vermége ihrer anschaulichen geometrischen Interpretir- 
barkeit wohl geeignet sind, den Ausgangspunkt fiir die Behandlung 
jener Punktsysteme zu bilden. Auf diesem Wege gelangen wir zu 
Kigenschaften, welche einen neuen und, wie mir scheint, ganz be- 
sonders einfachen Kingang eréffnen zu der Lésung der fundamentalen 
Constructionsaufgaben, welche sich bei der Erzeugung der reciproken 
und quadratischen Verwandtschaft, sowie der Flichen 2'* Ordnung 
und der Raumcurven 4'* Ordnung erster Art bieten*). Zu diesem 
Zwecke war es néthig, zuvor einige Htlfsaufgaben iiber die Construction 
der reciproken Verwandtschaft zu behandeln und die Fiinfecke, welche 
ein polares System einer Reciprocitiit bilden, kurz zu untersuchen. Mit 
diesen Hiilfsmittelu, die an und fiir sich nicht ohne Interesse fiir das 
Studium der Reciprocitét sein dirften, gelingt es die wichtigen Pro- 
bleme der Construction der quadratischen Verwandtschaft aus 7 ent- 
sprechenden Punktepaaren, sowie der Reciprocitiit aus 8 ihrer Nullpaare, 
welche bisher in ziemlich umstindlicher Weise und mit grossem Auf- 
wand von Constructionsarbeit behandelt sind, in verhialtnissmiissig 
einfacher und iibersichtlicher Weise zu lésen. Sodann werden die 
gemeinsamen Nullpaare dreier Reciprocitiiten aus 6 gegebenen von 
ihnen construirt, eine Aufgabe, welche aus dem Grunde von Bedeutung 
erscheint, weil die Erzeugung der Raumeurven 4 Ordnung 1' Art 


*) Ein analoger Weg wurde in der Arbeit iiber die Construction des 9" Schnitt- 
punktes zweier C* (Math, Ann. Bd. 36, p. 585), und besonders in Paul Serret: 
Géométrie de direction, Paris 1869 beschritten. 
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aus 8 ihrer Punkte auf einen speciellen Fall dieses Problems sich 
reduciren lisst, ebenso wie die Erzeugung der Flichen 2' Ordnung 
aus 9 gegebenen Punkten mit einen speciellen Fall des soeben beriihrten 
Problems der Erzeugung der quadratischen Verwandtschaft aus 7 ent- 
sprechenden Punktepaaren identisch ist. Auf diese Weise fiihren uns 
die obigen Aufgaben iiber reciproke und quadratische Verwandtschaft 
zur Erzeugung der Flaichen 2‘ Ordnung und Raumcurven 4' Ordnung 
aus 9 resp. 8 ihrer Punkte. Eine andere, ganz besonders einfache 
Erzeugung dieser riumlichen Gebilde aus einer hinreichenden Anzahl 
von Punkten ergiebt sich aber aus der directen Behandlung der linearen 
Identitiiten, welche zwischen den Quadraten der linearen Formen be- 
stehen, welche die linken Seiten der Gleichungen von 9 Punkten einer 
Fliche 2'* Ordnung oder von 8 Punkten einer Raumcurve 4" Ordnung 
bilden. Den Abschluss bildet eine neue Lisung des viel behandelten 
Problems der linearen Construction des 8" Schnittpunktes dreier 
Flichen 2'** Ordnung, welche vielleicht deshalb einiges Interesse ver- 
dient, als sich der ganze Constructionsvorgang auf einer einzigen 
Geraden abspielt und nur verlangt, in je einer auf dieser Geraden 
gegebenen Projectivitit und Involution zu 2 resp. 3 gegebenen Punkten 
die entsprechenden zu construiren. 

Die benutzte Darstellungs- und Bezeichnungsweise der bei der 
reciproken Verwandtschaft auftretenden Gebilde schliesst sich an die 
von Herrn Rosanes*) bei Behandlung dieses Gegenstandes gewiihlte 
vollkommen an. 

Simmtliche Constructionen sind, soweit es sich um Aufgaben mit 
nur einer Lésung handelt, allein mit Hiilfe des Lineals ausfihrbar und 
bediirfen nur der einfachen Hiilfsaufgabe: In einer durch 3 entsprechende 
Elementenpaare gegebenen projectiven Beziehung zu einem vierten 
Elemente das entsprechende zu construiren. 


§ 1. 
Die allgemeinsten linearen Bestimmungsstiicke einer reciproken 
Verwandtschaft. 


Sind 2,,#,,%, die homogenen Coordinaten eines Punktes % der 
Ebene X und y,, Yo, Ys die eines Punktes y einer anderen Ebene Y, 
so werden beide Ebenen durch die bilineare Gleichung: 


f(@, 9) = Nai “y.=O (i, k—1, 2, 3) 
isk 


in reciproke Beziehung gesetzt, indem jedem Punkte a der Ebene X 


*) Vgl. Crelle’s Journal: Bd, 88, 90, 95, 100. 
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die Gerade f(x‘, y) = 0 der Ebene Y, seine Polare entspricht. Ebenso 
vermittelt eine bilineare Gleichung: 


p(u, v) -> jE U;:V, = O 
i,k 


zwischen den Liniencoordinaten u,, #., u, einer Geraden u der X-Ebene 
und den Liniencoordinaten v,, v,,v, einer Geraden v der Y-Ebene eine 
reciproke Verwandtschaft der beiden Ebenen, so dass wir eine solche 
sowohl durch bilineare Formen zwischen Punkt-, als auch zwischen 
Liniencoordinaten werden ausdriicken kénnen. Die durch f (2, y) = 0, 
(u,v) = 0 dargestellten Reciprocititen werden identisch, wenn 9 (u,v) 
die adjungirte Form von f(z, y) ist, d. h, wofern «@;, die dem Elemente 
ax, adjungirte Subdeterminante in der Determinante | a;,| (¢,4—=1,2,3) 
bedeutet*). — 

Eine bilineare Form f(z, y) = >a; 2%; Yx, deren Determinante 
| az | verschwindet, lisst sich als Summe von zwei Producten linearer 
Formen darstellen. Denn setzen wir: 

3 
fe (a) = Tin Uy (k=1, 2, 3), 
l 
so ist: 
f(%, 9) = Wh (@) + Yofe(%) + Ysfs(2)- 
Da die Determinante | a@;,| der drei linearen Formen f(x), f,(x), f;(%) 
verschwindet, so befinden sich /,(x), f,(a), f;(%) in linearer Abhiingig- 


keit, also ist: 
iN f(@) = kif, (*) + kf, (2), 
und mithin 


f(a, 9) = f(x) {y, + ky ys} + fo(%) {42 + keys}, 


so dass in der That f(x,y), unter der Voraussetzung | a;,| = 0, als 
Summe von zwei Producten linearer Formen dargestellt ist. Anderer- 
seits ist offenbar fiir jede bilineare Form von der Form: 


f(x, y) =k, a, (x) d, (y) + ka, (x)b, (y), 

(a, (2) = a,'x, + a,'2, + G32, ete.) 
die Determinante Null, so dass das Verschwinden der Determinante 
| aix| die nothwendige und hinreichende Bedingung ist fiir die Darstell- 


barkeit der bilinearen Form f(x, y) = >on x: y, als Summe von zwei 
Producten linearer Formen. Eine bilineare Form mit verschwindender 


Determinante nennen wir aus diesem Grunde eine zweitheilige Form. 
Aus der Gestalt: 


*) Cf. Rosanes, Cr. J. Bd. 90, p. 305. 
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f(@, y) = kya, (x) by (y) + kya (x) b,(y), 
(4, (2) = a,' a, + @,'%, + dis 3) 
etc. , 


in welche man jede bilineare Form mit verschwindender Determinante 
iiberfiihren kann, ergiebt sich unmittelbar die specielle Beschaffenheit 
der zugehérigen Reciprocitit. Nennen wir a’? den Schnittpunkt der 
beiden Geraden a', a?, deren Gleichungen a,(”) = 0, a,(7%) = 0 sind, 
und analog b'? den Schnittpunkt von b,(z) = 0, b,(x) =O, so geht 
die Polare jedes von a'* verschiedenen Punktes der X-Ebene durch b**, 
wiihrend die Polare von a!” selbst véllig unbestimmt wird, also jede 
Gerade der Y-Ebene als solche betrachtet werden kann. Alle Punkte 2, 
welche auf demselben Strahle durch a‘? liegen, haben dieselbe Polare. 
Jeder Geraden w durch a'? entspricht somit eine Gerade v durch b'?, die 
Polare der auf w gelegenen Punkte. Alle derartigen Geradenpaare u, v 
bilden entsprechende Geradenpaare zweier projectiven Strahlenbiischel. 
Der Geraden g' entspricht in dieser projectivischen Zuordnuig die 
Gerade b?, der Geraden a? die Gerade b'. Sind c', d? und c?, d' irgend 
zwei entsprechende Strahlenpaare dieser Projectivitét, und: 


e(~)=0, a(z)=0; ©(%)=—0, d,(x%) =0 
ihre resp. Gleichungen, so lisst sich f(x, y) auch in folgender Weise 
als Summe zweier Producte linearer formen darstellen: 


f(a, y) = te, (x) d,(y) + t,¢,(x)d,(y), 
so dass man erkennt, dass irgend zwei entsprechende Strahlenpaare 
c', d? und c?, d' die Strahlenpaare a', b? und a?, b' in der Darstellung: 

f(&, y) = Ka, () b,(y) + ha, (x) b,(y) 
ersetzen kénnen. Ist die Projectivitiit, durch welche die beiden Biischel 
a‘, b'* verbunden sind, bekannt, so kann man in der Reciprocitiat 
f(x, y) = 9 sofort zu jedem Punkte « die Polare finden, indem man 
in jener Projectivitét zu a’? die entsprechende Gerade sucht. Eine 
zweitheilige bilineare Form stellt uns daher keine eigentliche Reci- 
procitit dar, sondern eine specielle, welche uns vollstindig bekannt 
ist, wenn uns die projective Zuordnung der Strahlenbiischel a'*, b'? 
gegeben ist. Jene Projectivitaét ist also das einzig wesentliche, was 
uns durch die bilineare Form gegeben wird, so dass wir den Ausdruck 
gebrauchen wollen: Jede bilineare, zweitheilige Form: 

ki, ay (%) by (y) 4- heya (@) b, (y) 
stellt uns eine bestimmte Projectivitéit der beiden Strahlenbiischel a‘, b'* 
dar, von welcher auch a', b? und a?, b' entsprechende Strahlenpaare sind. 
Sind in der Determinante | 4;,| der bilinearen Form 


f(, y) = >a Xi Yr 
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alle Subdeterminanten zweiten Grades Null, so wird: 
fi (2) = kf,(#) = tf;(@), 

so dass die bilineare Form f(z, y) in das Product zweier linearen Formen 
a(x) b(y) zerfallt. In der zugehérigen Reciprocitiit entspricht jedem 
nicht auf a(x) = 0 gelegenen Punkte die Gerade b(y) = 0 als Polare, 
wihrend die Polaren von Punkten 2 der Geraden a(x) = 0 vdllig un- 
bestimmt werden. Eine solche bilineare Form soll eine ,,specielle“*) 
genannt werden, ebenso soll die zugehérige Reciprocitit eine ,,specielle 
Reciprocitiit heissen, — 

Die 9 Coefficienten a;, (i, k = 1, 2,3) von f(x, y) bestimmen diese 
bilineare Form und damit die zugehérige Reciprocitit vollstiindig und 
sind daher, da nur ihre Verhiltnisse in Betracht kommen, als die 
homogenen Coordinaten der reciproken Verwandtschaft zu bezeichnen, 
sie sind 8 bestimmten Gréssen fiquivalent, so dass jede bilineare Form 
und die zugehérige Reciprocitiit durch 8 Bedingungen bestimmt ist. 
Unter einer ,,linearen Bedingung‘ soll eine solche verstanden werden, 
welche fiir die 9 Coefficienten a;, eine lineare Gleichung involvirt, so 
dass durch 8 lineare Bedingungen im Allgemeinen die reciproke Ver- 
wandtschaft eindeutig bestimmt ist. Eine lineare Bedingung wird z. B. 
gegeben durch ein Punktepaar «, 6, fiir welches jeder der beiden 
Punkte auf der Polaren des andern in Bezug auf die Reciprocitit 
f(z, y) =0 sich befindet. Ein solches Punktepaar soll ein ,,polares 
Punktepaar“ oder ein Nullpaar der Reciprocitiit genannt werden, die 
Coordinaten seiner Punkte annulliren die bilineare Form, da: 


f (@, B) = an a By = O. 

Ein solches Nullpaar involvirt also in der That eine lineare Gleichung 
fiir die Coefficienten a;,, ist also eine lineare Bedingung; die Kennt- 
niss von 8 Nullpaaren wird daher im Allgemeinen die Reciprocitiit 
eindeutig bestimmen. Ein Nullpaar giebt uns jedoch nur eine specielle 
lineare Bedingung, eine solche von grésster Allgemeinheit werden wir 
erhalten, indem wir die Coefficienten a;, einer vollig allgemeinen 
linearen homogenen Gleichung: 


(a,c) = > aixaix=0 (i, k=1,2, 3) 
i,k 
unterwerfen, worin die 9 Coefficienten @;, willkiirliche, unbestimmte 
Gréssen bedeuten sollen. Wir kénnen die 9 Gréssen «;, als die Coef- 


ficienten einer zweiten bilinearen Form zwischen zwei Systemen von 
Liniencoordinaten u,v auffassen, nimlich der Form: 


p(u, v) =>) Oi, Uv, (i, kK = 1, 2, 3). 
i,k 








*) Cf. Rosanes, Cr..J, Bd. 88, p, 245. 
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Die beiden Formen f und » und die durch sie definirten Reciprocitiiten 
werden durch die Gleichung: (a, «) =O in eine gewisse Beziehung 
gesetzt. Herr Rosanes nennt zwei bilineare Formen mit contragredienten 
Variabeln, und ebenso die zugehérigen Reciprocititen, fir welche 
(a, a) =O ist, ,,conjugirt“,*) und giebt folgende wichtige geometrische 
Interpretation fiir die Lage zweier Reciprocitiiten, welche durch die 
Beziehung des Conjugirtseins mit einander verbunden sind. Sind 
nimlich zwei Reciprocitiiten einander conjugirt, so giebt es fiir jede 
derselben eine vierfache Mannigfaltigkeit von Paaren polarer Dreiseite, 
und eine achtfache Mannigfaltigkeit von Paaren polarer Vierseite, 
deren entsprechende Seitenpaare Nullpaare der andern sind.**) Die 
Kenntniss einer conjugirten Reciprocitit giebt uns demnach eine lineare 
Bedingung allgemeinster Art fiir die Bestimmung einer Reciprocitiit. 
Ein Nullpar «, 6 ist durch eine conjugirte Form specieller Art dar- 
gestellt, nimlich durch die in das Product zweier linearen Formen 
u(a) u(B) zerfallende. 

Durch 8 linear unabhingige conjugirte Reciprocitiiten ist eine 
Reciprocitiét eindeutig bestimmt, und diese Bestimmung ist die all- 
gemeinste Bestimmung einer Reciprocitit durch lineare Bedingungen. 
Auch eine conjugirte zweitheilige bilineare Form wird eine lineare 
Bedingung fiir die Reciprocitit involviren; es ist fiir die Folge von 
Wichtigkeit, zu untersuchen, in welcher Lagenbeziehung die durch 
eine zweitheilige Form dargestellte Projectivitit (vgl. p. 337) zu einer 
conjugirten Reciprocitat sich befindet. Ist die zweitheilige Form: 


f (&, y) = ky a, (a) b, (y) + hg ay (w) dy (y) -> (Hi, ai! Dg! + Tog a? Da?) ir 
i,k 


(t, k = 1, 2, 3) 
der Form: 
p(u, v) = enw (¢,&% = 1, 2,3) 

conjugirt, so ist: 

a Qik (k, a;' b,! + ka," b,?) = 

i,k 

I, p(a', bY) + hyp (a?, b*) = 0. 

Nennen wir — in Uebereinstimmung mit der bei der bilinearen Form 
f(x, y) in Punktcoordinaten eingefiihrten Bezeichnung — zwei Geraden 
a, b, von denen jede den Pol der andern in Bezug auf p enthilt, und 
deren Coordinaten also die bilineare Form (u,v) zu Null machen, ein 
polares Geradenpaar oder ein Nullpaar der Form g, wie der zugehérigen 


oder 


*) Cf. Cr. J. Bd. 88, p. 246. 
**) Cf, Cr, J, Bd. 90, p. 312, 316. 
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Reciprocitit, so lehrt uns die letzte Gleichung: Ist die sweitheilige 
Form f = k,a,(x)b, (y) + kya, (x)b.(y) der Form o(u, v) conjugirt, 
und ist a‘, b' ein Nullpaar von gy, so ist auch a*, b? ein Nullpaar von q. 
Wir sahen dass durch die zweitheilige Form f die Strahlenbiischel 
a‘, b' projectivisch zugeordnet werden, in dieser Projectivitit, die 
wir als ,, Projectivitit f bezeichnen wollen, waren a', b? und a?, b! 
beliebige entsprechende Strahlenpaare; wir diirfen demnach a’, b' als 
ganz beliebige Strahlen (resp. durch a'?, b'*) wihlen, dann sind b?, a? 
die ihnen in der Projectivitit f resp. entsprechenden. Wahlen wir 
daher a', b' als ein beliebiges Nullpaar von m, so werden die den 
Strahlen a', b' in der Projectivitiit f resp. entsprechenden Strahlen 
b?, a? ebenfalls ein Nullpaar von @ bilden. Also gilt: Ist a', b' ein 
den beiden Strahlenbiischeln durch a'*, b'? angehiriges Nullpaar von 
(u,v), so bilden die in der Projectivitit f den Strahlen a‘, b' ent- 
sprechenden Strahlen b?, a® ebenfalls ein Nullpaar von o(u,v). Nun 
sind aber alle Nullpaare u, v von (u,v) welche den Strahlenbiischels - 
durch a", b'? angehéren, entsprechende Strahlenpaare einer Projectivitit, 
welche wir als Projectivitét g,, bezeichnen wollen. Wir haben 
demnach die Strahlenbiischel a'*, b'? in zweifacher Weise projectiv 
auf einander bezogen; einmal durch die zweitheilige Form f, diese 
Zuordnung war als die ,, Projectivitat f bezeichnet, sodann durch die 
Strahlenpaare durch a'?, b'?, welche Nullpaare von p(u, v) sind, diese 
entsprechen einander projectivisch in der Projectivitit m,.. Entspricht 
nun dem Strahle « durch a'? in der Projectivitit p,, der Strahl », 
und in der Projectivitét f der Strahl v', so sind v, v' entsprechende 
Paare einer dritten Projectivitét, welche die aus f und 9,, ,,resultirende 
Projectivitat heissen und mit r bezeichnet werden soll. Im Falle nun 
f = k,a, (xb, (y) + k,a,(%)b,(y) und p(w, v) conjugirt sind, und a’, b', 
was, wie wir sahen, stets mdglich, so gewahlt sind, dass sie ein 
Nullpaar von (u,v) bilden, dann bildeten auch a’, b? ein Nullpaar 
von p(u,v). In diesem Falle entspricht der Geraden a' in g,, die 
Gerade b', und in f die Gerade b?, so dass b', b? entsprechende Paare 
der resultirenden Projectivitét r bilden; andererseits entspricht der 
Geraden a? in g,. die Gerade b?, in f die Gerade 6', so dass auch 
b?, b' entsprechende Paare der resultirenden Projectivitit r bilden. Es 
bilden demnach 6‘, b? und b?, b' entsprechende Paare der resultirenden 
Projectivitat r, mithin ist diese symmetrisch, d. h, sie ist eine Involution. 
Also gilt: Ist die zweitheilige Form f und die Form g(u, v) conjugirt, 
so sind die beiden Projectivititen f und g,,. so beschaffen, dass ihre 
resultirende Projectivitiit eine Involution ist. Wir wollen aber — im 
Anschluss an die bei binaéren Formen gebriiuchliche Ausdrucksweise *) — 


*) Cf. Rosanes: Cr. J. Bd, 90, p, 312, Anm. 
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zwei Projectivititen, deren resultirende Projectivitit eine Involution ist, 
einander conjugivt nennen. Fassen wir das Gefundene zusammen, so 
ergiebt sich: Die eweitheilige Form f = k,a,(x)b,(y) + k,a,(x)b,(y) 
und die bilineare Form (u, v) ordnen die Strahlenbiischel durch a‘, b'? 
in eweifacher Weise projectivisch zu: Erstens entspricht jeder Geraden 
u durch a die Gerade v' durch b'*, welche die Polare der Punkte von 
u in Bezug auf f ist; 2weitens entspricht jeder Geraden u durch a’? 
die eindeutig bestimmte Gerade v durch b'*, welche mit u zusammen ein 
Nullpaar von (u,v) bildet. Ist die zweitheilige Form f der Form 
conjugirt, so sind diese beiden in a® und b'* durch f und » erzeugten 
Projectivitiiten einander conjugirt, d. h. thre resultirende Projectivitit 
ist eine Involution. In diesem Falle soll auch die durch die eweitheilige 
Form f dargestellte Projectivitit zu der Reciprocitit » conjugirt genannt 
werden. Die Lagenbeziehung, welche zwischen einer Reciprocitét und 
einer zu ihr conjugirten Projectivitiit stattfindet, ist durch das voran- 
stehende hinlinglich gekennzeichnet. — Wir sahen, dass durch 8 unab- 
hiingige lineare Bedingungen eine Reciprocitat eindeutig bestimmt war; 
ist von einer Reciprocitit die Polare w eines Punktes 2 bekannt, und 
sind y,, Y¥ irgend zwei Punkte von u, so bilden w, y, und z, y, zwei 
Nullpaare der Reciprocitiét, so dass die Kenntniss der Polare u eines 
Punktes x zwei linearen Bedingungen fquivalent ist. Ist daher zu 
vier Punkten die Polare gegeben, so sind damit acht lineare Bedingungen 
fiir die Reciprocitét gegeben und diese damit eindeutig bestimmt. Die 
Construction einer Reciprocitiit aus vier Punkten und ihren Polaren 
lisst sich von allen Constructionen der Reciprocitét am einfachsten 
ausfiihren*), und soll aus diesem Grunde die canonische Construction 
der Reciproeitét genaunt werden. Zu ihrer Ausfiihrung ist nur noth- 
wendig, zweimal in gegebenen Projectivititen zu einem gegebenen 
Element das entsprechende zu construiren, oder, wie wir uns fortan 
kurz ausdriicken wollen, ,,zwei projective Elemente zu construiren“. — 


§ 2. 
Lésung einer Hiilfsaufgabe. 


Wir hatten im Vorigen erkannt, dass, wenn von einer Reciprocitiit 
eine conjugirte Reciprocitit bekannt ist, damit eine lineare Bedingung 
allgemeinster Art gegeben ist, Da es sich in diesem Abschnitt darum 
handeln wird, die Construction einer Reciprocitit auszufiihren aus 
acht linearen Bedingungen, unter welchen conjugirte Reciprocitiiten 
auftreten, so wollen wir zunichst darthun, wie man eine unter den 


*) Cf. Schréter: Oberfliichen II, Ordnung p. 351; Reye: Geometrie der Lage 
Bd. II, p. 5. 
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Data der Aufgabe auftretende conjugirte Reciprocitét am vortheil- 
haftesten verwendet. Sei also von der Reciprocitiit : 


p (u,v) = Sus Uv, = 0 
die conjugirte Reciprocitit: 


f(@, y) => Jax ri, = 0 


gegeben, dann kénnen wir f(#, y) als Summe von vier Producten 
linearer Formen darstellen: 


f(a,y) = ky c, (x) d, (y) + hye, (x) d, (y) + hye; (x) ds (y) + hye, (x) ay (y) 


cl ce? ct 


und es bilden die beiden Vierseite: LBA ein Paar polarer Vier- 


seite der Reciprocitiét f, wenn c’ die Gerade bedeutet, deren Gleichung 
¢;(~) = 0 ist.*) Da nun f und @ conjugirte Formen sind, so ist: 


Devan =k, CC, a) + kyle, &) + byw, #) + kyo (ct, a") = 0; 


sind nun c', d'; c*, d?; c®, d® Nullpaare von g, so lehrt die letzte Glei- 
chung, dass auch c*, d‘ Nullpaar von @ ist. Kann man also ein 
Paar polarer Vierseite von f so finden, dass drei seiner Seitenpaare 
c', d'; c®, d@; c’, @ Nullpaare der gu f conjugirten Reciprocitit m sind, 
so ist auch das vierte Seitenpaar c‘, d* Nullpaar von gy. Auf diese 
Weise gelangen wir also aus der Kenntniss einer conjugirten Reci- 
procitit f von m zur Kenntniss eines weiteren Nullpaares c‘, d* von g. 

Wir wenden uns nun zu der fiir das Folgende wichtigen Aufgabe: 

Von einer Reciprocitit: (u,v) = 0 seien gegeben die Polaren 
b,, b,, b, der drei Punkte a,, a, a, wnd die beiden conjugirten Reci- 
procititen f(x,y) = 0, g(a, y) = 0; es soll zu einer beliebigen Geraden 
(Punkt) der Pol (Polare) in Bezug auf p(u, v) =O gefunden werden. 
Die Data der Aufgabe repriisentiren acht lineare Bedingungen, so dass 
die gesuchte Reciprocitit eindeutig bestimmt sein wird. Wir wollen 
jedoch diese Aufgabe nicht in dieser Allgemeinheit behandeln, sondern 
die beiden Formen f(z, y), g(x, y) als zweitheilige Formen und daher 
die durch sie dargestellten Reciprocitiiten als Projectivititen annehmen, 
so dass von der gesuchten Reciprocitit (u,v) = 0 zwei conjugirte 
Projectivititen gegeben sind. Die Methode der von uns darzulegen- 
den Auflésung dieses Problems wird durch diese Specialisirung im 
Wesentlichen durchaus nicht geiindert, und es geschieht diese Speciali- 
sirung nur aus dem alleinigen Grunde, um bei einer spiiteren Gelegen- 
heit, wo wir die specialisirte Aufgabe zu benutzen haben, direct auf 
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dieselbe verweisen zu kénnen. Wir werden erkennen, dass die zu 
gebende Auflésungsmethode direct auf die allgemeinere Aufgabe tiber- 
tragbar ist. Es handelt sich also nun um folgende Aufgabe: 
Von einer Reciprocitit: m(u,v)—O sind gegeben die Polaren 
b,, b,, b, der drei Punkte a,, a,, a, der X-Ebene und die beiden con- 
jugirten Projectivitiiten f wnd g, welche durch die beiden sweitheiligen 
Formen: 
f(@,y) = kp, (@) a. (y) + Peg 
— 9%, 9) = tyr, (x), (y) + 72 (2) 8 (y) 

dargestellt werden. Es soll zu einer beliebigen Geraden (Punkt) der 
Pol (Polare) in Bezug auf p(u,v)=—O0 aufgefunden werden. Wir 
setzen: 
Gerade: (@2@)—a,, Punkt: (b,b,)=8,, 

” (@ %)=a,, ” (b; b;) = Bp, 

” (@ a)—=a,, ” (b, 6.) = Bs, :. 


Durch die zweitheilige Form f werden die Strahlenbiischel, welche die 
Punkte P und Q zu Scheiteln haben, durch die zweitheilige Form g 
die Strahlenbiischel R und S projectivisch auf einander bezogen. Diese 
zu der gesuchten Reciprocitiit m conjugirten Projectivititen seien mit 
f und g bezeichnet, wir denken uns dieselben durch je drei Paare ent- 
sprechender Strahlen gegeben, so dass man zu jedem vierten Strahle 
den entsprechenden construiren kann. Wir wollen zwei Vierseite auf- 
suchen, welche ein polares System von f bilden, und von welchen drei 
Seitenpaare Nullpaare von g sind; dann wird auch das vierte Seiten- 
paar ein Nullpaar von @ sein, so dass wir die Kenntniss eines weiteren 
Nullpaares von » erlangen. Ist u eine beliebige Gerade der X-Ebene, 
so lisst sich das Dreiseit b,b,b, durch eine Gerade v in der Y-Ebene, 
und die Gerade uw durch ein Dreiseit c,c,c, in der X-Ebene zu einem 


Punkt: (Pp, p)—P, q = Q, 
(r; r,)= R, Ss; s,= S. 


aos es q : 
Paar polarer Vierseite ‘ ? * ~ von f in der gewiinschten Weise er- 
19293 U 
- teats . a Cy Cg Cg .. 
giinzen. Damit die beiden Vierseite: ein polares System 
v 
1°33 


von f bilden, ist nothwendig und hinreichend, dass f in der Form: 


f = 0,6 (%)B,(Y) + O22 (%)b2(y) + @5¢5(%)bs(y) + eu(x)o(x) 
dargestellt werden kann, wo c;(x) = 0 die Gleichung von ¢; etc. bedeutet. 
Dann sind dié drei Punktepaare: 


((c,u), babs = B,), ((c.u), b,b, = B2) ((¢y%), b,b, = B;) 
Nullpare von f, d. h. die Strahlenpaare: 


QB,, Plc); QB., P(c.u); QBs, P(c,u) 
sind entsprechende Strahlenpaare der Projectivitit f. Somit sind die 
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drei Punkte (c, “), (c,u), (¢,#) als die Schnittpunkte der den drei Geraden 
QB,, 28,, Q8, in f entsprechenden Strahlen mit u eindeutig bestimmt. 
Die drei unbekannten Geraden ¢,, c,, c, bilden resp. mit b,, b,, b, 
Nullpaare von  d.h. sie enthalten resp. die Pole @,, a, a, von resp. 
b,, b,, 6, in Bezug auf m. Somit sind die Geraden ¢,, ¢,, c, bestimmt 
als die Verbindungslinien: 

von (c,%) mit @,, 

ny (C.U) 9 My, 

» (C54) » a. 
Nennen wir 7,, 72, 7; die Ecken des so entstehenden Dreiseits ¢, c,c,, 
so dass: 

Calg = 1, CyCy = Yq, OC, = P35 


so bilden, da °! °°“ polare Vierseite von f sein sollen, die drei 


19293 U 
Punktepaare: 


(71, (b,»)), (25 (b,v)), (rs; (5) . 
Nullpaare von f d. h, die Strahlenpaare: 
Py,, Q(b,v); Pr, Q(b.0); Prs, Q(b;0) 
sind entsprechende Strahlenpaare der Projectivitat f, also sind die drei 
Punkte (b,v), (b,v), (b,v) resp. auf denjenigen drei Strahlen q,, q., @5 
durch @ gelegen, welche in der Projectivitét f den drei Strahlen 
Py,, Py,, Py, entsprechen. Diese drei Punkte (b,v), (b,v), (b,v) 


liegen aber ausserdem resp. auf den drei Geraden b,, b,, b,, so dass 
sie als die Schnittpunkte: 


(41> 51) = (0), ¥), (2, bo) = (ba, ¥), (G3, bs) = (65, ), 
welche offenbar derselben Geraden v angehéren, bekannt sind. Die so 
erlangte Gerade v bildet mit der beliebig angenommenen Geraden u 
ein Nullpaar der Reciprocitét g. Man kann daher zu einer beliebigen 
Geraden u eine Gerade v finden, welche zusammen mit w ein Nullpaar 
der Reciprocitat g bildet, und zwar durch folgende: 

Construction: In der gegebenen Projectivitit f construiren wir 
die drei Strahlen durch P, welche den drei Strahlen Q,, QB., QB; 
entsprechen; sind (c,w), (¢,u), (cw) die Schnittpunkte derselben mit 
der beliebigen Geraden u, so verbinden wir: (c,u) mit a, durch die 
Gerade c,, (c,w) mit «, durch ¢,, (c,w) mit «, durch c,, Nennen wir 
Vi» Yo» Ys die Ecken des Dreiseits c,c,c,, so schneiden die Strahlen 
durch @, welche den Strahlen Py,, Py, in der Projectivitiét f ent- 
sprechen, die Geraden 6,, b, resp. in den Punkten (b,v), (b,v), deren 


Verbindungslinie » die gesuchte Gerade ist. Es bilden nimlich die 


Vierseite “! “ ™ ein polares System von /, in welchem ¢,,b, ; C,,b,; 3, bg 


19293 V0 





“ 








Zur Theorie der reciproken Verwandtschaft. 345 


Nullpaare von @ sind, so dass auch u, v ein Nullpaar von @ ist. In der 


That bilden 4 i c. ein Paar polarer Vierseite von f, da die finf 


Eckenpaare: 

Cy Cy, DV; Cy€g, 0,0; C,6, b,b5; C., b5b,; cu, bb, 
Nullpaare von f sind, also auch das 6" Eckenpaar: (c,c,, b,v), und 
zwei Vierseite, fiir welche die so zugeordneten Eckenpaare Nullpaare 
von f sind, ein polares System von f bilden.*) Die drei Seitenpaare 
b,, 3 by, Co; bye, sind ferner Nullpaare von g, da ¢,, Cc), ¢, resp, die 
Pole @,, a, a, von b,, b,, b, enthalten; mithin (cf. p. 342) ist auch 
das vierte Seitenpaar «, v Nullpaar von g. Wir haben somit zu einer 
beliebigen Geraden u eine Gerade v gefunden, welche mit « zusam- 
men ein Nullpaar von @ bildet. Die Ausfiihrung der Construction 
beansprucht die Construction von fiinf projectiven Elementen, namlich 
derjenigen, welche den Strahlen Y6,, QB,, QB, und Py,, Py, in der 
Projectivitat f entsprechen. Also ergiebt sich: Sind von einer Reciprocitit 
g gegeben die Polaren b,, b,, bs dreier Punkte a,, a, «, wnd eine con- 
jugirte Projectivitét f, so kann man zu jeder beliebigen Geraden u eine 
Gerade v hinzufinden, welche mit u ein Nullpaar von  bildet.**) 

Ist nun noch eine weitere conjugirte Projectivitit g, dargestellt 
durch die zweitheilige bilineare Form: 


g(x, y) = 47, (w)8,(y) + hr. (x)s,(y), 

gegeben, so ergiebt sich in genau derselben Weise durch Construction 
von fiinf projectiven Elementen zur Geraden wu eine zweite Gerade w, 
welche mit « ein Nullpaar von » bildet. Der Schnittpunkt y von v, w 
ist der Pol der beliebigen Geraden u, so dass das angegebene Verfahren 
auf villig linearem Wege durch Construction von 10 projectiven Elemen- 
ten zu jeder Geraden u den Pol x hinzufinden lehrt in derjenigen reci- 
proken Verwandtschaft p(u,v) = 0, fiir welche b,, b,, b, die Polaren 
VON YES. Oy, %, &, sind und von welcher die Projectivititen f(x, y) = 0, 
(a, y) = 0 conjugirte Projectivititen sind. — 

Man erkennt gleichzeitig, dass, sofern f(x, y), g(x,y) nicht zwei- 
theilige, sondern vdllig allgemeine conjugirte Formen sind, eine Con- 
struction zum Ziele fihrt, welche — mutatis mutandis — vdllig der 
von uns gegebenen analog und auf genau denselben Principien auf- 
gebaut ist. — 


*) Cf. Cr, J. Bd. 90, p. 314, 

**) Alle Reciprocitiiten p(u,v) = 0, welche a,b,, agbp, a,b; zu Pol und 
Polaren haben und welche der Projectivitét f conjugirt sind, bilden eine einfache 
lineare Mannigfaltigkeit, eine zweigliedrige Gruppe, von Reciprocitiiten, deren 
gemeinsame Nullpaare die entsprechenden Geradenpaare einer quadratischen Ver- 
wandtschaft bilden. Die von uns gefundene Gerade v ist die der Geraden w in 
dieser quadratischen Verwandtschaft entsprechendegGerade. 
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Wir beabsichtigen eine neue Lésung des wichtigen Problems bei- 
zubringen: In einer durch 8 Nullpaare gegebenen Reciprocitit f(x,y) == 0 
zu einem gegebenen Punkte die Polare zu construiren. Durch 8 unab- 
hingige Nullpaare ist die bilineare Form f(x,y) eindeutig bestimmt; 
7 von diesen Punktepaaren bestimmen eine einfache lineare Mannig- 
faltigkeit bilinearer Formen — eine zweigliedrige Gruppe —, der 
auch f angehért, und deren gemeinsame Nullpaare entsprechende 
Punktepaare einer quadratischen Verwandtschaft bilden; simmtliche 
dieser Punktepaare sind offenbar auch Nullpaare von f. Eine quadratische 
Verwandtschaft ist somit durch 7 Punktepaare bestimmt, ‘so dass zu 
jedem achten Punkte der entsprechende eindeutig auffindbar ist. Diese 
Aufgabe: In einer durch 7 entsprechende Punktepaare gegebenen 
quadratischen Verwandtschaft zu einem beliebigen Punkte den ent- 
sprechenden zu finden, ist vdllig ‘fquivalent mit der oben aus- 
gesprochenen analogen Aufgabe ftr die reciproke Verwandtschaft, die 
Lisung der einen zieht die der andern nach sich. Kann man nimlich 
alle entsprechenden Paare einer durch 7 Paare gegebenen quadratischen 
Verwandtschaft construiren, so kann man auch in einer durch 8 Null- 
paare gegebenen Reciprocitiit zu einem beliebigen Punkte x die Polare 
finden. Denn construirt man in derjenigen quadratischen Verwandt- 
schaft, welche durch irgend 7 der 8 Paare definirt ist, den zu x ent- 
sprechenden Punkt y, und in derjenigen zweiten quadratischen Ver- 
wandtschaft , welche durch irgend 7 andere der 8 Punktepaare definirt 
ist, den zu x entsprechenden y,, so ist die Gerade y,y, die gesuchte 
Polare von x, so dass die Construction der quadratischen Verwandt- 
schaft aus 7 Punktepaaren die Construction der reciproken Verwandt- 
schaft aus 8 Nullpaaren nach sich zieht. Aber auch umgekehrt folgt 
die Construction der quadratischen Verwandischaft aus 7 Punktepaaren 
aus der der reciproken. Denn nimmt man ein achtes Punktepaar 
beliebig hinzu und construirt in der durch diese 8 Paare definirten 
Reciprocitét zu w die Polare u,, und in einer durch Adjunction eines 
anderen achten Punktepaares definirten Reciprocitaét zu 2 ebenfalls die 
Polare u,, so ist der Schnitipunkt y von uw, und uw, der gesuchte in 
der durch die 7 Punktepaare definirten quadratischen Verwandtschaft 
dem Punkte x entsprechende Punkt. In der That sind also beide 
Probleme fiquivalent, man hat nur nothwendig, eines von beiden zu 
lésen. Wir wollen demnach statt des Problems fiir die Reciprocitit 
das analoge Problem fiir die quadratische Verwandtschaft behandeln: 
In einer durch 7 Punktepaare: <x', y'; x, y*?; ...; 27, y’ definirten 
quadratischen Verwandtschaft zu einem beliebigen Punkte x* den ent- 
sprechenden Punkt y® zu finden. Wie oben bemerkt sind 8 entsprechende 
Punktepaare einer quadratischen Verwandtschaft gemeinsame Nullpaare 
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einer zweigliedrigen Gruppe bilinearer Formen, und mithin die 8 
speciellen Formen: 


u(a!)o(y'), w(a*)o(y?), ..., w(@*)o(y’), 
8 zu dieser Gruppe conjugirte Formen*); da aber die zu einer zwei- 
gliedrigen Gruppe conjugirten Formen eine 7-gliedrige Gruppe bilden, 


so sind diese 8 Formen linear abhingig und es besteht eine Identitiit 
von der Form**) 


8 
> kin (vo(y) = 0, 
oder: = i 
k,u(2t)v(y") + kyu (a*)o(y*) + ky w(a*)v(y®) = —_ > hou (ae) v (ye). 


eo=4 
Lisst sich eine bilineare Form g(u, v) als Summe von fiinf Producten 
linearer Formen darstellen, also: 


5 
9(U, v) = >i kyu (ae) (Be), 
e=1 


so wollen wir die von den Punkten u(a¢?)—=0, v(f6e)—=0 (9—1,2,...,8) 
gebildeten beiden Fiinfecke ‘i ont Btee ein Paar polarer Fiinfecke oder 
ein polares System der Form g(u, v) und der von ihr dargestellten 
Reciprocitit nennen, in Analogie mit der fiir Paare polarer Dreiecke 
und polarer Vierecke eingefiihrten Bezeichnung. ***) Dann gilt in Folge 
der letzten Gleichung der Satz: Sind x‘, y' (i =1,..., 8) acht ent- 
sprechende Punktepaare einer quadratischen Verwandtschaft, so bilden 
die Dreiecke %1%2%3 und die Fiinfecke *\*°*'2'<" ein polares System 
YWiYe Ys fecke gays ysyt ys ™ PO . 
einer und derselben Reciprocitit, so dass also der dem Punkte x° ent- 
sprechende Punkt y® das Fiinfeck x'x* a*a' 2° und das Viereck yty*y®y' 
su einem Paar polarer Fiinfecke derjenigen eindeutig bestimmten Reci- 
procitit erginet, von welcher die Dreiecke > wy! ein polares System 


bilden. Es wird uns gelingen in iiberraschend einfacher Weise aus 
diesen Beziehungen den Punkt y® zu construiren, doch wird es zuvor 
néthig sein, die Paare polarer Fiinfecke einer Reciprocitiit, deren 
Eigenschaften bisher noch nicht untersucht zu sein scheinen, niher 


zu betrachten, was zu Resultaten fithrt, welche an sich nicht ohne 
Interesse sind. 


*) Cf. Cr. Journ. Bd. 88, p. 246, 247. 
**) Cf. Cr. Journ. Bd, 88, p. 248. 
***) Cf. Cr. Journ. Bd. 90, p. 306, 314, 
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§ 3. 
Paare polarer Finfecke einer Reciprocitat. 


Definition: Sind 2 Finfecke Pray gegeben, so sollen 
2 Ecken a‘, B', mit gleichem Index ,,einander entsprechend“ heissen. 
Verbindet man 2 nicht entsprechende Ecken a‘, 6* mit den 3 noch 
iibrigen entsprechenden Eckenpaaren: a', B'; a, B™; a”, B", so dass 
i, k,l,m,m eine Permutation der 5 Elemente 1, 2,3, 4,5 darstellt, 
so wird durch die 3 Strahlenpaare: a‘a', BB; aia™, BEB"; aia, BEB 
ein projectivische Zuordnung: 

af (a', am, a®,...) 7 B*(BY, B™, B*, . - -) 

der beiden Strahlenbiischel durch a und f* festgesetzt. Jede derartige 
Projectivitit soll ,,eine dem Fiinfeckpaare verbundene Projectivitit 
genannt werden. Die Projectivititen : 


a (at, a, as, ad .) A B°(B', B, B', she ‘)) 
a*(a', a®, a®,.. JA PU. &. B, - - .) 
bilden Beispiele von dem Fiinfeckpaare verbundenen Projectivititen. 


Satz: Bilden die beiden Fiinfecke BB B48! ein polares System 
der bilinearen Form g(u,v), so ist jede dem Fiinfeckpaare verbundene 
Projectivitiéit zu p(u, v) conjugirt. Denn jede bilineare Form f(z, y), 
welche a‘, B (i = 1, 2, 3, 4, 5) zu Nullpaaren hat, ist zu p(w, v) con- 
jugirt, da m(u,v) auf die Form: 


5 
(tu, 0) => ki u(at) 06) 


i=1 

gebracht werden kann, und mithin f und @ conjugirt sind, wofern: 
ky f (a, BY) + ky f(a, B*) + kg f(a, B®) + ky f(a*, BY) + kf (a°, B®) = 0. 
Betrachten wir nun irgend eine dem Fiinfeckpaare verbundene Pro- 
jectivitét z. B.: 

ad (at, a, at, ...) A B°(B, 6, Bt, . - .) 
so wird diese durch die bilineare, zweitheilige Form: 
(«a2 a!) (B® BS) (a? a!) (B® By) — (a? a! a!) (B* B* BY) (a* a? 2)(B° By) 0 
dargestellt, welche offenbar af‘ (i—1, 2,3) zu Nullpaaren hat. Also 
ist diese zweitheilige Form zu (u,v) conjugirt, also auch die durch 


sie dargestellte dem Fiinfeckpaare verbundene Projectivitaét. Aber es 
gilt auch umgekehrt der Satz: Sind vier linear unabhiingige einem 
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Fiinfeckpaare B! B? BS Bt BS verbundene Projectivititen einer Reciprocitat 
(wu, v) =0 conjugirt, so bildet das Fiinfeckpaar ein polares System von 
(u,v). Denn die zu den 4 linear unabhiingigen, verbundenen Pro- 
jectivititen gehérigen zweitheiligen Formen sind conjugirt den 5speciellen 
Formen u(a*)v(B*) (i==1,2,...,5) und der Form », mithin befinden 
sich diese 6 Formen, da den 4 linear unabhiingigen zweitheiligen 


Formen eine fiinfgliedrige Gruppe conjugirter Formen gegeniibersteht, 
in linearer Abhiangigkeit, d. h. 


5 
p(u, v) => kiu (ai) v(B), 
i=1 
also bilden die 2 Fiinfecke ein polares System von p(w, v). Dass in 
der That stets 4 linear unabhdngige verbundene Projectivitiiten bei 
2 Fiinfecken, wo keine 3 Ecken in gerader Linie liegen, stets existiren, 
lisst sich an den 4 verbundenen Projectivititen : 


a®(at, a, at,...) A B?(B', B, BY ...), 
a°(a', a, at...) XK B(B', B, BY, . --), 
at(a', a, a°,...) A B(B', B*, B’,...), 
at(a', a, a, ...) K B?(B, B, B,...), 


deren zugehérige zweitheilige Formen, wie man leicht erkennt, sicher 
linear unabhingig sind, constatiren. Es sind daher von einem Fiinf- 
eckpaare, das ein polares System einer gegebenen Reciprocitiit bilden 
soll, genau 4 Bedingungen zu erfiillen, so dass eine 16-fache Mannig- 
faltigkeit polarer Fiinfecke einer gegebenen Reciprocitit existiren. 

Ein Fiinfeck a'...« und ein Dreieck B' B? B liisst sich durch ein — 
allein mit Hiilfe des Lineals construirbares — Punktepaar B* B* zu einem 
Paar polarer Fiinfecke der gegebenen Reciprocitit p(u, v) = 0 ergénzen. 
Da wir sahen, dass eine genau 16-fache Mannigfaltigkeit polarer Fiinf- 
eckpaare von (u,v) = 0 existirt, kénnen wir ein Fiinfeck a'... «° 
und ein Dreieck §'8?6* des andern willkiirlich annehmen, wodurch 
iiber genau 16 Bedingungen verfiigt ist, so dass die Abzahlung lehrt, 
dass die obige Aufgabe eine bestimmte ist. Nach dem oben bewiesenen 
Satze muss die Projectivitiat: 

a®(a', a, at, ...) A B'(B', 8, BY, . . -) 

zu p(w, v) =O conjugirt sein, d. h. sie muss conjugirt sein zu der- 
jenigen projectiven Zuordnung der Strahlenbiischel durch a°, 6*, welche 
durch diejenigen Geradenpaare durch a’, 6?, welche Nullpaare von 
(u,v) sind, hergestellt wird (cf. § 1); diese letztere Projectivitiat 
sei mit ;, bezeichnet. Dann ist die aus den beiden Projectivititen 
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P52 und a®(a', a, at, ...) A B?(B', B°, Bt, ...) resultirende Projectivitat 
eine Involution (cf. § 1). Von der verbundenen Projectivitit: 
a (at, aS, at, .. .) A B? (B', B®, BY, . . -) 

kennt man 2 Paare entsprechender Strahlen a> a', 676! und a'a', 62p% 
und die conjugirte Projectivitaét o,,. Durch 2 Paare entsprechender 
Strahlen und eine conjugirte Projectivitét ist aber eine Projectivitit 
eindeutig bestimmt. In der That, seien die den Geraden aba', aba 
in ;, entsprechenden Strahlen mit b', 6 bezeichnet, so sind: b', 6? 6! 
b’, 676° entsprechende Strahlenpaare der resultirenden Projectivitit, 
und da diese in unserem Falle eine Involution ist, so ist dieselbe durch 
diese beiden bekannten Strahlenpaare bestimmt. Nun kann man zu 
jedem Strahle durch @’ den entsprechenden durch #? in Bezug auf die 
bisher noch nicht véllig bestimmte Projectivitat 


a? (el, a, at, ...)  B(B', B, Bt, . - .) 
finden, Um z. B. zu «at den entsprechenden Strahl 6’6* zu finden, 
construire man den ihm in g,, entsprechenden Strahl 6‘, danu ist der 
gesuchte Strahl der zu b‘ entsprechende Strahl in der durch die zwei 
Strahlenpaare b', 6? 6' und b', 6? 8% véllig bestimmten resultirenden Invo- 
lution v. Damit ist 6°68‘ bekannt. In genau derselben Weise kann 
man die dem Fiinfeckpaare verbundene Projectivitit :! 

a (ac!, a, at, +. .) A B(6', B, BY. - .) 
benutzen, von welcher man ebenfalls 2 Strahlenpaare a'«', 6°8' und 
a a?, 6° 6?, und, da sie zu (u,v) conjugirt ist, eine conjugirte Pro- 
jectivitiét kennt, so dass in genau derselben Weise, wie soeben, f° #! 
gefunden wird, und somit 6‘, allein mit Hilfe des Lineals, als Schnitt- 
punkt von 6?8* und 6°64 bekannt wird. Ebenso ergiebt sich 6° durch 
analoge Benutzung der verbundenen Projectivitiiten : 


at (al, a®, a, .. .) X B(B', B, B,. . -) 


ach (acl, a, a, «. .) A B’(B', B®, B°,...). 
Das so entstehende Fiinfeck B'... 6° bildet mit dem Fiinfeck a‘... «> 
zusammen ein polares System von (u,v) = 0, weil die 4 benutzten 
verbundenen Projectivitiiten offenbar linear unabhingig und zu (u, v) 
conjugirt sind (cf. p. 348, 349), Besonders merkwiirdig ist es, dass sich 
das Punktepaar 6‘, 6° allein mit Hilfe des Lineals construiren lisst. — 


Ohne Beweis geben wir noch den Satz; Zwei Vierecke 3 Pry lassen 
sich durch genau 2 Punktepaare a°, B® wnd &, B> su je einem Paar polarer 
Fiinfseite einer gegebenen Reciprocitit ergdnzen. Die beiden Punktepaare 


a’, B° und @, B> lassen sich unschwer nach den vorangeschickten 


Methoden construiren, worauf wir jedoch hier nicht naher eingehen 
wollen. — 


und 
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g 4. 


Construction der quadratischen Verwandtschaft aus 7 entsprechenden 
Punktepaaren. 


Sind 7 entsprechende Punktepaare einer quadratischen Verwandt- 
schaft w', y',..., 2’, y’ gegeben, und soll zu einem gegebenen 8'™ 
Punkt «* der entsprechende y* gefunden werden, so zeigten wir (p. 347), 
dass der gesuchte 8'* Punkt y® das Viereck yty®y*y’ zu einem Fiinfeck 
erganzt, das mit dem Fiinfeck a‘xz5a°x’z° ein polares System bildet 

a! 4 a3 


y! ry? ein 


Paar polarer Dreiecke bilden. Da * y! 7 28 , pelave Dreiecke von o(u,v)=0 
bilden, so sind die Ecken z', a, 2° resp. die Polaren der Seiten: 
y’y®, y®y', y'y®*), so dass uns von der Reciprocitiit p(w, v) = 0 die 
Polaren der drei Punkte z', «, «> bekannt sind. Da ferner die beiden 
4 5 6 gi 8 

Fiinfecke y! ° hn y’ 8 ein polares System von p(w, v) = 0 bilden sollen, 
so wissen wir, dass die beiden dem Fiinfeckpaare verbundenen Pro- 
jectivitaten: 


einer reciproken Verwandtschaft vas - =(, von welcher ~ 


x8 (a, x, 2", ee -) A y*(y’, y’, y’, ee ‘), 
a (x', x, z', ag a A y> (y4, y’, y’, se .) 


in Bezug auf die Reciprocitaét (u,v) = 0 conjugirt sind. Wir haben 
aber in § 2 gezeigt, dass man in Bezug auf eine Reciprocitat p (u, v) =0, 
von welcher man die Polaren dreier gegebener Punkte und zwei con- 
jugirte Projectivititen kennt, allein mit Hilfe des Lineals (durch 
Construction von 10 projectiven Elementen) zu jedem Element das 
entsprechende hinzufinden kann. Es ist uns somit die Reciprocitiit 
y (u,v) =O vollkommen bekannt. Wir haben nun p. 349, 350 ms wie 
4 75 78 a7 oS 
yyy? y'y 
ein polares System einer gegebenen Reciprocitiit g(u, v) = 0 bilden. 
Es ist nimlich die dem Fiinfeckpaare verbundene Projectivitit: 


a (at, a®, a,.. ) A y°(y*, y°, y®, +++) 
bekannt durch 2 entsprechende Strahlenpaare 2’ x‘, y>y* und 272°, y>y® 
und durch die ihr conjugirte Reciprocitit », welche in der Projectivitiit 
9;;, die durch die den Strahlenbiischeln 2’, y> angehérigen Nullpaare 
von @ gebildet wird, eine zu der obigen Projectivitat conjugirte Pro- 
jectivitait liefert. Entsprechen 6‘, b°, b’ resp. in g,, den Strahlen 


man — vollig linear — den Punkt y® so hinzufindet, dass ” 





*) Cf. Crelles Journal Bd, 90, p. 305, 
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zat, 2x, x8, so ist y>y® der dem Strahl }* entsprechende Strahl 
in der durch die beiden Strahlenpaare yy‘, 6 und y5y®, b° definirten 
Involution. Ebenso findet man y‘y*® aus der genau ebenso uns be- 
kannten dem Fiinfeckpaare verbundenen Projectivitat: 
at (x5, a8, a... DA yt(y’, y® y®, «+ +) 
Zusammenfassend haben wir also folgende: said 
Pa 


Construction. In der durch das Paar polarer Dreiecke y! y2y? 


und die beiden conjugirten Projectivititen: 
Pie, 2, 2,.. JAF. #, ¥: -- >) 


a(x, w,a7,.. APY ¥ y+ ++) 

eindeutig bestimmten Reciprocitaét g (cf. § 2) erginzen wir yty®y®y’ 
(ef. § 3) durch einen eindeutig bestimmten Punkt y’ zu einem Fiinfeck, 
welches mit 2*z'z°z7z° ein polares System von @ bildet. Der Punkt 
y® ist der gewiinschte dem Punkte 2° in der durch die 7 Punktepaare 
z',y',..., 2’, y’ definirten quadratischen Verwandtschaft entsprechende 
Punkt. Die Construction ist eine durchaus lineare und ihre Ausfiihrung 
verhiltnissmissig einfach, es sind im Ganzen 16 projective Elemente 
(darunter 2 involutorische) zu construiren.*) 


und 


§ 5. 
Construction der beiden durch 7 gegebene polare Punktepaare und ein 
polares Geradenpaar bestimmten Reciprocitaten. 


Wir konnten (§ 1) eine Reciprocitiéit sowohl durch eine bilineare 
Gleichung f(x, y)=0 zwischen Punktcoordinaten, als auch durch eine 
solche: @(u, v) = 0 zwischen Liniencoordinaten darstellen. Wir ver- 
standen unter Nullpaaren der Reciprocitit sowohl die Punktepaare a, y, 
welche Nullpaare von f(x, y), als auch die Geradenpaare wu, v, welche 
Nullpaare von g(u,v) waren. Um diese beiden Arten von Nullpaaren 
fortan zu unterscheiden, nennen wir ,,polare Punktepaare“ der Reci- 
procitaét jedes Nullpaar 2, y von f(x, y), ,,polare Geradenpaare“ jedes 
Nullpaar u, v von (u,v), sodass ein polares Punkte-(Geraden-)Paar 
ein solches ist, bei welchem jeder Punkt (Gerade) die Polare (Pol) 
des andern enthalt. Wo kein Missverstiindniss méglich ist, sollen 
beide Gebilde wieder als Nullpaare der Reciprocitiét bezeichnet werden. 

Sind 7 Punktepaare a, B¢ (9@=1,..., 7) und ein Geradenpaar 
a, b gegeben, so existiren 2 reciproke Verwandtschaften, von welchen 


*) Von sonstigen Lisungen desselben Problems vgl. Schriter: Problematis 


geometrici etc. Crelle’s Journ. Bd, 62; Reye: Geometrische Verwandtschaften 
II, Grades, Zeitschr. f. Math, Bd. 11. 
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ae B° polare Punktepaare und a, b ein polares Geradenpaar bilden, 
Denn stellen wir eine solche Reciprocitaét dar durch: 


f(#, y) = San LiYey 


so haben wir fiir die Gréssen a, die Gleichungen: 
f(ae, Be) = dar af Bie =Q0 (g=<1,...,7), 
9(a,) = danas be = 0, 


wo «, die Adjuncte von aj, in |a;,| (i, k= 1, 2, 3) bedeutet, so dass 
wir fiir die 9 Gréssen a;, 7 lineare und eine quadratische Gleichung 
haben, wodurch 2 Systeme von Gréssen a,, bestimmt werden. 


Es sollen die beiden durch 7 gegebene polare Punktepaare at pe 
(9 =1,...,7) und ein polares Geradenpaar a, b bestimmten Reci- 
procitdten f\(x,y)=0, f,(a, y) =O construirt werden. Durch die 
7 Punktepaare a¢, 6¢ ist eine quadratische Verwandtschaft bestimmt, 
welche diese 7 Paare zu entsprechenden Paaren hat. Die Punkte, 
welche der Geraden a entsprechen, erfiillen den der Geraden « corre- 
spondirenden Kegelschnitt, Schneidet derselbe die Gerade b in B,, B,, 
so existiren in a 2 Punkte A,, A, derart, dass A, B,, A, B, ent- 
sprechende Paare der quadratischen Verwandtschaft bilden. Bedeutet 
nun A einen von A,, A, verschiedenen Punkt von a, und bezeichnen 
wir mit f, die durch die 8 uns bekannten Nullpaare a¢, Be; A, B, 
und mit f, die durch die 8 uns bekannten Nullpaare a¢, Be; A, B, 
definirte Reciprocitit, so sind f, und f, die gesuchten Reciprocitiiten. 
Denn es besitzt z. B. f, die 7 Punktepaare w?, 6@ zu Nullpaaren und 
mithin auch das Punktepaar A,B, da jede Reciprocitét, welche 7 ent- 
sprechende Punktepaare einer quadratischen Verwandtschaft zu Null- 
paaren hat, auch alle anderen entsprechenden Paare als Nullpaare 
besitzt. Ferner bildet AB, ein Nullpaar von f,, so dass B, der Pol 
von AA, d.i.a ist; nun liegt B, auf b, so das a und b ein polares 
Geradenpaar von /, bilden, also f, die eine, und ebenso f, die zweite 
der gewiinschten Reciprocititen ist. Man hat also folgende: 

Construction: In derjenigen véllig bestimmten quadratischen 
Verwandtschaft, welche a, a¢ (g@—=1,...,7) zu entsprechenden Punkten 
besitzt, sei K der der Geraden a correspondirende Kegelschnitt. Be- 
zeichnen wir mit B,, B, die Schnittpunkte von K mit b, und ist A ein 
beliebiger Punkt von a, so sind die beiden (cf. § 4) vollstindig be- 
stimmten Reciprocitiiten f, und f,, welche die 8 Punktepaare a, Be; 
A, B, resp. a¢, 6°; A, B® zu Nullpaaren haben, die gewiinschten, — 
Die Aufgabe: Wenn 7 Geradenpaare a‘, b' und ein Punktepaar «, B 
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gegeben ist, eine Reciprocitéit zu finden, von welcher diese 8 Paare 
Nullpaare sind, steht der vorigen dual gegeniiber, und wird daher 
durch duale Uebertragung erledigt. — 


§ 6. 
Die gemeinsamen Nullpaare dreier Reciprocitaten. 
Sind durch 3 bilineare — linear unabhiingige — Formen /(z, y), 


f(x,y), (’ (x, y) 3 Reciprocitiiten definirt, so besitzen diese und die 
durch dieselben bestimmte dreigliedrige Gruppe (Netz) eine einfache 
Mannigfaltigkeit gemeinsamer Nullpaare (polarer Punktepaare). Die 
Punkte der X-Ebene, welche einem gemeinsamen Nullpaare zugehdren, 
erfiillen eine Curve 3'* Ordnung C*: D=0O, und ebenso die ent- 
sprechenden Punkte der Y-Ebene eine zweite C?: A= 0. Jeder Punkt 
z von D =O wird durch einen eindeutig bestimmten Punkt y von 
4 =0 zu einem gemeinsamen Nullpaar von f(x, y), f(x, y), f(a y) 
erginzt, und umgekehrt, so dass die beiden Curven D=0O, A= 0 
eindeutig auf einander bezogen sind.*) Sind 6 Punktepaare a‘, # 
(¢==1,...,6) gegeben, so wird dadurch eine dreigliedrige Gruppe 
bestimmt, von welcher sie gemeinsame Nullpaare sind, so dass durch 
6 gemeinsame Nullpaare einer dreigliedrigen Gruppe alle weiteren 
bestimmt sind. Sind demnach 6 gemeinsame Nullpaare a’, 8‘ (i==1,...,6) 
von f, f, f” bekannt, so sind alle weiteren durch sie bestimmt, so dass 
sich aus diesen 6 Nullpaaren die beiden C?: D=—0O, A = () erzeugen 
lassen miissen. Legen wir durch a@® eine beliebige Gerade u, so wird 
dieselbe die C’: D = 0 in noch 2 weiteren Punkten a’, @ schneiden, 
nennen wir 8’, 8’ die ihnen entsprechenden Punkte auf AO, so 
sollen diese beiden weiteren Nullpaare a’, 6’ und @’, 8’ contruirt wer- 
den, und da damit die Schnitte jeder beliebigen Geraden u durch a® 
mit D = 0 bestimmt sind, so wird damit eine Erzeugung der C’: D=0 
erlangt sein. 
Betrachten wir die 7 speciellen Formen: 
u(a‘)v(p) (¢==1,..., 7), 

so sind dieselben conjugirt zu f(x,y), f(x,y), f’ (a, y), da a’, Bi (i—1,...,7) 
Nullpaare von f, f’, f” sind; die 7 speciellen Formen gehéren daher 
der zu f,/f’, f” gehdrigen conjugirten 6-gliedrigen Gruppe an, sind also 


linear abhiingig, so dass eine Identitat folgender Form zwischen ihnen 
besteht: 


7 
> kw (a) v(B) = 0. 


*) Cf. Cr. Journ, Bd. 88, p. 248. 
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Also ist: 


, Fett(a#)0(B*) = — Dhow (er) 0(6") = wu, ) 
e=1 o=3 
d. h.: 


Sind a, B' (i=1,...,7) 7 gemeinsame Nullpaare dreier bilinearen 
cc! ec? 3 oe! 


Formen, so bilden die beiden Vierecke B' B? BB und die beiden Dreiecke 
5 6 g7 

3° 8? polare Systeme einer und derselben Reciprocitét. Sind nun 

a', B's; ...; «®, B® und die Gerade w= aa’ gegeben, so sind a’ und 

8’ so zu bestimmen, dass sie die beiden Punktepaare a, 6° und «®, B® 


zu einem Paar polarer Dreiecke einer Reciprocitat erginzen, von welcher 
i faSat 
i BBB! ein Paar polarer Vierecke bilden. Von dieser Reciprocitit 


bilden die Geradenpaare: 
ca, BB; aa’, B84; ala, BA; aad, BB; ata, BB; aka, BB 
— als zugeordnete Seitenpaare polarer Vierecke — 6 polare Geraden- 
paare von @(u, v) = 0, die aber, da sie ein abhiingiges System bilden*), 
uur 5 unabhiingigen Geradenpaaren fiquivalent sind. Ferner ist «= aa’ 
die Polare von 6°, so dass u mit 2 beliebigen Geraden v, v’ durch f° 
zwei weitere polare Geradenpaare uv, wv’ liefert. Schliesslich bilden 
«*, B® noch ein polares Punktepaar von (u,v) = 0. Danach sind 
uns von der in Rede stehenden Reciprocitit g(u, v) =O bekannt 7 
polare Geradenpaare und ein polares Punktepaar. Wir haben im vorigen 
Paragraphen gesehen, dass es genau 2 Reciprocitiiten von der ge- 
wiinschten Art giebt, und haben gelernt, dieselben zu construiren. 
Bedeuten «a? und «a? die beiden Polaren von f° in Bezug auf diese 
beiden Reciprocititen, so erhalten wir in deren Schnittpunkten «7, @’ 
mit «w die beiden gewiinschten Schnittpunkte von u mit D =O und 
in den Polen 6’, 8’ von aa® in Bezug auf diese beiden Reciprocititen 
die zu a’, & entsprechenden Punkte von A = 0. 

Damit sind die Schnittpunkte der C’: D = 0 auf jeder beliebigen 
Geraden « durch a bestimmt, und damit eine Erzeugung dieser 


Curve und in analoger Weise der ihr entsprechenden C*?:A = 0 ge- 
geben. — 


*) Cf. Cr. Journ. Bd. 90, p. 313. 
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§ 7. 
Anwendung auf die Construction der Flichen 2” Ordnung und der 
Raumeurven 4* Ordnung aus einer hinreichenden Anzahl ihrer Punkte. 


Die im Vorigen geleisteten Constructionen der gemeinsamen Null- 
paare von 2 und 3 Reciprocitiiten aus resp. 7 und 8 gegebenen dieser 
Nullpaare (cf. §§ 4, 6) enthalten als specielle Fille unter sich Lésungen 
des wichtigen Problems der Erzeugung einer Flache 2'** Ordnung (F7*) 
und einer Raumcurve 4 Ordnung 1‘ Species (C*) aus 9 resp. 8 ihrer 
Punkte. Sind zunichst 9 Punkte im Raume (nicht auf derselben Raum- 
curve 4 Ordnung) X',..., X® gegeben, so wird die durch diese 
bestimmte F/* sich durch 2 reciproke Strahlenbiindel, deren Scheitel 
in X*, X® sich befinden, in der bekannten Weise erzeugen lassen*). 
Die dem Strahl X* X¢ (e—1,...,7) entsprechende Ebene wird den 
Strahl X° Xe enthalten. Schneiden wir die reciproken Biindel durch 
eine beliebige Ebene E, so schneidet E jeden Strahl und die ent- 
sprechende Ebene in resp. einem Punkt und einer Geraden, welche 
entsprechende Elemente einer auf LE befindlichen Reciprocitit R 
bilden. Bedeutet nun X einen beliebigen Punkt der F’/? und bezeichnen 
wir die Schnittpunkte von X*X, X®X mit E resp. durch x, y, so 
sind die Punktepaare x, y Nullpaare dieser Reciprocitit R. Dieselben 
Punktepaare sind aber auch Nullpaare einer zweiten Reciprocitiit; denn 
da X* X und X°® X derselben Ebene angehéren, so liegen x, y mit 
dem Schnittpunkte von X*X® mit E in derselben Geraden, es sind 
somit x, y Nullpaare der durch die bilineare Gleichung (xy) — 0**) 
dargestellten Reciprocitét, durch welche jedem Punkte x von E die 
Gerade x zugeordnet wird. Mithin sind die Punktepaare x, y, in 
welche die Punkte X der F7? aus X*° und X® auf EZ projicirt werden, 
gemeinsame Nullpaare der beiden Reciprocititen R und (Ezy) —0, 
also entsprechende Punktepaare einer quadratischen Verwandtschaft. 
Durch 7 derselben sind uns alle weiteren bekannt. Nun kennen wir 
aber ausser X*, X° noch 7 weitere Punkte von F’? nimlich X'... X’, 
ihre Projectionen aus X*, X* auf E liefern 7 entsprechende Punkte- 
paare x, y@ (9—=1,...,7) dieser quadratischen Verwandtschaft, Nach 
der in § 4 gelehrten Methode kénnen wir in dieser Verwandtschaft zu 





*) Cf. Schréter: Oberflichen 2, Ordnung p. 452. 
**) Dabei bedeutet, wie iiblich: (ay) die Determinante 
Ei & & 
% Uy &s!, 
"% Ye Ys! 
wo €,, «;, y; (¢=1, 2, 3) die ebenen Coordinaten von resp. £, x, y bedeuten. 
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jedem beliebigen Punkte x den entsprechenden y linear finden, mithin 
auf jedem beliebigen Strahl X*a durch X® durch seinen Schnittpunkt X 
mit X®y den zweiten Schnittpunkt mit F'/?, wodurch successive eine 
Erzeugung aller Punkte von F/? gegeben ist. Die in § 4 gegebene 
Construction des zu # entsprechenden Punktes y gestaltet sich vermdge 
der speciellen Beschaffenheit der Reciprocitiit (ay) — 0 etwas einfacher, 
indem uns in dem Strahl &~ bereits eine Gerade fiir y gegeben ist, 
so dass nur noch eine weitere Gerade (nicht 2, wie im allgemeinen 
Fall) fiir y zu construiren ist. Wiahrend im allgemeinen Falle 16 
projective Elemente zu construiren waren, sind hier nur 14 projective 
Elemente (darunter ein involutorisches) zu construiren néthig. — 
Raumecurven vierter Ordnung erster Species, C4: Die Durch- 
dringungscurve zweier F'7? und damit aller Fl? des durch diese con- 
stituirten Flachenbiischels ist eine Raumcurve 4'* Ordnung 1‘ Species 
C* und ist, wie das Flachenbiischel durch 8 (nicht associirte) Punkte 
bestimmt. Sind also 8 Punkte X‘ (i= 1,..., 8) derselben gegeben, so 
miissen sich alle weiteren dadurch bestimmen und die Curve aus ihnen 
erzeugen lassen. Projiciren wir die Curve aus den beiden Punkten 
X*, X7 auf irgend eine Ebene E, so sind diese beiden Projectionen 
2 ebene Curven dritter Ordnung: C* und [%; nennen wir 2 die Pro- 
jection des Curvenpunktes X aus X’, und y die aus X%, so entspricht 
jedem Punkte z von C*® ein Punkt y von [* und umgekehrt, so dass 
diese beiden Curven eindeutig auf einander bezogen sind. Je 2 ent- 
sprechende Punkte xz, y dieser beiden Curven, die also die Projectionen 
desselben Curvenpunktes von C* auf E sind, sind gemeinsame Null- 
paare von 3 Reciprocititen. Ist nimlich F’, eine der durch C‘ gehen- 
den Fl’, so wird diese F'/? durch eine reciproke Beziehung der beiden 
Biindel X’, X*® erzeugt, die entsprechenden Elemente dieser reciproken 
Biindel werden von der Ebene £ ebenfalls in entsprechenden Elementen 
einer Reciprocitiit, welche mit R, bezeichnet sei, geschnitten, und es 
sind alle Punktepaare x, y, welche Projectionen desselben Punktes X 
von C* sind, Nullpaare von F,. Ist F, eine zweite FP des Biischels 
und hat R, fiir diese die nimliche Bedeutung, wie R, fiir F’,, so sind 
alle Punktepaare x, y auch Nullpaare der Reciprocitit R,. Schliesslich 
liegen, da X7X, X*X derselben Ebene angehdren, ihre Schnitte x, y 
mit E in derselben Geraden mit §, dem Schnittpunkt von X7X® mit 
E, so dass: (zy) =O ist, und daher die Punktepaare x, y Nullpaare 
der durch diese bilineare Gleichung dargestellten dritten Reciprocitat 
sind. Die gemeinsamen Nullpaare von 3 Reciprocitiiten bilden aber 
(cf. § 6) eine 6-gliedrige Gruppe, aus 6 Paaren haben wir alle weiteren 
construiren gelernt. Nun bilden aber, wenn wir die Schnitte von E 
mit X7X¢e, X*Xe resp. mit 2, y° (9 —1,..., 6) bezeichnen, die 
6 Punktepaare 2*, ye (9 =—1,..., 6) 6 uns bekannte gemeinsame 
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Nullpaare und wir haben gezeigt (§ 6), wie man alle weiteren con- 
struirt, indem wir die auf einer beliebigen Geraden uw durch 2° liegen- 
den beiden iibrigen Punkte von C*: 2’, Z’ und die ihnen resp. ent- 
sprechenden y’, y’ construirten. Somit ergiebt sich, dass wir die 
Projectionen der Punkte von C* aus X’?, X* auf E und damit diese 
Punkte selbst construiren kénnen. Jede beliebige Ebene e durch X? X® 
schneidet E in einer Geraden u, auf der wir die beiden Schnittpunkte 
x’, =’ mit C* finden kénnen, sind y’, 9’ die beiden entsprechenden 
Punkte, so geben die Schnittpunkte: 
(X8y', X72") und (X*y’, X72") 

die beiden weiteren Schnittpunkte von e mit C‘, so dass wir auf diese 
Weise fiir jede Ebene e des Ebenenbiischels durch X7 X® die beiden 
weiteren Schnittpunkte mit C* erhalten. Auch hier wird die Con- 
struction durch den Umstand, dass die Verbindungslinie zweier ent- 
sprechender Punkte 2, y durch den festen Punkt § geht, einigermassen 
vereinfacht. — 

Ueber die gemeinsamen Nullpaare von 4 Reciprocititen und deren 
Benutzung zur Construction des achten Schnittpunkts dreier Fl? vgl. 
die angefiihrten Arbeiten von Herrn Rosanes Cr. J. Bd. 88, 90, sowie 
eine Arbeit von Herrn Sturm Cr. J. Bd. 99. — 


§ 8. 
Directe Erzeugung der Fliche zweiter Ordnung aus 9 ihrer Punkte. 
Erste Construction. 


Das im vorigen Paragraphen behandelte Problem der Erzeugung 
der Fl? und C* aus einer hinreichenden Anzahl ihrer Punkte ist aber 
auch einer directen Behandlung mittels der oben auseinandergesetzten 
Methode fahig, welche zu ganz besonders einfachen Constructionen 
fihrt. Denn sind « (i =1,...,10) 10 Punkte einer Fi’, und 

U(a!) = U, @,' + Uy ays + Uy af + Ua, = 0 
ihre Gleichungen, so besteht bekanntlich zwischen den 10 quadratischen 
Formen «(a*)* (i= 1,...,10) eine lineare Identitit von der Form: 


10 
> kiu(at)? = 0, 
i=1 


diese schreiben wir: 


4 10 
> ke u (at)? = — Shyu (ar = p(w, u), deh, 
e=1 o=5 

Sind a@ (9 =1,...,10) 10 Punkte einer F'l*, so existirt eine Fliche 
2" Classe p (u,u)=0, von welcher «'a?a%at Polartetraeder und ache’ aSa°a'? 
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Polarsechseck ist.*) Sind also 9 Punkte a',..., a? einer F? gegeben, 
so erganzt jeder zehnte a'° die 5 Punkte «*, a®, a7, a, « zu einem Polar- 
sechseck einer zweiten F/?: m(u,u) =, von welcher a’, a, a5, af 
ein Polartetraeder ist. Wir kénnen eine Gerade u durch a beliebig 
annehmen und nach dem eindeutig bestimmten zweiten Schnittpunkt 
«'® von w mit der Flache fragen. Wir wollen a auf uw in der oben 
angedeuteten Weise so bestimmen, dass a«!... a‘ Polartetraeder, 
«>, , . «!® Polarsechseck ein und derselben Flache 2' Classe p(uu) =O 
wird. Da a'a?a%a* Polartetraeder von p(uu) =O ist, so kennen wir 
in den 6 Ebenenpaaren derselben: 


alerad, a'arat; aaa’, a arat; aara’, aarat; a'arat, aarat; 
araret, carats aarat, oad at 


6 conjugirte Ebenenpaare des Polarsystems von g(uu) = 0. Da ferner 
die gegentiberliegenden Ebenenpaare eines Polarsechsecks conjugirte 
Ebenenpaare von m(uw) =O sind**), so erhalten wir, wenn wir die 
Kante «a'®, wie oben, mit « bezeichnen, in: 


ua’, watad; wae, cata; wa’, a abads was, aabat 


4 weitere conjugirte Ebenenpaare des Polarsystems von o(uu) = 0, 
die aber, wie man leicht erkennt, nur 3 unabhingigen conjugirten 
Ebenenpaaren iiquivalent sind, da jede Fliche 2' Grades, in Bezug 
auf welche 3 derselben conjugirt sind, auch das vierte Paar als con- 
jugirtes Ebenenpaar besitzt. Somit kennen wir von dem Polarsysteme 
von g(uu) = 0 9 conjugirte Ebenenpaare, dadurch ist aber ein Polar- 
system eindeutig bestimmt; wir werden unten zeigen, dass bei der hier 
stattfindenden speciellen Lage der conjugirten 9 Ebenenpaare man im 
Stande ist, in einfacher Weise zu jedem Punkte (Ebene) die zugehdérige 
Polarebene (Pol) fiir dieses Polarsystem linear zu construiren. Con- 
struiren wir nun in Bezug auf das so bestimmte Polarsystem den Pol 
der Ebene a*a*a®, so muss derselbe auf der zu a>a*a® conjugirten 
Ebene a’ aa!” liegen, so dass seine Verbindungsebene mit der Geraden 
aa’ die Ebene «’aSa'® ist; dieselbe ist daher bestimmt und schneidet 
uw in dem gesuchten zweiten Schnittpunkt «' mit F?. — 

Hilfsaufgabe: Von einer Fliche zweiter Classe p(uu) = 0 ist 
ein Polartetraeder aa? a at und 3 Paare conjugirter Ebenen u'v'; 
uv; wiv gegeben, es soll zu einem beliebigen Element das polare 
Element construirt werden. 

Wir betrachten das Netz von Flichen zweiter Classe, welche 

*) Cf. P. Serret: Géométrie de direction p. 444, dort wird ein Polarsechs- 


eck: ,,Hexaédre conjugué“ genannt; Reye: Ueber Polfiinfecke und Polsechsecke 
riiumlicher Polarsysteme, Cr. Journ. Bd. 77. 
**) Cf. Reye, Serret a. a, O. 
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a', a, a, at zum Polartetraeder und u', v' als conjugirtes Ebenenpaar 
besitzen. Die Gleichung jeder Fliche desselben hat die Gestalt: 
ky u(at)? + kyu (a2)? + Kyu(a®)? + kyu(at)? = 0 


und damit w', v' conjugirt seien, muss: 
ku! (at) vo! (a!) + Kyu! (a?) vt (a?) + key! (ac®) v' (ae?) + hy! (ac*) 0! (at) = 0, 
also ergiebt sich durch Subtraction: 


PL: {u! (act) v (a) w(at)? — ul(at) vi (at) w(at)?} = 0. 


Dies ist die Gleichung irgend einer Flache des Netzes, die Gréssen 
k,, ky, k, bedeuten willkiirliche Parameter. Das Netz enthilt demnach 
die 3 speciellen Flaichen 2' Classe: 
u! (a) v' (at) wu (at)? — u'(a‘)vl(af)u(at)? =O (¢—1, 2,3). 

Diese 3 speciellen Flichen 2'* Classe sind Punktepaare; das dem Werthe 
4 = 1 entsprechende ist auf der Tetraederkante a'a‘t zu den Ecken 
«' und a‘ harmonisch gelegen; es liegt ferner harmonisch mit den 
Schnittpunkten ut,, vi, von u', vt mit aa, dau'v' conjugirt in Bezug 
auf alle Flichen unseres Netzes ist, also auch in Bezug auf die durch 
dieses Punktepaar dargestellte. Der Pol jeder Ebene u in Bezug auf 
die durch dieses Punktepaar dargestellte Fliche 2'e* Classe bildet mit 
dem Schnittpunkt u,, von w mit a'a ein Punktepaar, das der durch 
die beiden Punktepaare a', a und ul,, v!, auf aa‘ definirten Involution 
angehdrt, so dass der Pol einer jeden Ebene u in Bezug auf diese 
specielle Fliche 2'* Classe des Netzes durch Construction eines 6'" 
involutorischen Elementes bestimmt ist. Analog sind die Pole von u 
in Bezug auf die beiden anderen speciellen Flachen des Netzes, welche 
Punktepaare resp. auf aa, aa* darstellen, zu construiren médglich. 
Die Pole von uw in Bezug auf alle Flaichen 2* Classe unseres Netzes 
sind auf einer Ebene 0 gelegen, der zu u in Bezug auf das ganze Netz 
»conjugirten Ebene“. Da man die Pole von u in Bezug auf die obigen 
3 speciellen Flachen, welche das Netz constituiren, linear (durch Con- 
struction von 3 involutorischen Elementen) auffinden kann, so kennt 
man in ihrer Verbindungsebene % die in Bezug auf das ganze Netz 
zu & conjugirte Ebene. Unsere gesuchte Fliche 2'* Classe (uu) = 0 
gehért dem Netze an, folglich liegt der Pol von u® in Bezug auf 
(uu) = 0 ebenfalls auf der zu u* in Bezug auf das Netz conjugirten 
Ebene 0°, welche in der oben gezeigten Weise linear construirt werden 
kann. — Betrachten wir nun genau ebenso das Netz von Flichen 
2'er Classe, welches a'a?a5at zum Polartetraeder und w?, v? als con- 
jugirtes Ebenenpaar besitzt, so kann man vdllig analog die zu u® in 


Bezug auf alle Flaichen dieses Netzes conjugirte Ebene 0° construiren, 
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auf dieser liegt der Pol U* von u® in Bezug auf p(wu) = 0; derselbe 
ist also der Schnittpunkt der 3 bekannten Ebenen v*, 53, 5° und somit 
ist zur Ebene u® in dem gesuchten Polarsystem der Pol U* durch 
Construction von 6 involutorischen Elementen gefunden. Durch ein 
Polartetraeder und den Pol U* von wu ist nun aber das ganze Polar- 
system von (wu) =O bestimmt, um zu einer Ebene (Punkt) den 
Pol (Polarebene) zu finden, sind 3 involutorische Elemente zu con- 
struiren néthig.*) Zur Construction des Punktes U* selbst bedurfte 
es der Construction von 6 involutorischen Elementen, so dass die ganze 
Construction des zweiten Schnittpunktes einer beliebigen Geraden 
durch «® mit einer durch die 9 Punkte a«'...a* bestimmten Flache 
2 Ordnung im Ganzen der Auffindung von nur 9 involutorischen 
Elementen bedarf. Wir kénnen daher nun auf jeder Geraden u durch 
a den zweiten Schnittpunkt mit der Fliche construiren, also diese 
vollstindig successive erzeugen. — 

Zweite Construction: Wir wollen noch eine zweite Con- 
struction der Fliche 2' Ordnung Fi? angeben, welche den ,,natiir- 
lichen ‘‘**) Weg ihrer Erzeugung aus 9 gegebenen Punkten einschlagt, 
indem sie die Biindel, welche 2 der gegebenen Punkte zu Scheiteln 
haben, in eine derartige reciproke Beziehung zu setzen lehrt, dass 
durch dieselbe die Fliche 2'* Ordnung erzeugt wird. Dazu ist es, 
wie wir erkennen werden, nur ndthig, auf der von 3 der 9 Punkte 
«', a, a bestimmten Ebene den Kegelschnitt aufzufinden, welchen 
die F'7? auf dieser Ebene ausschneidet; da 3 Punkte a', «?, a® desselben 
bekannt sind, so sind nur noch zwei weitere seiner Punkte hinzuzufinden. 
Wir wollen daher dieses Problem zunichst in Angriff nehmen, 
und folgen darin dem Gedankengang von Herrn Paul Serret***), 
dessen Construction sich jedoch etwas vereinfachen lisst. Es seien 
a',...,@° die 9 gegebenen Punkte der Fl’, es soll ein 10' Punkt a 
gefunden werden, welcher auf dem von F'/? in der Ebene a’ a? «3 
ausgeschnittenen Kegelschnitt sich befindet. Aus der p. 359 her- 
geleiteten Identitét fiir 10 Punkte a, a',...,a° derselben Fi?: 


9 
u(a)® + k,u(at)? + kyw(a2)? + hy u (at)? = — >" kg u (a2)? = @(u, u) 
o=4 
ergiebt sich, da a, a', a, a derselben Ebene angehéren, dass die 
Determinante von 
p(u, u) = ku(a)? + kyu (at)? + k,u(a?)? + ky u(a*)? 


verschwinden muss, da dieselbe offenbar die Determinante (aa! a a) =0 


*) Cf. Fiedler: Darstellende Geometrie Bd, III, p. 597ff, 3’ Aufl. 
**) Cf. Schréter; Oberfliichen 2. Ordnung p. 475, 476. 
***) Cf. P. Serret: Géometrie de direction p. 442, 
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als Factor enthalt. Die Fliche 2'* Classe p(wu) = 0, welche aa'a?a’ 
zum Polartetraeder, a*a>a®a’ aSa® zum Polarsechseck besitzt, ist also 
eine specielle und zwar bekanntlich ein der Ebene a'a?a* angehiriger 
Kegelschnitt.*) Das Polarsystem dieser speciellen Fliche 2‘ Classe 
gy = 0 reducirt sich auf dasjenige des ebenen Kegelschnittes in a! a? a, 
indem der Pol irgend einer Ebene u in Bezug auf g = 0 nichts anderes 
ist, als der Pol der Schnittgeraden von u mit e@'a?a* in Bezug auf 
den in Rede stehenden Kegelschnitt, der nun ebenfalls als ,,Kegel- 
schnitt g‘‘ bezeichnet werde. Das Viereck a«a'a*a® ist offenbar ein 
Polarviereck dieses Kegelschnitts g, und da das Sechseck a e® a® a7 a a® 
ein Polarsechseck der speciellen Fliche 2‘ Classe (ww) =O war, 
also seine Gegenebenenpaare conjugirt in Bezug auf m(uw) = 0 sind, 
so sind die Schnittgeraden dieser 10 Gegenebenenpaare mit a' a? a 
10 conjugirte Geradenpaare in Bezug auf den Kegelschnitt g. Da 
nun aber alle 10 Gegenebenenpaare eines Sechsecks in Bezug auf eine 
Fliche 2‘ Classe conjugirt sind, wenn 4 (linear unabhingige) con- 
jugirt sind**), so werden auch alle Kegelschnitte der Ebene a«'a?a’, 
weil sie als specielle Flichen 2'* Classe auffassbar sind, die 10 Geraden- 
paare, in welchen die 10 Gegenebenenpaare des Sechsecks die Ebene 
a'a?a> schneiden, als conjugirte Geradenpaare besitzen, wofern fiir 
sie 4 dieser Geradenpaare conjugirt sind. Die 10 Geradenpaare, in 
welchen die Gegenebenenpaare eines Sechsecks von einer Ebene ge- 
schnitten werden, sind also so beschaffen, dass jeder Kegelschnitt, 
welcher 4 von ihnen zu conjugirten Geradenpaaren hat, auch die 
iibrigen als conjugirte Geradenpaare besitzt. Diese 10 conjugirten 
Geradenpaare des Kegelschnitts m sind also nur 4 unabhingigen iqui- 
valent. Also ergiebt sich: sind a‘ (¢ = 1,...,9) 9 Punkte einer F'7’, 
so erginzt jeder Punkt a desjenigen Kegelschnitis, welchen die F'?? 
auf der Ebene a'a?a* ausschneidet, das Dreieck a'a?a*® zu einem 
Polarviereck eines zweiten Kegelschnitts gp, von welchem wir 4 weitere 
linear unabhingige conjugirte Geradenpaare kennen durch die Geraden- 
paare, in welchen die Gegenebenenpaare des Sechsecks ata’ a® a’ a’ a! 
von der Ebene a«'!a?a* geschnitten werden. Alle Kegelschnitte aber, 
zu welchen diese 4 Geradenpaare conjugirt sind, bilden eine Kegel- 
schnittschaar (2-fache lineare Mannigfaltigkeit von Curven 2'' Classe), 
und es bilden daher diejenigen Punkte «, welche das Dreieck @' «a 
zu einem Polarviereck in Bezug auf jeden einzelnen Kegelschnitt dieser 
Schaar ergiinzen, denjenigen Kegelschnitt, in welchem die durch die 
9 Punkte a (i = 1,..., 9) bestimmte Fl? die Ebene «' a? a* schneidet. 
Es wird nur nothig sein, fiir 2 Kegelschnitte dieser Schaar die Punkte 


*) Cf: Hesse: Analytische Geometrie des Raumes p. 172. 
**) Cf. Reye, Cr. J. Bd, 77, p. 282; Serret a. a. O. p. 268, 
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a, « so zu bestimmen, dass aa'a?a’, a’ a'a?a> Polarvierecke dieser 
Kegelschnitte werden, um in den 5 Punkten a, a’, a', a’, a eine hin- 
reichende Anzahl von Punkten des gesuchten Kegelschnitts zu besitzen. 
Es lassen sich aber aus der Figur heraus sofort von 2 Kegelschnitten 
dieser Schaar die Polarsysteme angeben; denn betrachten wir die 10 
Punkte und 10 Geraden, in welchen die 10 Kanten und die 10 diesen 
Kanten gegeniiberliegenden Ebenen irgend eines Fiinfecks des Sechsecks 
die Ebene a'a?a® schneiden, so sind diese 10 Punkte und 10 Geraden 
bekanntlich resp. die Pole und Polaren eines ebenen Polarsystems, 
dessen Kernkegelschnitt der obigen Schaar angehért. Die Durch- 
schnittsfiguren zweier der Fiinfecke des Sechsecks mit der Ebene a! a? a 
liefern also unmittelbar die Polarsysteme zweier Kegelschnitte unserer 
Schaar. In Bezug auf jedes dieser beiden Polarsysteme lassen sich 
aber a'a?a* eindeutig durch je einen Punkt @ resp. a’ zu einem Polar- 
viereck erginzen. Denn ist A® der Pol von a'a?, A? der Pol von 
«'a in Bezug auf eines dieser Polarsysteme, so ist der Schnittpunkt a 
von A’a und A*a? der gesuchte Punkt, da die 2 Gegenseitenpaare 
ae, ae und ata’, ee in Bezug auf das betreffende Polarsystem 
conjugirt sind. Zur Construction des Punktes « ist also nur die Auf- 
suchung der Pole zweier bekannter Geraden (a! a, «' a5) in einem 
bekannten Polarsystem néthig, was die Construction von 4 involu- 
torischen Elementen erheischt. Ebenso findet man einen weiteren 
Punkt «’ des gesuchten Kegelschnittes, so dass dieser Kegelschnitt in 
linearer Weise durch Construction von 8 involutorischen Elementen 
construirbar wird. 

Wir wollen nun zeigen, dass man, sobald der Kegelschnitt K der 
FP in der Ebene «'a?a* bekannt ist, 2 reciproke Biindel auffinden 
kann, welche die Fl? erzeugen; die Scheitel dieser Biindel sollen in 
«! und e sich befinden, dann wissen wir, dass sich diese Strahlen- 
biindel auf einfach unendlich viele Arten reciprok so beziehen lassen, 
dass sie die gegebene F'liche 2'*" Ordnung erzeugen; wir kénnen noch 
einem beliebigen Strahle «'a, welcher nach einem Punkte « der Fi? 
hingeht, eine beliebige Ebene durch ata zuordnen.*) Ist also @ ein 
Punkt des in der Ebene a'a?a* von F'/? ausgeschnittenen Kegelschnittes 
K und ordnen wir dem Strahl «'« irgend eine Ebene a durch a‘a 
zu, so ist damit allen in der Ebene «' aa  befindlichen Strahlen durch 
a! die entsprechende Ebene durch a‘ zugeordnet. Denn ist B der 
zweite von « verschiedene Schnittpunkt von a mit K, so ist die Ebene 
aa? a die entsprechende Ebene des Strahles a8; denn mit dem Strahl 
«‘ B bildet sowohl der Strahl «'8, als auch der Strahl a'a@ ein Nullpaar 
unserer Reciprocitit, das letztere, weil «48 in der Polarebene von a'a 


*) Cf. Schréter: Oberfliichen 2. O. p. 461, 
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liegt. Irgend emem beliebigen Strahl «'y, welcher a! mit dem Punkte 
y des Kegelschnittes K verbindet, entspricht daher die Ebene a‘fy, 
so dass den Strahlen, welche a mit den Punkten y des Kegelschnittes 
K verbinden, projectivisch zugeordnet sind die Ebenen des Ebenen- 
biischels a*B, welche a8 ebenfalls mit den Punkten y von K verbin- 
den. In der gesuchten Reciprocitiit kennen wir daher jetzt alle Strahlen, 
welche den Ebenen des Ebenenbiischels a*8 entsprechen. Betrachten 
wir nun die Ebene a'Ba', so schneidet dieselbe den Kegelschnitt K 
ausser in $B in dem weiteren Punkte @, und es ist daher «'&@ der 
entsprechende Strahl von a*fa>. Da der Strahl e*ta> in der dem Strahl 
«'@> entsprechenden Ebene liegt, so enthalt die dem Strahl a‘a® ent- 
sprechende Ebene den Strahl «'a>, ferner enthalt die dem Strahl aa‘ 
entsprechende Ebene den Strahl @'a', also ist a'a>a> die dem Strahl 
ata® entsprechende Ebene. Dieselbe ist daher construirbar. Genau 
ebenso kann man die den Strahlen a‘a®, ata’ entsprechenden Ebenen 
auffinden: und da man die dem Strahl «*§ entsprechende Ebene a! a? a 
kennt, so sind uns von der gesuchten Reciprocitaét die den 4 Strahlen 
ata®, ata®, ata’, atB entsprechenden Ebenen bekannt, und damit ist 
uns die ganze die Fl? erzeugende Reciprocitit gegeben. Somit ergiebt 
sich, dass uns die Kenntniss des in der Ebene a'a?a* von Fi? aus- 
geschnittenen Kegelschnittes K sofort zur Kenntniss zweier die Fliche 
erzeugender reciproker Biindel hinfiihrt. — 

Erzeugung der Rawmcurve 4" Ordnung 1'* Species aus 8 ihrer 
Punkte: Seien a',..., a acht gegebene (nicht associirte) Punkte, so 
existirt durch diese eine eindeutig bestimmte Raumcurve 4' Ordnung 
1 Art: C*, der Schnitt des durch die 8 Punkte bestimmten Fliachen- 
biischels 2'¢* Ordnung. Sei EF eine beliebige Ebene durch a’a‘, so 
schneidet die C‘ die Ebene E in noch 2 weiteren Punkten a, a’. Jede 
FP durch die 8 Punkte a', ..., a enthilt die ganze C*, also liegen 
die Schnittpunkte a, a’ der letzteren mit E auf demjenigen Kegel- 
schnitt, in welchem die Fl? die Ebene E schneidet. Ist & ein be- 
liebiger Punkt auf EF, so enthalt die F7*: f,, welche durch die 9 Punkte 
a',...,a@8,& geht, unsere C* vollstindig, der Schnitt k, von f, mit 
E ist nach der auf p. 40ff. gelehrten Methode linear construirbar, da 
man in E 3 Punkte a‘, a, von f, kennt. Auf diesem Kegelschnitt 
K, liegen die gesuchten Punkte «, a’. Ist » ein zweiter von € ver- 
schiedener Punkt von E, so giebt der ebenfalls bekannte Kegelschnitt 
K,, in welchem die durch die 9 Punkte a',...,a°, 4 bestimmte F'/?: f, 
die Ebene EF schneidet, einen zweiten Ort fiir die Punkte a, a’. Die- 
selben sind daher als die beiden von a’, a* verschiedenen Vurchschnitte 
der beiden bekannten Kegelschnitte K, und K, bestimmt. Somit 
erhilt man auf jeder beliebigen Ebene E durch a’, a* die beiden 
letzten von a’, a® verschiedenen Schnittpunkte mit C‘ und kann 
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auf diese Weise durch Variation der Ebene E successive die ganze C4 
erzeugen, — 

Weiteres tiber Constructionen der Raumcurven 4' Ordnung, vgl. 
P. Serret: Géomeétrie de direction p. 367 ff. — 


§ 9. 
Construction des achten Schnittpunkts dreier Flichen 2%" Ordnung. 

Herr P. Serret beweist in seiner Géométrie de direction p. 312 
den Satz: . 

Sind a',..., a acht Schnittpunkte dreier Flichen 2' Ordnung, 
so schneidet die Verbindungslinie irgend zweier Punkte z. B. «' a® die 
10 Gegenebenenpaare des von den 6 tibrigen Punkten gebildeten Sechs- 
ecks in 10 Punktepaaren einer Involution, welcher auch das Punktepaar 
«', a angehdrt. Da in der That zwischen den Quadraten w(a‘)? der 


linken Seiten der Gleichungen der Punkte a‘ (i =1, ...,8) eine lineare 
Identitaét besteht von der Form: 


8 
> kite (at)? = 0, 
(=a 
2 8 
> ket (aey? = — > ha (war)?, 
e=1 a=3 


d. h. die beiden Gleichungen: 


Dieu (coy = (0, di u(a?)? <= 0 


e=1 o=3 


so folgt daraus: 


stellen dieselbe Fliche zweiter Classe dar. Aus der ersten Form ihrer 
Gleichung erkennt man, dass diese Fliche in ein zu @', a? harmonisch 
gelegenes Punktepaar auf «'a? ausgeartet ist, die zweite Form der 
Flachengleichung sagt aus, dass das Sechseck «®...a* ein Polar- 
sechseck der Fliche ist, also seine 10 Gegenebenenpaare conjugirte 
Ebenenpaare sind, d, h. ibre Schnittpunkte mit a'a? harmonisch zu 
dem die Fliche darstellenden Punktepaare liegen. Die 10 Punkte- 
paare, in welcher die 10 Gegenebenenpaare des Sechsecks a*... a 
die Gerade ata? schneiden, und das Punktepaar «', a? sind also 11 
Paare derselben Involution auf «!«?, welche Involution mit J, be- 
zeichnet werde. 

Sind @',..., «7 gegeben, so fiihrt uns der Satz zu einer einfachen 
und directen Construction des achten Punktes a’, welcher es vielleicht 
als Vorzug anzurechnen ist, dass sie fast ausschliesslich in einer 











366 F. “Lonvon. 


Geraden sich vollzieht. Es handelt sich naimlich nur darum von der 
Involution J,, von welcher man ein Paar entsprechender Punkte a‘, a? 
kennt, noch ein weiteres entsprechendes Punktepaar zu finden. Denn 
dann ist die Involution J, bekannt und mit ihr auch der gesuchte 
Punkt «*, da man nur die entsprechenden Punkte der Schnittpunkte 
der Ebenen a ata’®, akata®, «ata? mit aa? in J, zu construiren hat; 
diese sind die Schnittpunkte der Ebenen a®a’a’, aba’a’, aaba® mit 
a'a? und geben daher resp. mit aa’, aa’, a a® verbunden die drei 
Ebenen a@®a’a’, a a’a’, a aba’, als deren Schnittpunkt «® bekannt 
wird. Es handelt sich also allein darum ein zweites Punktepaar der 
Involution J, aufzufinden; dazu verfahren wir folgendermassen. Wir 
wollen den Schnittpunkt der Ebene a‘a*ta! mit a'a? durch [ik7] be- 
zeichnen. Dann sind die 3 Punktepaare: 


* [768], [745]; [758], [746]; [748], [756] 


Punktepaare einer zweiten Involution J, auf a'a?, Denn es sind 
diese 3 Punktepaare diejenigen Punktepaare, in welchen die Gerade 
a' a? die 3 Ebenenpaare schneidet, welche die 3 Paar Gegenkanten 
des Tetraeders ata‘ a®a’ mit a’ verbinden, Es werden aber stets die 
3 Ebenenpaare, welche die 3 Paar Gegenkanten eines Tetraeders mit 
einem beliebigen Punkte verbinden, von jeder Geraden in 3 Punkte- 
paaren einer Involution geschnitten. Wir haben daher auf «!«? zwei 
Involutionen, J, und J,. Nun entspricht den 3 Punkten: 


[768], [758], [748] 
[345], [346], [356], 
[745], [746], (756). 


Die Punktepaare x, X aber, welche demselben Punkte & in den 
beiden Involutionen J, und J, entsprechen, sind entsprechende Punkte- 


paare einer Projectivitat TT, der aus J, und J, resultirenden Pro- 
jectivitat; mithin sind 


in J, resp.: 


in J, resp.: 


[745], [746], [756] 
diejenigen Punkte, welche in TT den 3 Punkten 


[345], [346], [356] 


entsprechen; wir kennen also mit diesen 3 entsprechenden Punkte- 
paaren die Projectivitét TT vollstindig, und kénnen linear zu jedem 
Punkte den ihm in TT entsprechenden construiren. Nun entspricht in 
J, dem Punkte «! der Punkt a, mithin entspricht in J, dem Punkte 
a derjenige Punkt 6, welcher in TT dem Punkte a? entspricht, so 
dass also folgende Doppelverhialtnissgleichheit stattfindet: 


((345], [346], [356], «) 7 ([745], [746], [756], 6). 
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Andererseits entspricht in J, umgekehrt dem Punkte 6? der Punkt a’, 
also entspricht in J, dem Punkte 6? der Punkt 6', welcher in TT dem 
Punkte «' entspricht, so dass also #' definirt ist durch: 


([845], [346], [356], 6") A ([745], [746], [756], a). 


Damit haben wir in £,, B, ein zweites Punktepaar von J, erhalten, 
mithin ist diese Involution bestimmt durch 2 ihrer Punktepaare «', a? 
und #', 6. Sucht man nun z. B. zu den 3 Punkten 

[345], [846], [847] 
in J, die 3 entsprechenden Punkte: 

[678], [578], [568] 
und verbindet dieselben resp. mit den 3 Geraden: 

acc? a a7, ab a6 
durch die 3 Ebenen: 
abate’, adatas, aaoas, 
so schneiden sich diese 3 Ebenen in dem gesuchten Punkte a. Wir 
gelangen also zu folgender: 
Construction: Man schneide die Gerade aa? mit den 3 Ebenen- 
paaren: 
wPatar, arated; edata®, atata®; aara®, atraras 
in den 3 Punktepaaren: 
[345], [745]; [846], [746]; [356], [756] 


und suche in der durch diese 3 Punktepaare bestimmten Projectivitiit 
den zu @ entsprechenden Punkt 6?, und den Punkt 6', welchem der 
Punkt o! entspricht; sodann in der durch die beiden Punktepaare 
«!, «? und B!, 6? bestimmten Involution die zu [345], [346], [347] resp. 
entsprechenden Punkte [678], [578], [568], verbinde dieselben resp. 
mit den 3 Geraden: 


a oe?, ae ac™, cchac® 
durch die 3 Ebenen 
a ataS, aaa, oF a as, 
deren Schnittpunkt a@§ der gesuchte Punkt ist. 

Die Construction gebraucht somit die Aufsuchung zweier pro- 
jectiver und dreier involutorischer Elemente simmtlich in der Geraden 
«a? gelegen. 

Liegen von den 5 Punkten a’, a', a®, a, a? keine’4 in einer Ebene, 
so wird die Construction nur dann versagen, wenn das nach der obigen 
Vorschrift construirte Punktepaar f', 6? der Involution J, mit a', «? 
zusammenfallt. Dies tritt aber nur dann ein, wenn a', a* das Doppel- 
punktpaar der Projectivitiit TT ist. In diesem Falle ist aber: 


({345], [745], «!, «%) 7 ([346], [746], @', @*) A ((356], [756], «!, a) 
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d. h. es sind in den 3 Ebenenbiischeln, welche die Geraden a‘a', 
a‘a®, «a® zu Axen haben, projectiv folgende 3.4 Ebenen: 

a4 5 (a3, 7, ae!, a) XK at ac® (a3, a7, ac!, a?) A a a8 (03, a7, cet, oc?) 
d. h. die 4 Punkte a’, a, a3, aw sind Schnittpunkte von je 3 ent- 
sprechenden Ebenen dreier projectiver Ebenenbiischel, welche resp. 
ata®, ata®, a a® zu Axen haben, d. h. a, a, a, a, a, a3, a’ liegen 
auf derselben Raumeurve 3'** Ordnung. In diesem Falle aber wird 


bekanntlich auch der Punkt a@* unbestimmt, jeder Punkt jener Raum- 
curve 3'* Ordnung kann als solcher fungiren. — 


Breslau, October 1890. 























Ueber Discriminanten und Resultanten der Gleichungen fir 
die Singularititen der ebenen algebraischen Curven.*) 


Von 
Franz Meyer in Clausthal. 


Fiir die Reducibilitét algebraischer Formen bietet die Geometrie 
ein weites Feld des Vorkommens. Insbesondere weiss man seit Pliicker 
von den zusammengesetzten Singularitiiten algebraischer Curven, dass 
dieselben durch das Zusammenriicken verschiedenartiger einfacher, 
vorher getrennter, Ordnungs- und Classensingularititen entstehen. 
Daraus folgt, dass die Discriminanten und Resultanten der biniiren 
Gleichungen, von denen die Arten der einfachen Singularitiiten ab- 
hingen, in mannigfaltigster Weise irreducible Factoren mit einander 
gemein haben miissen, die sich allerdings, ihrer Natur und Anzahl 
nach, mit dem jeweils ausgezeichneten Rationalititsbereich andern 
werden. 

Es gebiihrt Herrn Brill**) das Verdienst, die Untersuchung einer 
noch so complicirten Singularitét einer ebenen algebraischen Curve 
auf die des nimlichen Vorkommnisses bei einer ganz speciellen Gattung 
solecher Curven zuriickgefiihrt zu haben, fiir die die Zerlegung in die 
einfachen Pliicker’schen Singularitiiten in tibersichtlicher Weise gelingt. 

Eine derartig ,,rational-ganze“ Curve lisst sich im Wesentlichen 
als eine Curve vom Geschlecht Null charakterisiren, fiir welche Ord- 
nung und Classe die gleichen sind. Es findet diese Festlegung ihren 
algebraischen Ausdruck darin, dass die Gleichungen fiir die Parameter 
der Wendepunkte und Spitzen, deren durchaus willkiirliche Coefficien- 


*) Vgl. die vorliufige Mittheilung in den Géttinger Nachrichten 1888 Nr. 5. 

**) Brill, ,,Ueber Singularitdten ebener algebraischer Curven und eine neue 
Curvenspecies“* diese Annalen XVI. Von demselben Verfasser ist hier noch zu 
erwihnen die Arbeit: ,,Ueber bindre Formen und die Gleichung sechsten Grades“ 
diese Annalen XX, in der (sogar im n-dimensionalen Gebiete) die erste der unten 
aufgestellten Discriminantenformeln aufgestellt ist (pag. 338) sowie auch der Auf- 
satz: ,,Ueber rationale Curven vierter Ordnung“ diese Annalen XII, wo fiir 
n = 4 unter ausschliesslicher Adjunction der Doppelpunkts-Argumentenpaare die 
Zerfallung der drei Discriminanten geleistet ist. 


es et es + ~~ 
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ten den natiirlichen Rationalitatsbereich fiir die Curve abgeben, die 
letztere in projectivischem Sinne vollstindig und eindeutig bestimmen. 

Herr Brill hat iiberdies die Discriminanten der nunmebhr allein 
noch in Betracht kommenden Gleichungen fiir die Parameter der 
Doppelpunkte und Doppeltangenten in Elementarfactoren zerfallt, welche 
in dem vorgelegten Bereiche irreducibel sind. 

Bevor zu einer weiteren Ausdehnung solcher Reducibilititsfragen, 
insbesondere auf Raumcurven,*) geschritten werden konnte, erschien 
es nothwendig, erst die entsprechende Untersuchung fiir die punkt- 
allgemeinen Curven ,,R,“‘ (in der Ebene) vom Geschlecht Null zu 
erledigen, also die Discriminanten und Resultanten der Gleichungen 
fiir die Argumente der Wendepunkte, Doppelpunkte und Doppel- 
tangenten in nicht weiter zerlegbare Factoren zu spalten. Auch 
in diesem Falle ist der zu Grunde zu legende Rationalitiitsbereich noch 
ein véllig bestimmter, da bekanntlich jede Invariante einer Curve R,, 
eine ganze, homogene und isobare Function der dreireihigen Deter- 
minanten ,,d“ ist, welche sich aus den Coefficienten der drei, die 
Coordinaten eines Curvenpunktes darstellenden ganzen Functionen einer 
Veriinderlichen bilden lassen. Eben diese Gréssen 0 sind die Elemente 
des Rationalititsbereiches. 

Mit der Zerlegung der oben genannten sechs Invarianten beschiiftigt 
sich die vorliegende Abbandlung. 

Um méglichst wenig vorauszusetzen, sind im Beginne (§ I, II) 
die Gleichungen fiir die drei Arten von einfachen Singularititen noch 
einmal abgeleitet worden, und zwar auf einem sehr einfachen Wege 
mittels der Correspondenz, welche zwischen dem Beriihrungs- und den 
Restpunkten einer Tangente der R, besteht. In § III sind die un- 
mittelbar aus jenen Gleichungen folgenden Grade ihrer Discriminanten 
und Resultanten in den 0 zusammengestellt. 

Der erste Theil der Aufgabe besteht darin, fiir die in Frage 
kommenden acht Elementarfactoren, deren geometrische Bedeutung 
von vornherein feststeht, die beziiglichen Eliminationen aufzusuchen, 
welche dieselben, von fremden Factoren befreit, ergeben, und vor 
Allem ihren Grad (in den 0) zu ermitteln. 

Bei zweien jener acht Bildungen gelingt das direct (§ IV), bei 
drei weiteren mit Hiilfe der zu den drei gegebenen ganzen Functionen 
,conjugirten Formen (§§ V, VI, VII). 

Hinsichtlich der drei noch restirenden Invarianten erscheint indessen 
ein neues Hiilfsmittel**) unabweisbar zu sein, das Verfahren des 


*) Vgl. die darauf beziiglichen Mittheilungen des Verfassers in den Géttinger 
Nachrichten Nr. 10 und Nr. 15 vom Jahre 1890, sowie Nr. 1 und Nr, 3 von 1891, 

**) Diese Methode des Projicirens wird von den Geometern in neuerer Zeit 
vielfach angewandt, um projectivische Eigenschaften geometrischer Gebilde aus 
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»Projicirens* (§§ VIII, IX). Man denkt sich die vorliegende, ebene 
R, = Ri, als das perspectivische Bild einer, ebenfalls punktallgemeinen 
riumlichen Ry. Soll dann die Ri einer Invariantenbedingung geniigen, 
so wird das Projectionscentrum einer gewissen Fliche angehéren: die 
linke Seite der Flichengleichung deckt sich, bei passender Wahl des 
Coordinatensystems, geradezu mit der linken Seite jener Bedingung. 

Nachdem nunmebr die acht erforderlichen Gradzahlen gefunden 
sind (§ IX), kann man die sechs Zerlegungsgleichungen mit unbekannten 
Exponenten fiir die einzelnen Factoren ansetzen (§ X). 

Diese Exponentenzahlen resultiren, wie die Gradvergleichung lehrt, 
als die Lésungen gewisser linearer diophantischer Gleichungen. 

Da in zwei Fallen vieldeutige Lésungen existiren, so muss die 
Entscheidung durch das Beispiel der Curve vierter Ordnung herbei- 
gefiihrt werden. Dabei bietet sich von selbst eine Methode, die wahre 
Quelle der Exponentenanzahlen in dem Verhalten der Anfangs- resp. 
Endglieder der Singularititengleichungen gegentiber gewissen Grenz- 
iibergiingen zu erkennen (§§ XI, XII), welche erwachsen, sobald man 
die Verschmelzung zweier einfacher Singularitiiten von einer einzigen, 
beliebig kleinen Grésse ¢ abhiingig macht. Der Fall des ,,Wende- 
bertihrfactors“ (§ XII) zeigt, mit welcher Vorsicht man dabei zu Werke 
zu gehen hat. 

In § XIII werden noch die Grade der acht Elementarfactoren durch 
ihre (geeignet normirten) Gewichte ersetzt, wodurch die beziiglichen 
Formeln an Durchsichtigkeit erheblich gewinnen. 

Eine Vergleichung zweier der gewonnenen Zerlegungen mit den 
analegen, von Herrn Brill herriihrenden zeigt die charakteristischen 
Gemeinsamkeiten, wie Unterschiede (§ XIV). 

Den Schluss bildet eine tiberaus plastische Realisirung simmtlicher 
Zerlegungen vermége gewisser (Chasles’scher) Correspondenzen, welche 
zugleich einen dritten, rein geometrischen Beweis der ersteren enthilt. 


§ I. 
Die Correspondenz der Curve R,. 

1. Die homogenen Punktcoordinaten x; einer ebenen, rationalen 
Curve n' Ordnung R, sind ganzen Functionen f,(4) n'* Ordnung 
eines Parameters 4 proportional. Nimmt man der Einfachheit halber 
den betr. Proportionalitiitsfactor gleich der Einheit an, so hat man 
(¢ = 1, 2, 3): 

(1) Li = f(A) = ayn A*® + ayy AP + ve > + din. 


denen entsprechender, in héheren Riumen gelegener abzuleiten. Bezwecks Aus- 
fiihrung von Eliminationen ist dieselbe wohl nur erst in vereinzelten Fallen be- 
niitzt worden, ° 
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Die homogenen Coordinaten u; einer Tangente der R, verhalten sich, 
wie die bez. Functionaldeterminanten der f,; wir schreiben: 


‘ 4 |A@) fal) 
‘| f(a) fia(A) 
wo der Index 1 die erste Ableitung nach 4 bezeichnet. Die Curve 
R, wird als eine ,,punktallgemeine“ ihres Geschlechts vorausgesetzt 
d, h. mit einfachen und getrennten Ordnungssingularititen — Doppel- 
punkten, Doppeltangenten, Wendungen. Die rechten Seiten von (2) 
haben dann keinen Factor in 4 gemein, und ihr Grad in 4 (wenigstens 
fiir eine derselben) steigt bis zu 2(m — 1), der Classe der Curve. 

2. Eine Tangente ,,A“ mit den Coordinaten u: 
(3) Ug = UX, + Uy Ly + Uy %, = 0 
trifft die R, noch in » — 2 Restpunkten ,,4,“‘, welche Wurzeln der 
Gleichung sind: 


= F;(4), 








n—2, 2(n—2) 1 
(4) CCA 4 )=qaprl fn fA), A) = 0 
wo in der dreireihigen Determinante rechterhand der Index i(—1, 2,3) 
der Kiirze wegen unterdriickt ist. 
Umgekehrt, bei festgehaltenem 4, , stellt (4) die 2(n—2)—2(n—1)—2 


Resttangenten 4 dar, welche vom Punkte A, noch an die Curve gelegt 
werden kénnen. 


Die Gleichung (4) mége daher schlechtweg als ,,Correspondenz“ C 
der R, bezeichnet werden. 


3. Um die auf der rechten Seite von (4) vorgeschriebene Division 


mit (A, — A)? auszufiihren, entwickele man die /(4,) uach Potenzen 
von (A,—A): 


(5) FA) = F(A) + AAA (A) + OAL APA) A — 4) fa (A) 
so ergiebt sich: 
4) C=S|A@+A—+M)AA +e + AA a), F(A), A) 
= If (4), AA), A(A)| + 1 —4) 1 F4), A), (4) | + °° 
+ (Ay A)? | FA), A), fa(A)I- 


Hier sind saimmtliche Coefficienten der Potenzen von 4, — A vom 
ersten Grade in den dreireihigen Determinanten ,,d“ der a;x (1). 


§ II. 
Die Gleichungen fiir die Argumente der Singularititen. 


4. Die Correspondenz C= (4) fihrt unmittelbar zur Auf- 
stellung der Gleichungen fiir die Argumente 4 der Wendepunkte, 
Doppelpunkte und Doppeltangenten. 
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Ein Wendepunkt entsteht, sobald ein Beriihrungspunkt 4 der 
Tangente « (3) mit noch einem der Restpunkte 4, zusammenfillt; 
somit geht C = 0 (4’) fiir 4, — 4 —0 iiber in die wohlbekannte Glei- 
chung fir die 3(n—2) Wendepunkte: 


3(n—2) 
(6) C(A, 4) =Q (A) =O. 

5. Eine Doppeltangente (A,, 4) resultirt, wenn zwei der n — 2 
Restpunkte in einen — 4, — coincidiren. Demnach liefert die nach 4, 


genommene Discriminante von C, gleich Null gesetzt, die 4(n—2) (n—3) 
Beriihrungspunkte der 2(n—2)(n—3) Doppeltangenten: 
4 (n—2) (n—3) 
(7) D,(C)=M (a4 =0. 
In der That ist Dj,(C) vom Grade 2{(m—2) —1} = 2(m—3) in 
den Coefficienten von C, also beziiglich 4 vom Grade 
{2(n—3)} {2(n—2)} = 4(n—2) (n—3). 

Insbesondere zeigt 2(n—3) den Grad von D,, = M in den 0 an. 

6. Dagegen zerfillt die in analoger Weise bez. 4 gebildete Dis- 
criminante D,(C) von C in zwei rationale Factoren. Denn von den 
2(n—2) Tangenten, die im Allgemeinen von einem Punkte 4, der 
Curve an dieselbe gehen, kénnen nur dann zwei zusammenriicken, 
wenn der betr. Punkt entweder ein Doppelpunkt, oder aber einer der 
Restpunkte ist, welche eine Wendetangente noch auf der Curve aus- 
schneidet. 

Nun ist die Anzahl der letzteren offenbar gleich 3(m—2) (n —3), 
diejenige der Doppelpunkte gleich onthe? andererseits giebt 


2 {2(n—2) — 1} — 2(2n—5) den Grad von D,(C) in den Coefficien- 
ten von C an, somit 2(2~—5) (n—2) denjenigen in 4, und es ist 


2(2n—5) (n—2) = 2 SH VO—*) 4 3 (m2) (n—3). 
Man hat also: 
(n—1)(m -2) _ 4(n—2)(n~3) 

(8) D(C)=A (A) -P (A) 
wo A= die Schnittelemente der Doppelpunkte, P =O die Rest- 
punkte der Wendetangenten reprisentirt. 

7. Um den Grad von A in den @ zu bestimmen, leiten wir die 
Formen 2, A, M auf eine zweite Art ab. 

Man kann fragen, wann eine Tangente 4 so beschaffen ist, dass 
die Tangente eines der Restpunkte 4, wiederum durch den Punkt A 
hindurchgeht. Ersichtlich ist das nur in drei Fallen méglich: ent- 
weder ist A, der zweite Beriihrungspunkt einer Doppeltangente, oder 
es haben sich die Punkte 4 und 4, (=A) in einem Wendepunkte ver- 
einigt, oder endlich es sind A, 4, die beiden Parameter eines Doppel- 
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punktes. Algebraisch bedeutet das, dies das Resultat der Elimination 
von 4, (oder auch 4) aus den beiden Correspondenzformen C(A,, 4), 
C(A, 4,) die Factoren 2, A, M enthalten muss. 

Die gemeinte Resultante ist in der tibrig bleibenden Variabeln 4 
vom Grade 4(m—2)? + (n—2)? — 5(m—2)*. Andererseits ist die 
Summe der Grade von 2, A, M: 

3(m—2) + (n—1) (n—2) + 4(n—2) (n—3) = 5(n —2)?, 
und es ist somit, in leicht verstaindlichen Zeichen:*) 
(9) Ra, {C(a,, 4), C(A, 4,)} = QAM. 
Jetzt zahle man die Grade der beiden Seiten von (9) in den @ ab. 
Links ergiebt sich die Anzahl 2(mn—2) + (n—2) = 3(m—2); rechts 
bemerkt man bei 2 den Grad 1, bei M (cf. Nr. 5) den Grad 2(m—3), 
sodass fiir A die Zahl n — 1 iibrig bleibt. 

Uebertriigt man dies riickwirts auf die Zerlegung (8), so leitet 
sich unmittelbar 3(n—3) als Gradzahl von P bez. der @ ab. 

8. Die Ergebnisse beziiglich der Gradzahlen der Formen Q, A, M 
moégen in der Tabelle vereinigt werden: 

3(n—2), 1 


2-2 i, ®, 


(n—1)(n—2), n— 
(10) he Oy OY 
4(n—%)(n—3), 2(n—3) 
M=M( a , @ 
§ II. 
Die Grade der Discriminanten und Resultanten der Singularititen- 
gleichungen. 


9. Aus der Tabelle (10) entspringt unverziiglich die weitere, welche 
die Grade der Discriminanten und Resultanten von 2,A,M in den 0 
verzeichnet, niamlich: 
D(Q) 2(3n—7), 
D(A) 2(n—1) {(n—1)(n—2) — 1}, 
D(M) 4(n—3) {4(n—2)(n—3) — 1}, 
R(QA) 4(n—1)(n—2), 
R(QM) | 10(n—2)(n—83), 
R(AM) | 6(n—1)(n—2)(n—3). 

*) Eine entsprechende Abzihlung fiir den umfassenderen Fall, dass die 
Curve R, eine Anzahl r getrennter Spitzen besitzt — wodurch die Classe der 
Curven, wie auch der Grad von C(d,, 2) in 4, um r sinken — liefert die Zer- 


legung R, = PQAM, wo die vier Factoren rechts durch ihr Verschwinden wieder 
die (eigentlichen) Singularitaten darstellen. 





(11) 
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Wir gehen nunmehr dazu iiber, die Zerlegungen dieser sechs ganzen 
rationalen Functionen der @ in ihre ganzen rationalen, bez, der 0 
irreducibeln Factoren nachzuweisen. Zuvor werden aber die gemeinten 
Elementarfactoren selbst, deren Verschwinden je ein in gewisser Art 
vor sich gehendes Zusammenriicken irgend zweier, gleicher oder un- 
gleicher Singularitaten bedingt, aufgestellt werden miissen. 


§ IV. 
Der Cuspidal- und Undulationsfactor. 


10, Die Curve R, kann im Besondern einen Riickkehrpunkt (Spitze) 
aufweisen, wenn die beiden Argumente eines Doppelpunkts coincidiren. 


Denken wir uns die Form A fiir den Augenblick in die, den @aUie—) 


Doppelpunkten entsprechenden (in den @ natiirlich irrationalen) quadra- 
tischen Formen zerlegt, so stellt sich der ,,Cuspidalfactor“‘, in dessen 
Verschwinden das Criterium ftir das Kintreten einer Spitze besteht, 
dar als das Product der Discriminanten jener quadratischen Factoren. 
Genau nun so, wie aus dem Producte der letzteren die Form A vom 
Grade »— 1 in den @ hervorgeht, muss der Cuspidalfactor als das 
Product der beziiglichen Discriminanten von doppelt so hohem Grade 
in den 0 ausfallen. Zugleich ist damit bewiesen, dass der so ent- 
standene Cuspidalfactor nicht etwa die Potenz einer noch einfacheren 
Bildung sein kann. Wir notiren: 


2(n—1) 
(12) [AA] =( @ ). 
11. Die Form (11) lisst sich nun auch leicht auf rationalem Wege 
herstellen. 


Die Argumente a, 6 eines Doppelpunktes geniigen wegen (1) den 
Bestimmungsgleichungen : 


(13) h(@) ?h(@):4@ =A0:AB AG; 


demnach miissen nach (2) fiir das Argument g einer Spitze die Glei- 
chungen erfiillt sein: 


(14) F,(e)=9, Fi(e)=0, F,(e) = 09. 

Die beiden Gleichungen F (4) = 0, F,(4) = 0 werden aber auch 
fiir f,(A) = 0, f,(4) = 0 befriedigt, sodass die Resultante der beiden 
Formen F(A), F,(4) sowohl den Cuspidalfactor [AA], wie die Diseri- 


minante D(f,) als Factor enthalten muss. Die Vergleichung der 
Gradzahlen lehrt dann sofort, dass 


(15) R{F, (a), F,(4)} = [AA] D{A@} 


ist, 
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12. Das Verschwinden des ,, Undulationsfactors“ soll anzeigen, 
dass die beiden Beriihrpunkte einer Doppeltangente in der Weise 
zusammenriicken, dass die letztere die Curve ,,undulirt“ d. h. in vier 
consecutiven Punkten trifft. 

Uebertrigt man die Ueberlegung der Nr. 10 auf den vorliegenden 
Fall, so erscheint der Undulationsfactor als das Product der Discri- 
minanten von den 2(m—2)(n—3), in der Doppeltangentenform M (A) 
(7) enthaltenen (irrationalen) quadratischen Factoren, und wird also 
vom Grade 4(n—3) in den 0, in Zeichen: 


4(n—3) 
(16) [MM] =( 8 ). 


13. Behufs rationaler Bildung von (16) bemerke man, dass fiir 
[MM] =O die Correspondenz (4) durch das Quadrat von 4, — A 
theilbar wird, oder, was das Nimliche ist, die beiden ersten Glieder 
von (4) zugleich verschwinden: 


(17) Iffitfi=9, Iffiif| =°. 


Diese beiden Gleichungen bestehen indessen auch dann nebeneinander 
(fiir einen gewissen Werth von A), wenn entweder die Formen F;(A) (2) 
simmtlich verschwinden i. e. nach Nr. 11 fiir [AA] = 0, oder aber, 
wenn die Determinante ,,0,,,‘‘ der drei ersten Coefficientenverticalen 
von (1) den Werth Null annimmt, da in letzterem Falle den Glei- 
chungen (17) durch 4 = oo Geniige geschieht. 

Die linken Seiten von (17) sind in 4 vom Grade 3(m — 2) resp. 
3(n— 2) — 1, in den 6 vom Grade Eins, also ihre Resultante in den 
0 vom Grade 6(n — 2) — 1. 

Andererseits ergiebt die Summe der Grade von [AA], [MM], 9),. 
in den @: 

2(n—1) + 4(n—3) + 1 — 6(m—2) — 1, 


folglich existirt die Zerlegung: 

(18) Riff hols \f fi fs|} = Fo2 - [AA] [MM]. 

Da aber die Form |f/, f,| mit der ersten Ableitung von 
If fi fy| = 2(a) (6) 

nach 4 zusammenfillt, so nimmt (18) die Form an: 

(18) D(Q) = [AA] [MM]. 


Damit ist die erste der sechs unter (11) aufgefiihrten Bildungen in 
ihre beziiglich der 0 irreducibeln Bestandtheile zerlegt. 
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§ V. 
Einfihrung der conjugirten Formen.*) 


14. Die zu den f(A) (1) ,,conjugirten“ Formen setzen sich linear 
aus » — 2 linear unabhingigen unter ihnen zusammen. Nennt man 
dieselben ,(4), p.(A), ~~~, Pn—2(A), wo 


(19) ga(@) = xo —(7) cand + (9) cand? (—1)*aand® — ah, 


so geniigen die m den 3(n—2) Bestimmungsgleichungen 
(20) (f, 9)” = 0. 


Die dreireihigen Determinanten der a (1) sind den correspondiren- 
den (n—2)-reihigen Determinanten 6 der @ proportional. Die Pro- 
portionalitit geht in die Gleichheit tiber, wenn man, was erlaubt ist, 
die m mit einem passenden Factor multiplicirt. Wir setzen das in der 
Folge als geschehen voraus. Sollen » Punkte 4,,4,,..., 4, der Curve 
R, auf einer Geraden liegen, so sind die Bedingungen zu erfiillen: 


(21) 4,2,.--4, = 0. 


Eliminirt man aus (21) » —3 der m Argumente, etwa 4,,4,,...,4n; 
so wird das Eliminationsresultat R(A,, 4,, 4;): 





Q2) R= gape eciy |My)» Fd), FA) L- 


Die Division der Determinante der f durch die Differenzen der 
A,, 4., A, ist also links bereits vollzogen. Darin, und weil die Form 
R fiir 4, = 4, = A in die Correspondenzform (4) tibergeht 
(23) C(A,, 4) = R(A,, 4, a). 
liegt der Grund, wesshalb, bei Zugrundelegung der Formen @ eine 
Reihe von Invarianten der Curve R, rein und isolirt erhalten werden, 
wihrend dies bei Benutzung der f unmdglich ist. 

15. Als Beispiele waihlen wir zunichst die Form P(A) (8) fiir die 


Restpunkte der Wendetangenten sowie den Undulationsfactor [MM] (16). 
Eliminirt man aus den Beziehungen: 


(24) 02,9 2asdg--dy = 0 
alle Argumente bis auf 4, so resultirt eine Form vom Grade 3(n—2)(n—3) 


in A und vom Grade 3(m—3) in den 0, welche also, wie die Ver- 
gleichung beider Seiten von (8) lehrt, genau mit P(A) tibereinstimmt, 


*) Eine ausfiihrliche Darstellung der conjugirten Formen @ findet sich in des 
Verfassers ,,Apolaritdt und rationale Curven“, Tiibingen, 1883. 


Mathematische Annalen, XX XVIII, 26 
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Ferner wird das Resultat der Elimination aller Gréssen 4 aus den 
Gleichungen 


(25) 03,1,2,---2_, = 0 


eine Bildung vom Grade 4(m—3) in den 4, ist also mit dem Unda- 
lationsfactor [MM] identisch. 


§ VI. 
Der Tritangenten- und Wendeberiihrfactor. 


16. Mit gleicher Leichtigkeit gelingt noch, mit Hiilfe der con- 
jugirten Formen, die Herstellung der Criterien fiir das Zustandekommen 
einer ,,Tritangente“ d. i. einer die Curve R dreimal beriihrenden 
Geraden, sowie einer ,, Wendeberiihrlinie“ d. i. einer die Curve noch 
einmal beriihrenden Wendetangente. 

Soll eine Gerade die Curve dreimal beriihren, so ist dazu noth- 
wendig und hinreichend, dass 


(26) O22 1222p dg--dy = O 

wo 4,,4,, 4, die Argumente der Beriihrungs- und 4,, 4,,..., an die- 
jenigen der Restpunkte bezeichnen. Jede der beiden Gruppen tritt in 
(26) symmetrisch auf. Daher ist die Resultante der » — 2 Gleichungen 


(26) in den Coefficienten einer jeden der Formen a, und damit auch 
in den 0d vom Grade 


go, 0 — = + (n—3) (n—4) (n—5), 


Bi(n—6! 
und es ergiebt sich so der Tritangentenfactor ,,[T,]“: 


4 (n—3)(n—4) (n—5) 

(27) [Ts] = ( é 

In ahnlicher Weise erledigt sich der Fall, wo eine Wendetangente 
A, die Curve noch ausserdem einmal, in 4, beriihrt, wiihrend sie noch 
die Restpunkte 4,, 4,,..., 4, ausschneiden midge. Man hat die 
Resultante der Gleichungen: 
(28) 7 Ry Bay oe ey a = 0 
zu bilden, deren Grad in den 0 wird: 

F (»—8)! 

Dies liefert den Wendeberiihrfactor ,,[QM]“: 


6 (n—3)(n—4) 


(29) [2M] = ( 
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§ VII. 
Der Trinodalfactor. 


17. Gréssere Schwierigkeiten macht bereits die Ermittelung des 
,», Trinodalfactors“‘, dessen Verschwinden mit der Existenz eines drei- 
fachen Punktes der Curve R iiquivalent ist. 

Man verstehe unter 


(30) al’, a,..., a 

die (n — 3)", nach 4 und einer homogen machenden Variabeln wu 
genommenen Ableitungen einer Form a# (19), und setze noch zur 
Abkiirzung, wenn 4,, 4,, 4, irgend drei Parameter bedeuten: 


(31) A® = oh, a A" == asa oe ag AS) om as". 
Dann ist die (n—2)-reihige Determinante der A: 
(32) R = |A®, A®,..., Al@—9)| == |Al 


nichts Anderes, als das unter (22) aufgeftihrte Eliminationsresultat: 
96 1 
(22) R(a,, dy, As) _ (Ay — Aq) (Ag — Ag) (4g — A) | f(a); f(A), f(As)|- 


R = 0 ist das Criterium fiir drei, auf einer Geraden liegenden Punkte 
A, 4g, 4g von der Curve. 

Sollen aber 4,, A,, A, die einem dreifachen Punkte A, zugehérigen 
Argumente sein, so ist dazu offenbar das Verschwinden saimmtlicher 
erster Minoren von R nothwendig und hinreichend, was vier von 
einander unabhiingigen Relationen zwischen den 4,, a,, 4, aquivalent 
ist. Bedient man sich, um das Resultat der Elimination der letzteren 
Gréssen zu fixiren, des Zeichens [R;], so kommt fiir den zu bestim- 
menden Trinodalfactor ,,[A,]‘*: 

(23) [As] = [22). 

18. Um den Grad der rechten Seite in den @ zu finden, schlagen 
wir einen Umweg ein. 

Wir ersetzen die willkiirlichen Coefficienten a, a,,..., @, jeder 
Form a (19) durch die andern: 


(24) a = By + 4,B,, & = By + A, Bo, ~~ «, On = Bu + Ay Bnqi, 
wodurch die A® in B®, R in S tibergehen midge. 


Die Formen B lassen sich auffassen als die, zu (31) analogen 
Polarenbildungen : 


(82) BY — Bar, 
von » — 2 biniren Formen £i?, die ihrerseits mit den (wn —3)" nach 


A und w genommenen Ableitungen einer Form Bi** iibereinstimmen. 
25* 
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Construirt man jetzt die zu den » — 2 Formen # conjugirte Gruppe, 
die durch die vier linear unabhaingigen Formen (n-+-1)'* Ordnung: 


(33) 9:(4), g2(A)y 9s (A), 944) 

repriasentirt sei, und denkt sich die letzteren als die homogenen Punkt- 
coordinaten einer rationalen Raumcurve FR, :, so verschwinden alle 
Minoren erster Ordnung von S dann und nur dann, wenn 4,, A,, a;, A, 
die Parameter sind, welche einer die Curve R,4; viermal treffen- 


den Sehne zugehéren. Solcher Sehnen giebt es aber bekanntlich 
2—2 o— 5 —S , sodass nach Elimination von 4,, 4,, 4, eine 


Bildung vom vierfach so hohen Grade in 4, hervorgehen muss. Da 
nun 4, in allen Formen B linear, und mit 4,, 4,, 4, zusammen 
symmetrisch eingeht, so muss [S;| in den B, und somit auch [R_] 
in den @, also auch in den 0 vom Grade —s es 2 
folglich kommt: 








sein, 


(n—1),(n—2) (n—8) 


(34) [A,] = ( 3 ). 


§ VII. 
Das Hiilfsprincip des Projicirens.*) 


19. Was die noch tibrigen Coincidenzen von Singularitiiten an- 
geht, so wiirden jetzt die Bedingungen zu eruiren sein, unter denen 
auf der Curve R eine Selbstberiihrung eintritt, eine Doppelpunkts- 
tangente noch einmal beriihrt und endlich der eine Zweig eines 
Doppelpunktes eine Wendung aufweist. 

Die dazu erforderlichen Eliminationen sind indessen verwickelter 
Natur, sodass wir vorziehen, weitere Hiilfsvariable einzufiihren mittels 
einer Methode, welche auch die friiher bereits gewonnenen Elementar- 
eriterien von Neuem liefern wird. Dabei werden sich sammtliche 
Criterien getrennt von einander ergeben. 

20. Man fasse die Curve R(1) als Projection einer rationalen 
Raumcurve gleicher Ordnung auf. Die erstere sei dann mit R®, die 
letztere mit R‘) bezeichnet. Die letztere findet ihre Darstellung da- 
durch, dass zu den Coordinaten 2,, 2, 7, eine vierte x, (oder auch 
eine lineare Combination der vier x), zu den f,(A), f,(4), f(a) eine 
weitere, mit 2, proportionale Form /,(A) n‘* Ordnung mit willkiir- 
lichen Coefficienten hinzutritt, Umgekehrt verringert sich dabei die 
Zahl der conjugirten Formen g(A) (19) um irgend eine unter ihnen. 
Die Projection der Curve R® von irgend einem Raumpunkte auf 
irgend eine Raumebene wird, bei der Allgemeinheit der Coefficienten 


*) Wegen der algebraischen Formulirung dieses Princips vgl. § XV. 
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in den vier Formen f, zu einer R®) fiihren, die in ihren Singulari- 
titen keinerlei Besonderheit zeigt. Soll eine solche in’s Leben treten — 
es kommen hier immer nur Besonderheiten einfachster Art in Betracht, 
die von einer einzigen Bedingung abhiingen — so muss, wenn man 
sich die Projectionsebene beliebig, aber fest gewahlt denkt, der Pro- 
jectionspunkt auf einer algebraischen Flache liegen, welche durch die 
gedachte Bedingung reprisentirt ist. 

21. Es handelt sich vor Allem um den Nachweis, dass die Ord- 
nung der in Rede stehenden Fliiche — deren Irreducibilitaét in jedem 
einzelnen Falle aus ihrer Entstehung a priori einleuchten wird — 
genau gleich dem Grade der correspondirenden Bedingung in den 
Ausdriicken ,,0“ der Projectionscurve ausfallt. Das wird eben daraus 
hervorgehen, dass die linke Seite der Flachengleichung, etwa bis auf 
einen, von den Coordinaten unabhingigen, nur durch die ‘Hiilfspara- 
meter bedingten Factor, mit der linken Seite der beziiglichen Be- 
dingungsgleichung i. e. dem fraglichen ,,Elementarfactor“ identisch ist. 

22. Zu dem Zwecke gehen wir auf die Bedeutung der Relationen 
(21) (deren Anzahl jetzt nur n — 3 betrigt): 


(21) C1, dyndy = 0 

fiir die Raumcurve R®) etwas genauer ein. Schneidet man die letztere 
mit einer Ebene (w): 

(35) Uz =U, %, + UX, + tyr, + ue, = 0, 


so hingen die Parameter 4,,4,,...4, der  Schnittpunkte von der 
Gleichung ab: 


(36) sydt — 5, B81 fsb (1a = 0, 
wo mit Riicksicht auf (1), (nur dass der Index 7 von 1 bis 4 liuft): 
(37) (— 1)* Se = Uy Ux + Uy A2x + Us A3 x + Uy Ma xe 


Durch Elimination der « entspringen daraus die Gleichungen (21), 
oder, wenn man will, gewisse lineare Combinationen derselben. 

Legt man nunmehr der Ebene (uw) (35) die Beschriinkung auf, 
durch einen festen Punkt («’) zu gehen, so vermehrt sich das System 
(37) um die Gleichung: 


(38) O = Uy Hy Uy My! + Uys’ + Uy,’ 

und damit tritt auch zu dem Systeme (21) eine weitere Beziehung von 
der nimlichen Form: 

(39) at), =0, 

in deren Coefficienten die x’ linear eingehen. Und umgekehrt driickt 
augenscheinlich eine willkiirlich gewahlte (wenn nur von den Rela- 
tionen (21) linear independente) Beziehung (39), im Verein mit (21), 
das Gleiche aus: Die Punktgruppen 4,, 4,,...,4n der R® liegen 
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simmtlich auf Ebenen (wu) durch einen festen Punkt (a), dessen Coordi- 
naten linear durch die Coefficienten « von (21), (39) ausdriickbar sind. 
Fiir das Gesagte ist die kiirzere Formulirung erlaubt: 


Line beliebig, nur linear unabhingig von (21) anzunehmende 
Gleichung (39) ist diejenige eines Rawmpunktes (x'), als dessen polyedrale 
Coordinaten die Coefficienten s, in der Gleichung (36) aneusehen sind: 
das Coordinatenpolyeder wird dabei gebildet aus den (n + 1) Punkten 
(ay) (a). -- (Gn), deren Gleichungen — s, = 0 — vermdge der (n—3) 
Relationen (21) mit einander verkniipft sind. 

Durch Projection vom Punkte (a) aus auf eine beliebige Ebene 
geht die R®) tiber in eine R®), deren Punktcoordinaten drei geeigneten 
linearen Combinationen der vier Formen f(A) proportional sind, wihrend 
die zu diesen drei Combinationsformen conjugirte Gruppe durch die mit 
(21), (39) correspondirenden Formen at dargestellt wird.“ 

Damit ist die in Nr. 21 vorangestellte Behauptung erwiesen. 
Indem wir uns auf die Ermittelung des Grades der auf die R® be- 
ziiglichen ,,Elementarfactoren“ beschriinken, leiten wir den ihm gleichen 
Grad der Flache, der der Projectionspunkt (z’) angehéren muss, wenn 
ein solcher Elementarfactor verschwinden soll, mittels Methoden ab, 


die dem Gebrauche der raiumlichen, insbesondere der Liniencoordinaten, 
eigenthiimlich sind. 


§ IX. 
Die Grade der acht Elementarfactoren. 


23. Das Verschwinden irgend eines der auf die Projectionscurve 
R®(1) beziiglichen Elementarfactoren wird, wie sich zeigen wird, 
stets darauf hinauskommen, dass der zur Raumcurve R) gehirige 
Projectionspunkt (a) entweder auf einer solchen Selne derselben liegt, 
dass zwischen deren Parametern 4,, 4, noch eine algebraische Be- 
ziehung obwaltet, oder aber auf gewissen singuliren Ebenen. 

24. Die Liniencoordinaten p;, einer Sehne 4, , A, der R®): 


(ly u=f(4) (¢=1,2,3, 4) 
verhalten sich, wie die zweireihigen Determinanten der /;(A,), f;(4,) 





flay), fe(As) —~ 
m Pa a [cay fads = eho 





die in 4,, 4, symmetrisch und vom Grade » — 1 ausfallen. 
Sind nun die 4,, 4, noch an eine Bedingung gebunden: 
“ v 
(41) F(A,, 4.) = 0, 
so erfiillen die Sehnen (40) eine Regelfliche der Ordnung (n —1) (u-+-v) 
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(m — 1) (w+ ») 
2 


resp. 


, jenachdem die Form F'(41) in ihren beiden 


Argumenten unsymmetrisch oder symmetrisch ist. In der That geht 
dies sofort aus der Elimination von 4, (oder 4,) aus den beiden 
Gleichungen hervor: 


n—1 
, cs “_—~ 
(42) D2 Pix Pin = 2 Dix Pim = P(A,, 4.) = 0, 
Ae v 
F(A, , Ay) = 0, 


die entstehen, sobald man die in Rede stehende Regelfliiche mit einer 
Geraden (p’) schneidet. 

25. Besitzt dagegen die R®) eine gewisse endliche Gruppe von 
x singuléren Ebenen und der Projectionspunkt (2’) soll irgend einer 
unter ihnen angehéren, so ist der geometrische Ort von (a’) eine 
Fliche der Ordnung x, namlich eben das Aggregat jener singuliren 
Ebenen. 

26. Die zweite Art von Flachen (a), als die einfachere, mige 
zuerst abgehandelt werden; zu ihr werden drei Fille gehéren. Erstlich 
kommt die Gruppe der Hyperosculationsebenen in Betracht. Die zu- 
gehérigen Hyperosculationspunkte 4 werden durch Nullsetzen der vier- 
reihigen Determinante geliefert, welche sich aus den dritten (nach 4 
und einer homogen machenden Variabeln zu nehmenden) Ableitungen 
der f(A) bilden lisst. Man hat also 4(m — 3) solcher Ebenen, und 
da, wenn man von einem ihrer Punkte (z’) die R® projicirt, und nur 
dann, die Projectionscurve R® eine ,,Undulation“ aufweist, so wird, 
wie unter (16) angegeben, der ,,Undulationsfactor“ vom Grade 4(n —3) 
in den 0. 

27. Zweitens ist die Gruppe der die R® dreimal beriihrenden 
Ebenen in’s Auge zu fassen. Die je drei Beriihrpunkte 4,, 4,, A, 
sind durch die » — 3 Gleichungen bestimmt: 


(43) a2 AP As? Ap dg dy = 0. 

Die Elimination aller 4 bis auf 4, erzielt eine Endgleichung vom 
Grade 4(m — 3) (n — 4) (n — 5); somit ist = (m — 3) (n — 4) (n —5) 
die Anzahl der die R® dreimal beriihrenden Ebenen und gleichzeitig 
der Grad des ,,Tritangentenfactors“ (27) in den 0, 

28. Endlich sind noch diejenigen Schmiegungsebenen der R®) zu 
bestimmen, welche die Curve noch einmal beriihren, Man eliminire aus: 


(44) 03,9 2,2 2g dy dy == O 


alle Argumente bis auf das erste 4,: die Ordnung 6(n — 3) (n — 4) 
der Resultante wird zum Grade des ,,Wendeberiihrfactors“ (29). 
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29. Man erkennt unschwer, dass die Behandlung der in den 
letzten drei Nummern durchgefiihrten Fille nicht wesentlich von der 
friiher besprochenen (Nr. 15, 16) abweicht; sie sind auch nur der Voll- 
staindigkeit halber noch einmal erwahnt worden, und um den Gegensatz 
deutlicher hervortreten zu lassen, den das bei den Fallen zweiter Art 
einzuschlagende Verfahren darbietet. 

30. Soll, um wieder mit dem einfachsten Vorkommniss zu be- 
ginnen, irgend ein Doppelpunkt der R®) in eine Spitze ausarten, so 
muss der Projectionspunkt (z’) auf die Tangentenregelfliiche der R® 


riicken. Die Form F(A,, %) (41) stimmt dann mit der Differenz 
A, — A, tiberein, und die Ordnung der Filiiche, also auch der Grad des 
»,Cuspidalfactors* (12), wird gleich (m — 1) (w+ v) = 2(n — 1). 

31. Wir wenden uns zu dem — in § VII auf einem Umwege 
bereits abgeleiteten — ,,Trinodalfactor“. Da die R®) in eine Curve 
mit dreifachem Punkt projicirt werden soll, so muss durch den Pro- 
jectionspunkt eine solche Sehne (A,, 4,) an die R® gehen, welche die 
Curve noch einmal, in A,, trifft. Nun projicirt sich andererseits die 
R® vom Punkte 4, (und ebenso vom Punkte 4,) aus in eine R®, mit 
e=—3 Ss =8. Doppelpunkten; mithin wird die Correspondenz F (A,,A,) 
hier symmetrisch in beiden Argumenten vom Grade (n — 2) (n — 3), 
sodass danach die Ordnung der von den dreifachen Sehnen der R 
gebildeten Regelfliche zuniichst gleich (n — 1) (n — 2) (n — 3) resul- 
tiren wiirde. Da indessen jede der dreifachen Sebnen hierbei dreimal- 
zihlend vorkommt, so ist auch die wirkliche Ordnung der Flache 
nur der dritte Theil jener Zahl. Das war aber das in (34) notirte 
Ergebniss. 

Algebraisch bedeutet die eben angestellte Abzahlung die Zuriick- 


fiihrung der Aufgabe auf die einfachere, friiher ((8), (9)) erledigte, die 


Gleichung fiir die Doppelpunktsargumente einer R&), herzuleiten. Die 
letztere ist projectivisch durch die zu ihr gehérige Gruppe der con- 
jugirten Formen «,,-1, festgelegt, und ihre Doppelpunktsform A (10), 
die sowohl in 4,, wie in A, bis zum Grade (m — 2) (n — 3) ansteigt, 
wird identisch mit der gesuchten Correspondenzform J'(A,, A,). 

32. Eine ,,Selbstbertihrung“ der R® tritt ein, wenn der Pro- 
jectionspunkt auf einer derartigen Sehne (4,, 4,) der R™ liegt, dass 
die letztere Curve noch in 4,, 4, von einer Ebene beriihrt wird. Durch 
Elimination der 4,,4,, ..., 4, aus den Gleichungen 


(45) 022282, 2g dy, = O 


ergiebt sich die Gleichung F'(A,,4,) = 0 als symmetrisch in 4,, 4, 
vom Grade 2(m— 3). Die Ordnung der beziiglichen Sehnenfliche 
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wird demnach 2(m— 1) (m— 3), und man hat fir den ,,Selbst- 
beriihrungsfactor [A,T,]“ der R®): 


2(n—1) (n—3) 
(46) [A,TJ—(" 8 ). 

33. Irgend ein Doppelpunkt 4,, 4, der R® weist in einem seiner 
Zweige eine Wendung auf, wenn fiir die Raumcurve R die Schmie- 
gungsebene A, (resp. 4,) noch durch den Punkt A, (resp. 4,) geht. 
Das Resultat der Elimination der Restparameter 4,,4,,..., 4, aus 
den Bedingungsgleichungen : 

(47) O23 2a As Ago a, 0 
3(n—3), (n—3) 


ist eine Form F( 4, A, ). Die betreffenden Sehnen erfiillen dem- 
nach eine Fliche der Ordnung 4- — ut ee sas 2(m — 1) (n —3) 
und es kommt fiir den ,,Doppelpunktswendungsfactor [QA] der R®: 


4(n—1) (n—8) 


(48) [QA} = ( 

34. Den Schluss macht die Aufstellung des Criteriums dafiir, dass 
eine Doppelpunktstangente der R®) noch einmal beriihrt, oder auch 
dualistisch, dass sich in dem einen Beriihrungspunkte einer Doppel- 
tangente ein Doppelpunkt befindet. 

Der projicirenden Sehne (4,,4,) der R® muss dann die Higen- 
schaft zukommen, dass die (sie enthaltende) Beriihrungsebene (A,,4,, 4.) 
die Curve noch einmal, in 4, beriihrt, und man hat aus den beztig- 
lichen Bedingungsgleichungen: 

(49) G22 AAP Ac Ayr dy = 0 

die A,, 4g, 4,, +.) 4, zu eliminiren, um die zugehérige Form F'(A,, ,) 
zu crhalten. Letztere wird vom Grade 4(m — 3) (m — 4) im 4, und 
vom Grade 2(m — 3) (wn — 4) in 4,. Die Summe beider Anzahlen ist 
mit (n — 1) zu multipliciren, um die Ordnung der in Betracht kom- 
menden Regelfliiche zu haben, und es ist demgemiss fiir den ,,Doppel- 
punktstangentenberiihrfactor [AM] ‘: 


6 (n—1) (n—3) (n—4) 


(50) [AMJ=( 0). 

35. Die so nach einheitlicher Methode hergeleiteten acht Anzahlen 
fiir den Grad, welcher den behandelten acht Elementarfactoren in den 
dreireihigen Determinanten |a,;a,a;| = 0;,; = 0 eignet, sollen in der 
Tabelle zusammengefasst werden: 


[AA] |2(~—1); 
[MM] |4(n—3); 


wry {AaTH!2@—1) 3); [5] Fo 2) (8), 

















[QA] 4(m—1) (n—3); [Th] |= %—8) (n—4) (n—B), 
rane | 6(n —3) (n—4); [AM]| 6 (n—1) (»—3) (m- -4). 
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§ X. 
Die sechs Zerfallungsgleichungen. 


36. Die Zerlegung der drei Discriminanten und der drei Resultanten 
der Tabelle (11) ist jetzt ausfiihrbar. 

Welche der Elementarfactoren bei jeder der sechs Zerfillungen 
in’s Spiel kommen, ist a priori evident; es kann sich also nur um die 
Ermittelung der jeweiligen Vielfachheit oder der Exponenten handeln, 
mit welchen jene Factoren behaftet sind. Da ist es wiederum klar, dass 
die Exponenten aller, mit Ausnahme des Cuspidalfactors [AA], feste 
d. h, von » unabhangige (ganze, positive) Zahlen sind. Denn beim 
Verschwinden irgend eines der sieben andern Factoren riickt fiir jede 
R®, welches auch ihre Ordnung » sein mag, immer je die gleiche 
Anzahl von Singularitétsargumenten zusammen. 

Zum Theil trifft das auch fiir das Verschwinden des Cuspidalfactors 
zu: denn in einer Spitze vereinigen sich immer die Argumente zweier 
(einander gleich gewordener) Doppelpunkte und eines Wendepunkts. Aber 
andererseits gehen von einer Spitze (welche die Classe der R, um 
Eins, also auf die Zahl 2 — 3 erniedrigt) noch 2m — 6 Tangenten 
an die Curve, und diese letzteren gelten als ebensoviele ausgeartete 
Doppeltangenten, deren einer Beriihrpunkt je in die Spitze hinein- 
geriickt ist. 

Daraus folgt, dass wohl in den Formen D(Q), D(A), R(QA) die 
Vielfachheit von [AA] ebenfalls eine constante sein muss, dagegen in 
den Formen D(M), R(QM), R(AM) von n abhingig. Die beziig- 
liche Function von » kann, wie die Vergleichung der Grade fiir beide 
Seiten der Zerfallungsgleichungen lehrt, nur eine ganze rationale sein, 
und zwar bei R(QM) vom ersten, bei D(M) und R(AM) hiéchstens vom 
zweiten Grade, Bezeichnen also a, a’, a’, B, y, 0, €, ... unbekannte 
Zahlen, so lisst sich fiir die gemeinten Factorenzerspaltungen das 
folgende Schema ansetzen; 


D(Q) = (AA}[MM), 
D(A) = [AA}*[4,T.]* (As), 
D(M) = [AA}o"+¢"+2"[A, T,]? [MM] (2M)? [T3]*, 
R(QA) = [AA]*[QA}, 
R (QM) = [AA]«"+# [MM]¢[QM]?, 
R(AM) = [AA]#*+2"+2" (A, T, J? [AM]". 





(62) 





Der Kiirze wegen sind dabei dieselben Buchstaben wiederholt worden, 
trotzdem sie immer andere und wieder andere Exponenten angeben. 
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Die ganzen Zahlen B, y, 0, , . . sind nothwendig positiv und grésser 
als Null und das Gleiche gilt von « in der ersten, zweiten, vierten 
und fiinften Formel, wihrend in den zwei tibrigen a >0, «’ und a” 


dagegen hier und in der fiinften eventuell 30 ausfallen kénnen. 
37. Die Gradvergleichung bei der ersten der Identitiiten (52) ergiebt 


unmittelbar «@ = 1, 6 = 1, was schon unter (18’) festgestellt war. 
An zweiter Stelle, bei D(A) kommt identisch: 


(53) 2(n—1) {(n—1)(n—2)—1} =2(n—1) {a+B(n—3)+1 (n—2)(n—3)} 


also sofort daraus y= 6, weiter 3—=5— B i.e. B = 2, und damit 
a= 1, 

38. Indem die niichstfolgende Zerlegung, als die complicirteste 
zuriickgestellt werden mége, haben wir fiir die vierte: 


(54) 2(n —1) . 2(n—2) = 2(n—1) {a+ 28(n—3)}, 
was zur unmittelbaren Folge hat: 

a=2, p=l. 

39. Die fiinfte der Identitiiten (52) fiihrt zu: 

(55) 10(n—2)(n—3) = 2(n—1)(an+e’) + 48 (n—3) 

+ 6y(n—3)(n—4) 
und durch Vergleichung der Coefficienten von n?, m, 1 zu: 

5 a+ 3y, 
(56) 25 = a— a — 26+ 217, 
30 = 36y — a’ — 68. 

Gemiiss der Forderung « > 0, y > 0 hat die erste dieser Relationen 
nur die eine Lisung « = 2, y = 1, wodurch die beiden andern werden: 


—2—d¢428, 6=ac +66, 


a==—6, p=2 


also nur durch 


befriedigt werden. 

40. Fiir die beiden noch restirenden Zerlegungen, webs sich 
auf die dritte und sechste Formel (52) beziehen, wird die Methode der 
Coefficientenvergleichung allein nicht ausreichen zur Bestimmung simmt- 
licher. Exponentenzahlen, sondern es wird sich als néthig erweisen, 
fiir gewisse niedrigste Ordnungen n, etwa n = 4, direct vorzugehen. 

Behufs Aufsuchung der Exponenten in der letzten Formel (52) 
hat man zuvorderst: 


(57) 6(n —1)(n—2)(n—3) = 2(m—1)(an?+a'n+a”) 
+ 28(n—1)(n—3) + 6y(n—1)(n—3)(n—4), 
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was jedenfalls die Theilbarkeit der quadratischen Form an? + a’ n+ a” 

durch » — 3 nach sich zieht: 
an? + a'n + a” = (n—3) (an+a,). 

Nach beiderseitigem Heben mit 2(m— 1) (m—3) bleibt: 

(57) 3(n—2) = an + a, + B+ 3y(n—4) 

und diese Identitét zerlegt sich in die beiden Gleichungen: 
3=a+3y, —6—a,+ 6 — 127, 


deren erste die ausschliessliche Lésung y = 1, a = 0 besitzt, wodurch 
die andere iibergeht in: 





6=—a, +68. 
Hier sind vorderhand die fiinf Werthsysteme «,, 8 = (1,5), (2, 4), 
(3, 3), (4, 2), (5, 1) moglich, Erst die genauere Untersuchung des 


Falles » = 4 wird lehren, dass B allein der Werth Vier, demnach 
a, der Werth Zwei zukommt. 


41. Aehnlich, nur noch verwickelter, sind die Vorkommnisse bei 
der Zerlegung von D(M), namlich in der dritten Formel (52). 
Vermige Gradvergleichung findet man zuniachst: 


(58) 4(m—3) {4(n—2)(n—3)—1} = 2(n—1) (an?+0'n+a") 
+ 2B(n—1)(n—3) + 4y(n—3) + 68 (n —3)(n—4) 
+ = e(n—3)(n—4)(n—5), 


sodass wiederum die quadratische Form an* + a’n-+ a” zerspaltbar 
ist in 
an? + a'n + a” = (n—3)(an+a,), 


wodurch sich (58) vereinfacht zu: 
(58) 2{4(n—2)(n—3)—1} = (n—1)(en+a,) + B(n—1) + 27 
+ 34(n—4) + = e(n—4)(n—5). 


Die drei damit fiquivalenten Relationen zwischen den Zahlen «, a, , B, 
y, 9, € lassen fiir die letzteren, wie leicht zu erkennen, eine mebrfache 
Mannigfaltigkeit von Lésungen zu. Ohne uns daher auf dieselben 
einzulassen, nehmen wir gleich das unten bewiesene Ergebniss zu 
Hilfe, dass fiir » = 4 (wo die Factoren [T,], [2M] itiberhaupt nicht 

auftreten kénnen) 6B = 2, y=—1 und 4a-+4 a, =—2 wird. Nun geht 

aus (58’) fiir 6 — 2, y = 1 hervor: 





8 = ate, 
(59) —40=—= a,—a+2+ 306 —6z, 
46 = — a, — 126+" «. 
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Die erste dieser Beziehungen tiberzeugt uns davon, dass die ganze 
positive Zahl «(> 0) durch drei theilbar sein muss: 
e=3e,, 8=a-+ 2a. 
Denn sonst ware «@ ein irreducibler Bruch mit dem Nenner drei, 
was nicht angeht, da (n—3) (an+a,) fiir jedes m(> 4) ganzzahlig 
ausfallen muss. Die Gleichung 8 = a + 2¢, bietet nur vier brauch- 
bare Lésungen, niimlich ¢,, a = (1, 6), (2, 4), (3, 2), (4,0). Aus den 
beiden weiteren Relationen (59) folgt aber durch Addition: 
, 4ta+t9d —22¢,. 
wodurch von den vier angefiihrten Werthsystemen (2,, «) alle bis auf 


&,; = 2, «= 4 ausgeschlossen werden. Damit wird zugleich 6 = 4, 
und, wegen 4a + a, —2 endlich a, — — 14, 


42. Durch Zusammenfassung der in den Nummern 37 bis 41 erzielten 
Resultate gestaltet sich demnach die Tabelle (32) definitiv, wie folgt: 
D (Q) = [AA}[MM}, ' 

D(A) = [AA)[4,T,}[45)°, 

D(M) = [AAP B69) A, TP [MM] [2 M]*[Ts]°. 
R(QA) = [AA}*[QA), 

R(QM) = [AA}?@-9) [MM}? [QM], 

R(AM) = [AA}?-*)[Q, T,]* [AM]. 


Man ersieht daraus beiliufig, dass D(Q) sowohl in D(M), wie in 
R(QM) als Factor enthalten ist. 





(60 





§ XI. 
Der Fall » — 4, 


43. Wihrend die Bezeichnung (1) der Formen f(A) beibehalten 
werde, notiren wir die conjugirten g(a) (19) jetzt lieber mit: 
(61) eM Bh Ai AB, pt 
P2 (4) = Bx = By + 48,4 + 68,4? + 48, 4° + B, a4 
und setzen zur Abkiirzung fiir die (den Ojm_ = |@:@m4,| proportionalen) 
zweireihigen Determinanten: 
Q; ay 
Bi Bx 
Von den ganzen Functionen 2, A, M berechnen wir insbesondere je 
die beiden fussersten Coefficienten, da es zweckmissig ist, das Argu- 


ment 4 = 0 (resp. 4 = oo) der Reihe nach zu einem der Singularititen- 
argumente zu machen. 


(62) 


= Nix. 
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Die Form Q, als Functionaldeterminante der binairen Formen (61), 
lautet unter der festgesetzten Beschrankung: 


(63) Q(A) = oy + Bad + +++ + 3m A> + my, A°. 
Zweitens gelangt man zur Doppeltangentenform M am einfachsten 
durch Elimination von 4, aus: 


yas == (a + 2a,A4 + a, A?) + 24, (a, + 20,4 + a, A?) 
+ A,2(a + 20,4 + a At) — 0, 
Braz = (By + 28,4 + B, 47) + 24, (8B, + 28,4 + B,A°) 
+ 4,? (Be + 2B; + B, A?) =0, 
also: 
(64) M (4) =(4 29) 49 — m2) +44 {2 m5, 45 +22 (242— Mg) } +o 
+ (454 Tyg — M4) AS +427 {27;, 13 My4 (Hyg — m,,)} +°*:. 


‘ir einen Doppelpunkt (A, 4,) endlich miissen alle drei Determinanten 
der Matrix verschwinden: 


Oy + a, (A+ A) 4+ aA, A, a + a, (A + A.) + 04,4, 
@, + a(A + A,) + aA, 4, 














5 = 
0) | By + BA A) + Beha, B+ B+ A) + AL, 
By + Bs(A + 44) + By As, 
2 Ay A, A, | 
7. & GY 
sodass die Doppelpunktsform A dadurch zu Stande kommt, dass das 
Resultat der Elimination von 4, aus oh =0(0 und |Ar Ar | = 0 
B, B, 'B, B,| 








dividirt wird durch dasjenige der Elimination von 4, aus A, = 0, B, = 0. 
Die Ausfiihrung leitet zu der Entwickelung: 









































(66) A(A) = Moy Xor|| Mo T2| | Xoy Me | 
2 {| Wyo My | | yg Wg Hi Hs 
4+ | Ho, Too | | oo | | Rory RogH 12 | | Woo Myo) 9 | or %12 oa 73 | 
PL | Myo Wy3 || Wig Wyq | I 9914+ ys | | yg Tog M9 Mog | | Wyy N4| 
a To2| | Tos 2 —3|"n Tyo | | Toe 712 
Myq Hyg || Wy4 Mos | | yy Wag | | yy Noy 








Hoo To | mr 
13 Woy 


Ho, Xoo 











|2 
BT Hoy toot as 
4 
~ 12 Hy 
wo die Coefficienten von 4°, 4° aus den angeschriebenen von A°, A! 


durch Vertauschung der x mit den symmetrisch gelegenen Grissen 
hervorgehen. 





Hi Ws 
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44. Vermoége der Ausdriicke (63), (64), (66) lisst sich fiir den 
vorliegenden Fall zunichst die Vielfachheit des Cuspidalfactors [AA] 
in den Formeln (52) rechnerisch nachweisen. 

Soll nimlich die Curve R, im Punkte 4 = 0 eine Spitze erhalten, 
so ist dazu, wie die Bildung (15) erkennen lisst, das gleichzeitige Ver- 
schwinden von 2;, % , %,. nothwendig und hinreichend. Setzt man 
demgemiiss 
(67) Hy = EQ» Wag = FQo2, Mo = FO40 


und beriicksichtigt, dass dann [AA] mit der ersten Potenz von « pro- 
portional wird, so hat man nur noch zu ermitteln, durch welche 
Potenz von «é die linken Seiten von (52) jeweilig theilbar werden, um 
mit diesen Potenzexponenten zugleich die betr. Vielfachheit des Factors 
[AA] zu haben. 

Durch Substitution von (67) nehmen die Entwickelungen (63), 
(64), (66) die Form an: 


Q(d) = em + ea,4+ 0,42 +--- = 0, 
(68) A(A) =e Ay + cd A+ AAP... = 0, 
M(A) = ey + eu A+ wd? ++-- = 0 


wo die @, 4, w den Factor ¢ nicht mehr enthalten. 

Die Bézout’sche Bildungsweise der Discriminanten und Resultanten 
lisst direct ablesen, dass D(Q) und D(A) mit der ersten, dagegen 
D(M), R(QA), R(QM), R(AM) mit der zweiten Potenz von « pro- 
portional werden, 

Eine héhere Potenz von ¢ kann nicht ausgeschieden werden, da 
sonst (ausser den in 4 =O entfallenden Argumenten) noch weitere 
gleiche resp. gemeinsame Wurzeln der Gleichungen (68) existiren 
miissten, was nicht der Fall sein kann. 

45. Kine Undulation im Punkte 4 = 0 kann nur fiir a — £, = 0 
d. i. 2%, = 0, Xoo = 0, 23 = 0, 2), = 0 (ohne dass x,, mitverschwindet) 
eintreten. Man setze dementsprechend: 


(69) toi = 8x0; (i = 1, 2, 3, 4) 


so wird einerseits der Undulationsfactor [MM] als die Resultante der 
beiden Formen a, By (61) mit der ersten (und keiner héheren) Potenz 
von € proportional. Andererseits nehmen jetzt Q(A) und M(A) die 


Gestalt an: 
(70) iti = 20, + Bah + Od +s, 
M(A) = éuy + €6,4 4+ wd? -+--- 


sodass die Discriminanten beider Formen durch ¢, ihre Resultante in- 
dessen noch durch ¢ theilbar wird. 
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46. Der Selbstberiihrungsfactor [A,T,] fallt hier mit der Discri- 
minante der Invariante j des Formenbiischels a, + xf,» zusammen. 
Sollen im Besondern 4 = 0 und 4 = oo seine beiden Parameter werden, 
so haben gleichzeitig 25, %,, %23, %, und 2; zu verschwinden. 
Nimmt man aber wiederum diese fiinf Gréssen mit einer und der- 
selben Grésse ¢ proportional an, so zeigt sich, dass noch die erste 
Potenz von « als Factor in [A,T,] enthalten ist. Die Formen A und 
M weisen « auf, wie folgt: 


A(a) = €4, + eA A+ AAP +--+ AAT + GAAP + AAS, 
M(A) = pty + € 6A + wad? 4 +++ + wg d® + ey, A? + ends; 


ihre Discriminanten werden durch ¢?, ihre Resultante durch ¢ theilbar. 

47. Um den Einfluss des Trinodalfactors [A,] zu studiren, ist es 
zweckmissig, in der Canonisirung der Formen noch einen Schritt 
weiter zu gehen. Man denke sich einen der drei Doppelpunkte bereits 
mit den canonischen Argumenten 0, co versehen. Dann diirfen wir, 
ohne der Allgemeinheit zu vergeben, die Coefficienten von a so an- 
nehmen, dass «, = a, =a, =0, a =a,=—1 wird. Damit kommt 
fiir den Trinodalfactor 


aw { 


Gi & G, Gs 


(72) ad — |e O68, — Be 
Bi Bs Bs Bi 


und fiir die Form A: 


(73) A(A) = 0 + B,(B, Bs — B,*)a + 4,2? + A, a8 + A,as 
+ B,(8,B;— B.”)4° +0. 4°. 


Die Discriminante D(A) wiirde somit zunachst durch die vierte Potenz 
von [A,] theilbar werden. Davon entfallt die zweite Potenz je auf die 
Bedingung, dass sich von den sechs Doppelpunktsargumenten zwei 
in 4=0, resp. zwei in 4 = oo vereinigen. Da aber beim wirklichen 
Eintreten eines dreifachen Punktes auch noch die beiden letzten jener 
sechs Wurzeln coincidiren miissen, so erfordert die Symmetrie, dass 
noch einmal eine zweite Potenz von [A,] in D(A) auftreten muss, im 
Ganzen demnach die sechste Potenz. 

Dasselbe Ergebniss lisst sich indessen auch ohne die gemachte 
Annahme ableiten. Wir setzen: 


, , , 2 
(74) yp = EH, yg — E13, Woy —= EM93, oy Moy — Moa — EA, 


so ist durch das Verschwinden von « das Criterium dafiir gegeben, 
dass ein dreifacher Punkt entsteht, fiir den zwei Parameter die Werthe 
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0, co annehmen. [A,] wird mit der ersten Potenz von ¢ proportional, 
und A schreibt sich: 


(75) A(A) = A, +4 eA APA A+++ PAs + dat ed’. 
Im Uebrigen schliesst man, wie oben. 

46. Was endlich den Factor [2A] angeht, so hat man im Zweige 

4= 0 eines Doppelpuukts (0, 00) eine Wendung fir 

Ty = M13 = Nyy = Hy, = 0. 
Macht man also wieder die genannten vier x mit einer Grésse ¢ pro- 
portional, so haben die gleiche Eigenschaft nur je das erste Glied der 
Formen Q und A, und damit auch ihre Resultante. Es kann daher 
auch nur die erste Potenz von [QA] in R(QA) enthalten sein. 

Es sind auf diese Weise nicht nur die in Nr. 40 und 41 vorweg- 
genommenen Hiilfsresultate begriindet, sondern tiberhaupt die Zerlegungen 
(52) fir n = 4 von Neuem abgeleitet worden. 

Man kann indessen, im Wesentlichen mit denselben Hilfsmitteln, 
auch ftir ein beliebiges » die Natur der den einzelnen Factoren in 


(52) zukommenden Vielfachheiten aufdecken, was sofort in Angriff 
genommen werden soll. 


§ XII. 
Die Vielfachheiten der Zerlegungsfactoren. 


47, Wir operiren wiederum gleichzeitig mit den Formen f(A) = a,, 
und ihren conjugirten g(4) = «a,,, und bevorzugen die canonischen 
Argumente 4=0 und 4= oo, sowie als typische Grundlage den 
Fall n = 6. 

Die Discriminante der Wendepunktsform Q erledigt sich mit einer 
einzigen Bemerkung. Die Entwickelung von Q beginnt mit: 

(76) QA) == Doyo fF AAVo13 + (B14? Dq44 + b..4? 9y03) + ++. 
Behufs Coincidenz zweier Wurzeln von Q=0 in A=O haben 44), 
und 6),, zu verschwinden. Das hat zur Folge, dass entweder die 
ganze Matrix |a, a,| der aus den beiden ersten Verticalen der a 
gebildeten Reihen, und damit alle doi1x(% = 2, 3, 4,...) verschwinden, 
oder aber noch 69.5 und 0,.,. Das Erstere entspricht dem Eintreten 
einer Spitze, das Letztere dem einer Undulation. 

In der That wird fiir 0o:4— €0q:, der Cuspidalfactor mit ¢ pro- 
portional, andererseits aber auch D(Q). Das Letztere gilt aber auch 
fiir Ooi. = EDni2, Oo13 = E9013, Dyog = E0028, D193 = E0123, es kann 
somit auch der in D(2) enthaltene Undulationsfactor, als ganze Func- 
tion der 6, nur durch die erste Potenz von ¢ aufgehen. Das ist der 
Inhalt der ersten Zerlegungsformel (52). 


Mathematische Annalen, XXXVIII. 26 
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48. Das von 4 freie Glied der Doppeltangentenform M(A) kann 
man vermége der in (7) gegebenen Herleitung ohne Weiteres hin- 
schreiben, es ist die Discriminante der Form 


(77) T =| &% + a A,, ey @,4,,~~ +) Ons + On2, | 
= Doro + So1344 + Gog dy? + ++ + Porn dy 
Um das Gleiche fiir die Doppelpunktsform A(A) zu leisten, beachte 
man, dass auf Grund der Beziehung (9) das von A freie Glied des 


Productes AMQ gleich der Resultante aus der Form T (77) und aus 
der iihnlich gebildeten: 


78) A=|a@)+ 2a,A+ @,d?, a, + 2a,A+ a, d*,...,Gn—3 + 2e__gd + 1A? 
0 1 2 1 2 3 





= 0519 +205,,4 +A, 47+--- 
ist. 
Wir legen die beiden Ergebnisse in den Formeln nieder: 
(79) M(0) = D(T), A(0) = #4:0D 


Bose , D(T) ; 

49. Mit Hiilfe der Darstellungen (76) und (79) ist die Vielfach- 
heit des Cuspidalfactors [AA] fiir simmtliche Zerlegungen (52) un- 
schwer zu bestimmen, Setzt man wieder, wie oben, doi = €0i1x, 80 
enthalten simmtliche Coefficienten von T (77) den Factor ¢, sodass die 
Discriminante von T noch durch ¢~-*), die Resultante von A und T 
noch durch é**—*, und endlich A(O) noch durch «' theilbar wird. 
Daraus liisst sich weiter folgern, dass die Coefficienten von M(A) 
successive um Kins abnehmende Potenzen von « aufweisen: 
(80) (a) — poy 2° py APA pe Ee agg gy AO et 

H Mains POY +s +: 

Denn mit verschwindendem « riickt von 2(n—3) Doppeltangenten je 
der eine Beriihrpunkt in die Spitze 4 — 0 herein: setzt man also vor 
erfolgtem Grenziibergang irgend eines der fraglichen (und gleichbe- 
rechtigten) Beriihrargumente t mit einer unendlich kleinen Griésse 4 
vergleichbar, also ihr Product mit 7°(—), so ergiebt sich aus der 
Aequivalenz von 9?) mit 2-5), dass 4 mit ¢ selbst vertauscht 
werden kann. Mithin nehmen in M(A) die Potenzen von ¢ genau so 
ab, wie in dem Producte der (c—A). q. e. d. 

Dies liefert endlich gemiiss (9) die Entwickelung fiir A: 
(81) A(A) = AveptaApedA faa... 
Aus der Art des Auftretens von ¢ in den Anfangsgliedern von 2, M, A 
fliesst unverziiglich die Vielfachheit von ¢ und damit von [AA], wie 
sie fiir die Discriminanten und Resultanten jener drei Formen in (52) 
angegeben steht. 

50. Auch der Undulationsfactor [MM] macht keine Schwierig- 
keiten. Wie in Nr. 47 substituiren wir fiir 09,., 9913, Ogos, Oyo3 mit 
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é proportionale Ausdriicke. Dann enthalten die beiden ersten Glieder 
von 2, wie auch das erste von M « zur ersten Potenz, Da auch das 
zweite Glied von M noch mit ¢ verschwinden muss, «¢ aber hier keinen- 
falls in einer héheren Potenz auftreten darf, als im ersten Gliede, so 
kann das wiederum nur die erste Potenz sein. Damit ist erklirt, 
wesshalb ¢, also auch das ihm proportionale [MM] in D(Q) und D(M) 
nur einfach, in R(QM) dagegen doppelt auftritt. 

51. Zur Untersuchung des Trinodalfactors [A,] nehme man fir 
den Augenblick an, irgend einer der Doppelpunkte besitze bereits das 
Argumentenpaar (0, co), dann diirfen wir in der ersten der Formen 
@,, simmtliche Coefficienten bis auf die beiden iiusseren gleich Null 
annehmen. Seien B,., 7,...- die weiteren zugehdrigen Formen, so 
kann ein dreifacher Punkt (0, oo, 4,) nur unter der Bedingung ent- 
stehen, dass die Beziehungen 
(82) Bo, c2,2,, 245 +++ 2g = 0, 70, ©, 5,26 5°*%; dy, = = 


bei festem A, fiir ein einfach unendliches System von Werthen 
(Ay, 45,.+.+, 4n) erfiillt werden. Bezeichnen Yn—25° Syn—2 die zu den 
Formen By ,. yn-2) Yo,,an-20 + conjugirte, so ist die gemeinte Be- 
dingung quivalent mit dem gleichzeitigen Verschwinden von 1, , 2 
und Sy n-2: Der Trinodalfactor ist somit in unserem Falle in zwei 
Factoren zerlegbar, von denen der eine, auf den Doppelpunkt (0, 00) 
beziigliche itibereinstimmt mit der Resultante R(r, s) d. i. einer Bildung, 
die in den Coefficienten 6, y,... von (82) je vom Grade nm — 2 wird; 


n—2 
(83) R(r, 8) = (8B, y,...)- 


Versteht man demnach wieder unter é eine beliebig kleine Grésse 
und setzt 

(84) R(r,s)= eR, 

so verschwindet in der Doppelpunktsform A(A) je das aiusserste Glied, 
wihrend das nachst benachbarte noch ¢, aber nur in der ersten Potenz 
als Factor enthilt. Denn die Coefficienten von A sind, nach (10), vom 
Grade m — 1 in den a, B, y,... Es kommt also 


(85) A(a) =O + asd fees fa’ eAeNer9t 4 0, Amr), 


Hebt man nachtriglich die Specialisirung der Argumente (0, oo) wieder 
auf, und setzt demgemiiss 


(86) Hyp = EM, My = FM, A, — ety, R=—eh, 


so iindert sich, wie schon fiir m = 4 nachgewiesen, die Form (85) nur 
insofern, als an die Stelle der Null beidemal ¢ tritt. 


26* 
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Um jetzt die alleinige Wirkung des Argumentes 0 zu erkennen, 
bringt man mittels einer linearen Transformation das Argument oo 
an irgend eine andere, endliche Stelle, sodass nur noch die beiden 
ersten Glieder von A in Betracht kommen. Diese liefern zur Dis- 
criminante den Factor «*: wegen des symmetrischen Einflusses aber, 
den alle drei Argumente des dreifachen Punktes auf das Verschwinden 
von [A,] haben, ist jener Factor «? dreifach zu nehmen, Daher die 
sechste Potenz von [A,] in D(A) (52). 

Dass sich genau in derselben Art drei Doppeltangenten zu einer 
dreifachen Tangente vereinigen, ist evident. 

52. Die Factoren [2A] und [AM] in R(QA) resp. R(AM) kénnen 
mit zwei Worten ihre Erledigung finden. Verlegt man das beziigliche 
Argument von Q resp. M in die Nahe von 40, so wird jedesmal 
das erste Glied von Q resp. M proportional mit ¢: wie daher auch 
das erste Glied der zugehérigen Form A beschaffen sein mag, die 
Resultante kann immer nur die erste Potenz von « enthalten. 

Das Gleiche gilt auch noch von dem Factor [QM] in R(QM). 
Es eriibrigt noch, das Verhalten von [2M] in der Discriminante von 
M, sowie des Selbstberiihrungsfactors [A,T,] in D(A), D(M) und 
R(AM) einzusehen. 

53. Was den letzteren Factor angeht, so verfahre man, wie eben. 
Sollen die Argumente einer Doppeltangente in die eines Doppelpunktes 
(0, oo) hereinriicken, so haben die Gleichungen zu bestehen: 


(87) Bo, 0,00, 00,25,265*++ 52y — 0, 10,0, 20, 0, 25, 2ey***sdy — 0, sliding 


wihrend wiederum a, = a, =--- = a; = 0 gesetzt ist. Dex Selbst- 
beriihrfactor erweist sich mit dem Quadrate der Resultante P von (87) 
proportional. Die Vergleichsgrésse » tritt in A und M auf, wie folgt: 


A(A) = 0 + asht---fa’ed@ema-1 4.0, Arena), 
(88) ee = ett bed f+ + + DV’ gdtlr—(n—8)—1 4 52 J a(n—2)(n-3), 


D(A) wird durch «*, also durch [A,T,]? theilbar; desgleichen D(M), 
dagegen R(AM) durch [A,T,]*. 

Substituirt man vunmehr wieder statt 0, co in der Nihe befind- 
liche Werthe, so werden A und M zu: 


A(a) =e f+ aed tees fa edm—Ver—21 4 gAir— 0-2) , 
(89) Sona om + bed +. _" + BD g A4(n—2) (n- 8)—1 + & AMm—2)(n—8) | 


wihrend |A,T,] nur noch mit der ersten Potenz von « vergleichbar 
wird. Da aber D(A), D(M), R(AM) jetzt nur noch durch ¢?, &, «4 
theilbar sind, so ergiebt sich je die naimliche Vielfachheit von [A,T,] 
von Neuem. 
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54. Als Typus zur Behandlung des Wendeberiihrfactors [2M] 
kann der Fall m = 5 dienen. Zuniichst berechne man die beiden ersten 
Glieder von M(A). Mit Einfiihrung der Abkiirzungen: 

(90) Ay = + 2a,4+ a,4%, A, =a, + 20,4 + a, A?,... 
wea, Ay = a, + 20,4 + @, A? 
wird die Correspondenzform C(A°, A,*) (4): 
(91) C= |AgA,A,| + 4, {Ag A, As] + Ay?) Ag A, As| + A,°|A, A, As), 
wo : 
|AoAy Az] = So12 + 209134 + ° + +5 
AyA As! = Sais + 2(Doig +9025) 4 + °° -; 
[Ag Ag Ag| = So23 + 24 (Dog + 9493)4 +--+, 
JA; Ap As| = 9125 + 20,.,4 +++. 
Danach kommt fiir M(A): 
(93) M(4) = M+ 4Ma+--., 
wo M,, M, die Bedeutungen haben: 
My = 4 (3 Do12 Soo ae dirs) (3 9513912 ans dv2s) — (9 Do12 9195 wae 9o13 9023)", 
My = (389129503 — S013) [6 (Borg P424-+ 9123 Dora + 94023 900s) 
— 4(9503 5024 +923 9423)) 
+ (389429425 — 9028) [6 (842 F924 + F012 5123 + Fors F023) 
—4 (90139014 + F013 Fo25)] 
— (999129423 — Boys 923) (990129124 + 990139123 — Fors Fors 
\ — 94139123 —923 9014 — 90239025) 
Indem wir alle 433, (x = 0, 1, 4,5) gleich Null annehmen, haben wir 
nur einer Doppeltangente die Argumente 0, co beigelegt. *) 
Dadurch vereinfachen sich M, und M, zu: 
(95) M, = 0, M, =—— 12.8013 9494 
und entsprechend die beiden letzten Glieder von M, sodass nunmehr: 


(96) M = 0+ (—48) d9130,.,4 + - - + + (—48) d2u50;5, 429 + 0.4%, 


(92) 


(94) 








*) Wiirde man von dieser canonischen Festlegung keinen Gebrauch machen 
(wie in den bisher behandelten Fillen), sondern nur simmtliche 4);, mit ¢ pro- 
portional machen, so nihme M die Gestalt an: 

M = aot + aye A+ + + + + Gage? d*5 + aye". 
Die beiden Anfangsglieder liefern fiir die Discriminante von M die erste Potenz 
von ¢ als Beitrag, die beiden Endglieder zuniichst nur die zweite Potenz von ¢, 
wihrend [QM] mit e selbst proportional wird. Dass thatsichlich die von den 
Endgliedern herriihrende Potenz von « die dritte sein muss, sodass aus der Dis- 
criminante von M_ ¢* heraustritt i. e. der Coefficient von e* auch noch verschwindet, 
diirfte auf directem Wege nur sehr schwierig zu erhirten sein. 
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Soll noch eine zweite Doppeltangente mit jener so coincidiren, dass 
zugleich in den Beriihrpunkt ,,0“ ein Wendepunkt riickt, so miissen 
&,, B,, y, einzeln verschwinden. Macht man daher 


(97) Por = € 4301, F204 = € F204, F205 = #0205, Sou = #0314, Jo15 = € 0015, 
B45 = 80545, 

so tiberzeugt man sich leicht, dass [2M] mit « proportional wird. 

Da jetzt M die Form annimmt: 

(98) M=O+ aed+--- +a PAB 40.2%, 

so wird die Discriminante von M mit é. e° = « = (e?)4, und die 

Resultante von 2 und M mit é vergleichbar. 


Also ist [QM] bis zur vierten Potenz in D(M) und (wie schon 
oben bemerkt), zur ersten Potenz in R(QM) enthalten. 


§ XIII. 
Die Gewichte der Elementarfactoren. 
55. Wir schicken den Hiilfssatz voraus: 
»Legt man der dreireihigen Determinante 0:x;= | a;a,a;| das 
Gewicht i+ k+1— 3 bei, so besitet jede Combinantinvariante der drei 


Formen f(4), vom Grade @ in den 3, das Gewicht + (n—2)." 


Der Beweis dieser Verallgemeinerung eines bekannten, fiir eine 
binire Form giiltigen Satzes wird genau in analoger*) Weise gefiihrt, 
sobald man noch beriicksichtigt: dass jede derartige ternire Invariante 
nach dem wohlbekannten Gordan’schen Satze eine binire Invariante 


1 l 
der Grundform (i,t) Get) Gah) f (Ay) F(Ae) F(Ag)| ist 


56. Danach hat die Gradtabelle (51) die folgende, noch durch- 
sichtigere Gewichtstabelle zur unmittelbaren Consequenz: 
[AA]: 3(m—1)(m—2); [A,T,]: 3(m—1)(n—2)(n—83), 
[MM]: 6(n—2)(m—3); [QM]: 9(m— 2)(n—3)(n—4), 
[QA]: 6(n—1)(n — 2) (n—8), 
[As]: ¢ (™—1)(n—2)(n—2)(n—3), 
[T;]: 2(m—2)(n —3)(n—4)(n—5), 
LTA M]: 9(m—1)(n—2)(m—3) (n—4). 


Man ersieht deutlich daraus, wie die Curven R, niedrigster Ordnung, 
fiir welche irgend einer der Factoren in Activitiit treten kann, lauten: 





(99) 4 





*) Man sehe etwa F. di Bruno: ,,Hinleitung in die Theorie der bindren 
Formen‘‘ deutsche Ausgabe von Walter, pag. 106. 
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[AA]: R,, 

[MM], [A,T,], [2A], [A;]: Ry, 
[QM], [AM]: R,, 

[T;]: Re, 


indem fiir Werthe von » unterhalb der jeweiligen Grenze der betreffende 
Factor immer verschwindet. Eine scheinbare Ausnahme hiervon bildet 
der Fall » =1, insofern nar die Zahlen bei den Bildungen [AA], 
[A,T,], {2A], [4,], [T,] mit dem Factor » — 1 behaftet sind. Dass 
dies aber fiir die drei tibrigen nicht eintritt, stimmt mit dem Umstande 
vollig tiberein, als eine gerade Linie thatsiichlich, und zwar in unend- 
licher Mannigfaltigkeit, Undulationspunkte, Wendeberiihrpunktepaare, 
und Tritangentenpunkttripel zulisst. 


§ XIV. 
Vergleich mit den Brill’schen Zerlegungsformeln. 


57. Herr Brill*) fithrt das Studium einer irgendwie zusammen- 
gesetzten Singularitit auf einer ebenen algebraischen Curve zuriick 
auf dasjenige eben derselben Singularitiét auf einer besonders gearteten 
, rational-ganzen“* Curve, welche die vorliegende Curve an der be- 
treffenden Stelle (und in ihrer niichsten Umgebung) zu ersetzen geeignet 
ist. Diese rational-ganzen Curven sind unter den rationalen dadurch 
ausgezeichnet, dass ihre nicht homogenen Punkt- und Liniencoordinaten 
ganzen Functionen eines Parameters 4 gleich werden. Es hat das 
zugieich zur Folge, dass fiir sie Ordnung und Classe iibereinstimmen, 
und somit jede etwa eintretende Coincidenz von Singularitiiten auch 
ihr dualistisches Seitenstiick zulisst. 

Als Rationalititsbereich gelten die Coefficienten der beiden biniiren 
Formen, welche gleich Null gesetzt, die (je getrennt vorausgesetzten) 
Wendepunkte und Spitzen darstellen. Darin liegt begriindet, dass 
einerseits bei Erfiilltsein von nur einer Bedingung zwischen den 
(urspriinglich von einander unabhingigen) Coefficienten jener Formen 
die rational-ganze Curve eine Singularitiit aufweisen kann, die bei 
unsern punktallgemeinen R, ausgeschlossen blieb — insofern nimlich 
Spitzen beim Zusammenriicken von einfachen Singularititen betheiligt 
sind — dass aber auf der andern Seite gerade umgekehrt die Eventualitiit 
einer weiteren Spitze (resp. einer Wendetangente) dort abgeschnitten 
ist, wihrend bei den R, der Spitzenfactor einen massgebenden Ein- 
fluss ausiibte. 

58. Sieht man indessen von den nicht gemeinsamen Elementar- 
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factoren ab, so erscheint es immerhin merkwiirdig, dass trotz der 
Verschiedenheit der beiden Rationalititsbereiche die Exponenten der 
Zerlegungsfactoren in den von Herrn Brill in Untersuchung gezogenen 
Fallen vollig tibereinstimmen. 

Besonders tritt dies bei der Zerfallung der Discriminante der 
Doppeltangentenform hervor. Unter Benutzung unserer Bezeichnungen 
lautet naimlich bei H. Brill die beziigliche Formel: 


(100) D(M) = [CJ] . [4,T,]? . [Ts]* . [MM] . [2M)é, 


wo (CJ]=—O0 das Eintreten einer ,,Schnabelspitze“ anzeigt, in der 
sich eine Spitze mit einem Wendepunkt (und noch einem Doppelpunkt, 
sowie einer Doppeltangente) vereinigt. Die beziigliche Forme] (60) 
unterscheidet sich von (100) nur dadurch, dass sie den Factor [CJ] 
tiberhaupt nicht aufweist (da ja das Auftreten einer Schnabelspitze fiir 
eine punktallgemeine R, zwei Bedingungen erfordern wiirde), wihrend 
umgekehrt in der Zerlegung (100) der Cuspidalfactor [AA] fehlt, da 
eine weitere Spitze sich von selbst verbietet. 

Aehnliches gilt von der Zerlegung D(A), welche sich bei einer 
rational-ganzen Curve vollkommen dualistisch zu (100) verhalten muss. 
Fiir unsere R, dagegen kommen die den Factoren [CJ], [MM], [2M] 
dualistisch entsprechenden in Wegfall, da das Verschwinden eines 
solchen wiederum mehr als eine Bedingung erheischen wiirde, wihrend 
dafiir der Factor [AA] eintritt. Dagegen finden die beiden Potenzen 
[A, T,}*, [T,]® auch jetzt ihr dualistisches Seitenstiick in [A, T, }? und [A,]°. 


§ XV. 
Die Discriminanten- und Resultanten-Correspondenzen. 


59. Man kann den sechs Zerlegungen (60) eine elegante und 
durchsichtige geometrische Bedeutung ertheilen, welche die Factoren 
jeder einzelnen Zerlegung als Reprisentanten der verschiedenen Coin- 
cidenzen einer bestimmten (Chasles’schen) Correspondenz erkennen lisst. 

Auf der Grundlage des Correspondenzprincips wiirde sich auch 
ohne Miihe ein neuer, unmittelbar aus den bez. Figuren abzulesender 
Beweis fiir die Formeln (60) fihren lassen, der jedoch der Kiirze halber 
unterdriickt werde. 

Zu der gemeinten Bedeutung der Identitiiten (60) werden wir von 
selber gefiihrt, sobald wir auf ihre linken Seiten das in § VIII erklirte 
Verfahren ,,des Projicirens“‘ zugleich in algebraischer und geometrischer 
Formulirung in Anwendung bringen. Dabei wird sich zwischen den 


Discriminanten und Resultanten ein wesentlicher Unterschied heraus- 
stellen. 
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Das Princip des Projicirens, in seiner Verkniipfung mit der in 
§ IX auseinandergesetzten liniengeometrischen Methode, findet seinen 
algebraischen Ausdruck darin, dass irgend eine der zu den urspriing- 
lichen Formen f(a) (1) conjugirten (19), etwa a% durch ein Biischel 
a -+- xo," ersetzt wird, wodurch zugleich die Coefficientendetermi- 
nanten 6 die Form 6-0’ annehmen. Eine beliebige Invariante J 
der Curve Ri, vom Grade v in den 0, geht dadurch in eine ganze 
Function von x tiber, welche fiir » Werthe dieses Parameters ver- 
schwindet. 

Dann sind die Formen des Biischels a +- xa’.” eindeutig den 
Punkten einer Geraden g im Raume der R? ezugeordnet, und die In- 
variante J ist reprédsentirt durch diejenigen v Punkte auf g, von denen 
aus die R? in eine solche Ri projicirt wird, fiir welche die Bedingung 
J = 0 erfiillt ist. 

92. Liegt jetzt im Besondern eine unserer drei Resultanten vor, 
etwa R(A, M) = R, so kann man sich die ganze Function ,, R,(x)“, 
welche aus R durch Substitution von a% + xa" fiir a, oder, was 
dasselbe ist, der 0;-+ x0; fiir die 0; entspringt, auch dadurch ent- 
standen denken, dass man aus den durch den niimlichen Process aus 
A(a), M(A) hervorgegangenen Formen A(A; x), M(A; %) die Grésse 4 
eliminirt hat. 

Aber die beiden Gleichungen 


(101) A(A; x) =0, M(A; x) =0 


stellen ersichtlich auf der Geraden g eine Punktcorrespondenz dar, 
deren Coincidenzstellen durch die Nullwerthe der irreducibeln Factoren 
der Form R,(x) geliefert werden — jede Coincidenz genau in der 
Vielfachheit, mit der der beziigliche Factor von R,(x) auftritt —, 
wihrend jeder dieser Factoren von R(x) in dem entsprechenden 
Factor der urspriinglichen Resultante R sein Urbild findet. 

Des Niheren construirt sich die mittels (101) auf g fixirte Corre- 
spondenz, wie folgt. 

Durch irgend einen Punkt P der Geraden g lege man die 
2(n — 2) (n — 8) Doppelbertihrebenen an die Curve Ri, sodann durch 
irgend einen der Beriihrungspunkte auf Ri die nm — 1 Geraden, welche 
sowohl die Curve noch einmal, wie die Gerade g treffen. Einer 
der letzteren Treffpunkte sei @. Umgekebrt passiren durch einen 


Punkt Q auf g S—e=4 Sehnen der Ourve, wihrend die 


2(m—3) Ebenen, welche die Curve in einem der Sehnentreffpunkte 
und ausserdem noch einmal beriihren, g wiederum in Punkten P 
schneiden. 














| 
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Dadurch entsprechen jedem Punkte P 4(nm — 1) (m — 2) (n — 3) 
Punkte Q, und riickwirts jedem Punkte Q 2(m—1) (m — 2) (n — 3) 
Punkte P. 

Die 6(n—1) (n—2) (n—3) Coincidenzstellen P= Q, die Bilder 
der Nullwerthe von R(x), vertheilen sich ersichtlich auf drei ver- 
schiedene Classen. 

Erstlich kommen die Punkte P in Betracht, in denen g einer 
Tangente der Ri begegnet. Durch eine solche gehen aber 2(n—3) 
Ebenen, welche die Curve noch einmal beriihren, und welche simmt- 
lich g wieder in dem namlichen Punkte P schneiden. Also zihlt die 
fragliche Coincidenz 2(m—3)-fach. 

In die zweite Classe gehéren die Punkte P, von denen eine der- 
artige Sehne an die Curve geht, dass die letztere in beiden Treff- 
punkten der Sehne von einer Ebene beriihrt wird (die also den Punkt 
P enthalt), Eine solche Ebene zahlt aber, als Doppelberiihrebene 
von P aus, doppelt, wihrend in der Ebene selbst durch jeden der 
beiden Beriihrungspunkte eine den Punkt P enthaltende Sehne, eben 
die vorliegende, hindurchgeht. Demnach sind die hierhergehérigen 
Coincidenzen vierfach zu rechnen. 

Die dritte Classe endlich umfasst die eigentlichen Coincidenzen, 
Hier geht von P aus eine Doppelberiihrebene der R} derart, dass die 
Gerade, welche P mit einem der beiden Beriihrungspunkte verbindet, 
die Curve noch einmal anderwiirts trifft. Es fallt P mit nur einem 
der correspondirenden Punkte Q zusammen. 

Damit ist ein greifbares Abbild der sechsten Zerlegungsformel 
(60) gewonnen, und ahnlich verhilt es sich mit den beiden andern 
Resultanten. 

93. Man hatte die Gleichungen (101) ebensogut als eine Punkt- 
correspondenz auf der Curve Ri auffassen kénnen, deren Coincidenz- 
gleichung aus (101) durch Elimination von x erwiichst. 

Da die Coincidenzen beider Correspondenzen ein-eindeutig einander 
zugeordnet sind, so zerlegen sich jene auch jetzt genau in dieselben 
Classen wie oben. In der That braucht man die in voriger Nummer 
aus den unendlich vielen Doppelberiihrebenen und Sehnen aufgebaute 
Raumfigur nur so anzusehen, dass man von einer beliebigen Curven- 
stelle 4 ausgeht, anstatt von einem beliebigen Punkt x auf g, so hat 
man unmittelbar die Correspondenz auf der Curve; offenbar liegen die 
beiderlei Coincidenzen perspectivisch zu einander. 

94. Fiir unsere Discriminanten dagegen modificirt sich das ein- 
geschlagene Verfahren nicht unwesentlich. Legt man hier etwa die 
Form A(A; ~) zu Grunde, so wird man zunichst die beztiglich 4 ge- 
bildete Discriminante D,(x) in ihre Elementarfactoren zerlegt annehmen 
und nach einer zugehérigen Correspondenz fragen. Da_ iiberzeugt 
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man sich denn leicht, dass man zu dem Behuf denjenigen Factor, 
naimlich [AA], zavor abtrennen muss, der von einem Zusammenriicken 
zweier ,,zusammengehdriger“ Argumente einer und derselben Singu- 
laritat A herriihrt.Die so gewonnene Gleichung 


D, (x) 


(208) [AA] («) 


0 

liefert dann diejenigen Punkte x auf der Geraden g, von denen zwei 
(oder mehr) Sehnen mit (wenigstens) einem gemeinsamen Curvenpunkt 
an die Rj gehen. Damit sind die Punkte (102) auf g, oder vielmehr, 
was auf das Nimliche hinauskommt, die ihnen eindeutig zugewiesenen 
Punkte 4 auf der Curve R} als Coincidenzstellen einer Correspondenz 
gekennzeichnet. 

Geht man niimlich von einem beliebigen Curvenpunkte 4 aus, so 
kann man durch ihn » — 1 Gerade schicken, welche die Curve noch 
einmal und zugleich g treffen. Von einem solchen Treffpunkte auf g 
laufen noch (mn — 1) (n—2) — 1 weitere Sehnen (d’, 4,’) an die 
Curve. Die gemeinte Correspondenz ist dann die hiermit zwischen den 
Stellen 4 und 2’ hergestellte. 

Es giebt nur zweierlei Arten von Coincidenzen. Erstens die durch 
dreifache Sehnen (4,, 4,, 4,) bedingten, wo jeder der drei Treffpunkte 
mit zwei entsprechenden zusammenfiallt, zweitens Sehnen (A, A,) der- 
art, dass eine Ebene die R% in A und 4, beriihrt: jeder der beiden 
Punkte fiihrt eine einfache Coincidenz herbei. Die zugehérigen Treff- 
punkte x auf g zihlen dann selbstredend sechs- resp. zweifach. 


Damit ist die durch die zweite Formel (60) bekannte Zerlegung 
des Quotienten rN durch eine Correspondenz realisirt. 

Bei der analog gebildeten Discriminante der Form M(A; x) ist 
geradeso der Factor [MM] auszuscheiden, wihrend bei derjenigen der 
Form Q(A; x) keine ,,zusammengehérigen“ Argumente existiren. 

94. Dagegen miissen, einem allgemein bekannten Satze zufolge, 
die beziiglich x gebildeten Discriminanten von A und M zu Zerlegungen 
fihren, die nur zum Theil den Charakter der in (6) niedergelegten 
tragen, zum andern Theil indessen ganz anderer Natur sind. 

Die zugehérigen Correspondenzen bestimmen sich, diesmal ohne 
Abzug, wiederum so, dass ihre Coincidenzstellen x die den Nullwerthen 
von D,(4) zugeordneten Werthe 4 sind. 


Im Falle der Form A(A;%) hat man demnach die ene) 


Sehnen der Ri zu ziehen, welche von irgend einem Punkte P auf g 
méglich sind, sodann durch jeden der Treffpunkte die » — 2 weiteren 
Geraden, welche der Curve noch einmal, sowie g (in Punkten Q) 
begegnen. 
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Die Correspondenz zwischen den Stellen P und Q ist die gesuchte. 
Die Wurzeln von D,(4) = 0 bestehen somit einmal aus den doppelt 
zahlenden Treffpunkten dreifacher (sc. g begegnender) Sehnen, anderer- 
seits aus den Gruppen von »—2 Punkten, welche eine durch g 


gelegte, die Curve R} beriihrende Ebene aus der letzteren noch aus- 
schneidet. 


Die Discriminante D,(4) der Form M(A; x) verschwindet an 
folgenden Stellen der R:: 


1) in den Beriihrungspunkten der dreimal beriihrenden Ebenen 
doppelt; 


2) in den Beriihrungspunkten der g treffenden Tangenten 
2(n—3) {2(n—3) — 1}-fach; 
3) in den Beriihrungspunkten der die Curve noch einmal treffen- 
den Tangenten einfach; 


4) in den Punkten, wo eine Ebene die Curve beriihrt und ausser- 
dem noch anderswo osculirt, dreifach. 


Setzt man die beziiglichen Anzahlen ein, so ergeben sich fiir die- 
selben vermége des Correspondenzprincips Controllformeln. 


Clausthal, December 1890. 
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Endlich-gleiche Flachen. 


(Mit 5 lithograph. Tafeln.) 


Von 


Morirz Réray in Budapest.*) 


Vorliegende Untersuchungen beziehen sich auf ebene Flichea, derer: 
Grenzlinien sich selbst nirgends schneiden und in zwei verschiedenen 
Lagen eirile endliche Anzahl von Schnittpunkten darbieten. Sowohl 
die Flichen selbst, als auch ihre Theile sollen immer im positiven 
Sinne genommen werden. Zwei Flichen, die in eine endliche Anzahl 
gegenseitig congruenter (positiver) Theile zerlegt werden kénnen, sollen 
nach Wolfgang Bélyai endlichgleich genannt werden. Ich stelle mir 
die Aufgabe, die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der 
endlichen Gleichheit zweier ebenen Fliichen aufzustellen und die Zer- 
legung in gegenseitig congruente Stiicke auszufiihren. 

Im ,,Tentamen juventutem stud. etc.“ (Maros-Vasarhely, 1832—33) 
von W. Bélyai sind folgende Siatze aufgestellt: 

1. Zwei geradlinige Polygone von gleichem Flicheninhalte sind immer 
endlichgleich. 

2. Die nicht gemeinsamen Theile zweier sich theilweise deckender 
congruenter Flichen sind endlichgleich. 

3. Schneidet man aus gwei congruenten Flachen beliebige gegenseitig 
congruente Stiicke heraus, so sind die Reste endlichgleich. 

Den Beweis des Satzes 1, wie auch die Ableitung des dritten 
Satzes aus dem zweiten giebt Bédlyai in aller Strenge. Der Beweis 
des zweiten Satzes hingegen eutspricht den Forderungen der Strenge 
nicht, In der That fiihrt seine Construction in fast ebensovielen Fallen 
zu einer endlichen als unendlichen Anzahl gegenseitig congruenter 
Stiicke der Restflichen. Bélyai hat diesen Mangel bemerkt und den 
Beweis mit dem Nachweis zu ergiinzen versucht, dass die Restfliichen 
im letzteren Falle congruente Stiicke enthalten miissen, nach deren 
Entfernung seine Construction zu einer endlichen Anzahl congruenter 

*) Vorgelegt der math. naturw. Classe der ung. Akademie der Wissen- 
schaften am 16, Juni 1890. 
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Stiicke fihrt. Dieser Nachweis ist jedoch unannehmbar; man sucht 
da in der That vergeblich eine Methode, wie jene zu entfernenden 
Stiicke construirt werden sollen, noch giebt er iiberhaupt die Be- 
dingungen der directen Ausfiihrbarkeit seiner Constructionen an. 

Ein iiber diesen Beweis mit Herrn Dr. Julius Kénig gepflogener . 
Gedankenaustausch gab Veranlassung zu vorliegenden Untersuchungen, 
und ich spreche ihm auch bei dieser Gelegenheit meinen Dank fiir das 
Interesse aus, welches er denselben entgegenbrachte. 

Meine Resultate sind folgende: 

a) Damit zwei ebene Flachen von gleichem Inhalt endlichgleich 
seien, ist erforderlich und hinreichend, dass die krummlivigen Be- 
grenzungen theils aus gegenseitig congruenten Stiicken bestehen, deren 
Kriimmungssinn (relativ zu den eingeschlossenen Flichen) von Punkt 
zu Punkt tibereinstimmt, theils aus Stiicken, die auf ein- und derselben 
Fliche ebensooft mit positivem als negativem Kriimmungssinn vor- 
kommen (Siehe Fig. 7a, 7b). Dass dies geniigende Bedingungen zur 
endlichen Gleichheit zweier Flachen sind, folgt leicht aus dem ersten 
der Bélyai’schen Siitze; der zweite Bélyai’sche Satz ist als Specialfall 
in a) enthalten, wie auch die folgende Verallgemeinerung: 

b) Schneidet man aus endlichgleichen Flichen endlichgleiche Stiicke 
heraus, so sind die Reste endlich gleich, 

Aus diesem Satze folgt, dass die Bélyai’sche Definition der end- 
lichen Gleichheit zweier Fliichen die gewéhnliche, die auch negative 
Theile zuliasst, vollstiindig deckt. 

c) Ich modificire die Bélyai’sche Construction durch Einfiihrung 
des gegenseitigen Drehungscentrums resp. der Drehungsaxe der beiden 
gegebenen congruenten Fliichen, und beweise, dass sie nur dann zu 
einer unendlichen Anzahl congruenter Stiicke fiihrt, wenn die gegebenen 
Flachen in gleichem Sinne congruent sind und das Drehungscentrum 
in ihrem Innern liegt; die Ergiinzung des Bélyai’schen Beweises, wie 
auch ihre Verallgemeinerung auf mehrfach zusammenhingende Flachen, 
ergiebt sich dann als eine Folge zweckmiissig angebrachter Quer- 
schnitte. 

d) Diese Sitze kénnen simmtlich auf Flichen von constanter 
Kriimmung iibertragen werden, theilweise auch auf raumliche Systeme. 
Mit diesen Verallgemeinerungen werde ich mich jedoch bei dieser 
Gelegenheit nicht befassen. 
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$1, 
Zwei Linien, Flichen, Réwme sind endlichgleich, wenn sie aus 


einer endlichen Anzahl gegenseitig congruenter (positiver) Stiicke zusam- 
mengesetzt sind. Das Symbol der endlichen Gleichheit sei:*) 


AxB. 


1. Aus der Definition folgt, dass zwei endlichgleiche Linien, 
Fliichen, Réiume A und B beliebig zerlegt, — die Systeme gebildet aus 
den Stiicken von A resp. B endlichgleich sind. 

Es sei A; w& B; und A; resp. B; in Aj, Aj, . ~~, Ai, resp. 
B;,, B,, . . ., B,, zerlegt. Wir wollen annehmen A; und B; seien 
Flachen und bringen die aus den Stiicken B,,, B;,,..., B;, bestehende 
Flache B; zur Deckung mit der aus den Stiicken Aj, Aj, ..., Aj, 
bestehenden Fliche A;, und iibertragen die auf der Fliche A; resp. B, 
gezeichneten Grenzlinien ihrer Stiicke A;; resp. B;; auf die Fliiche B; 
resp. A;. Alle diese Linien schneiden sich in einer endlichen Anzahl 
von Punkten, und theilen demzufolge die Systeme 


Ma, May. + 1p Ml B;,, Bi...) Bi, 
in Stiicke, die sich paarweise decken. Wir haben also die Gleichung 
(Ai, A,,, eee A;,,) bd (Bi, B,,, cee B;,). 


Nun bedeutet der Ausspruch A x B der Definition der endlichen Gleich- 
heit zufolge dass A und B in eine endliche Anzahl congruenter Stiicke 
A; resp. BR; zerlegt werden kénnen. Demzufolge bleiben endlichgleiche 
Flichen auch nach willkiirlicher Zerstiickelung endlichgleich. 

Der Beweis bleibt derselbe, wenn A und B Linien oder Riume 
sind; an Stelle der Linien treten in den Constructionen Theilungspunkte 
resp. Theilungsflichen. 

2. Aus dem Begriffe der endlichen Gleichheit fliesst in Folge dieses 
Satzes unmittelbar der folgende Satz: 

Ist in der Reihe der Linien resp. Fliichen, Riwme A,, A,,.--,An 
ein jedes Glied endlichgleich dem folgenden, so sind stimmtliche Glieder 
der Reihe endlich gleich.**) 

3. Parallelogramme von gleichem Flicheninhalte und gegenseitiy 
gleichen Winkeln sind endlichgleich (Fig. 1). 

Construction: 

Sind AB und A’B’ die kiirzern Seiten der flichengleichen 
Parallelogramme ABCD und A’ BC’ D' und Winkel B = B’, so trage 


tm? 


*) Bolyai Tentamen, Tom. I, pag. 21. 
**) Bolyai a, a, O. 
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man die Strecke A’ B’ (resp. AB) vom Punkte A (resp. A’) aus so vielmal 
auf die Seite AD (resp. A’D’), bis von dieser ein Stiick A, D (resp. 
A,’ D’) tbrig bleibt, welches kleiner ist als die aufgetragene Strecke 
A’ B (resp. AB). 

Der letzte Theilangspunkt auf der Seite AD sei A,, der vorletzte 
A,, auf der Seite A’ D’ hingegen A,’ und A,. 

(In unserer Zeichnung ist 

A=A,, A=A,, B=B, BP=B,). 

Man ziehe durch simmtliche Theilungspunkte Parallele zur Seite AB 
resp. A’ B’, durch welche die gegebenen Flaichen in congruente 
Parallelogramme und die flichengleichen Parallelogramme A, DCC, 
resp. A,’ D’C’C,’ zerlegt werden. Man trage DD, = A,A, und 
DD, = A, A, auf, ziehe die Diagonalen A,C, resp. A,'C,'; fiihre 
durch die Punkte D, resp. D,’ Parallele zu den Seiten DC resp. D’C’, 
die auf den Diagonalen die Punkte E resp. E’ ausschneiden; man 
lege endlich durch die Punkte E und E’ die Geraden ET resp. E’T’ 
parallel zu den Seiten B,C resp. B,’C’. 

Die beiden flichengleichen Parallelogramme sind dann in gegen- 
seitig congruente Stiicke getheilt. 

Beweis. Der Construction zufolge sind die Dreiecke A,B,C, 
und A,’ B,C,’ congruent d. i. 1 o 1’, daher A,C, = A, C,’. 

Nehmen wir an, dass D, A, =T'C’; dann folgt aus D, A, = EF 
und [’C’ = F’C,’, dass EF = F’C,'; daher sind die Dreiecke EFC, 
und E’ F’C,’, deren Winkel entsprechend gleich sind, congruent d. i. 
2 ~& 2’. Da nun die Winkel und Seiten der Parallelogramme 3 und 3’ 
entsprechend gleich sind (nimlich F = F’, FC, = F’ E’, FT =F’ A,’), 
so besteht 3 CY 3’. Die Congruenz der Dreiecke 6 und 6’ folgt aus 
D, = D,, A, = FE’ und A, D, = D,’' E’; wir haben nimlich 

A, A, = DC’ 
und 
A, D, = A, A, - D,A,, 
DiEF=DC —T'C’; 
daher sind in Folge der Annahme D, A, =[’C’ die Seiten A,D, und 
D, E’ einander gleich. Daraus folgt die Gleichung D, E = D,' A,. 

Aus den Congruenzen 1 0 1’, 2002’, 3=3', 66 folgt ferner, 
dass die Summe der Flichen 4 und 5 gleich ist der Summe der Flichen 
4’ und 5’; und aus der Gleichheit der Grundlinien dieser Parallelo- 
gramme folgt daher die ihrer Héhen A,’ D' = D,E. Mithin bestehen 
die Congruenzen 4004, 5005’. Aus A, D'=D,E und D, E=D,' A, 
folgt aber A,’D’' = A, D,' d. i. A,’ A,’ = D,' D’, eine Relation die 
der Construction zu Grunde lag. 
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Wir haben also erwiesen, dass falls D, A, = ['C’" ist, die gegebenen 
Parallelogramme in gegenseitig congruente Stiicke getheilt sind. Die 
Richtigkeit der Annahme D,A, = [’C’ folgt aber daraus, dass sie zur 
Consequenz die Relation A,’ A,” = D,’ D’ hat, da bei der EHindeutig- 
keit und Umkehrbarkeit der Constructionen A,’ A,’ =D, D' und 
D,A,=T'C" aquivalente Bedingungen sind, 

4, Flichengleiche geradlinige Polygone sind endlich gleich. 

Dass flichengleiche Dreiecke endlichgleich sind, wird wie folgt 
bewiesen (Fig. 2a, 2b). Falls die Dreiecke ABC und A’ BC’ stumpfe 
Winkel besitzen, sollen diese mit C, C’ bezeichnet werden. Wir ziehen 
CD 1 AB, C’'D' | A’B; dann liegen D und D’ auf den Strecken 
AB resp. A’B.. Ferner fiihren wir durch die Halbirungspunkte E 
und E’ der Seiten AC resp. A’C’ Parallele zu den Grundlinien AB 
resp. A’ B’ und durch die Endpunkte dieser ihre Normalen AG, A’G’, 
BF, BF’. Man sieht unmittelbar, dass die Dreiecke ABC und 
A’ BC’ endlich-gleich sind den Rechtecken ABFG resp. A’ B F’G’. 
Aus der endlichen Gleichheit dieser Rechtecke (3) folgt daher die der 
Dreiecke vermittelst des Satzes 2. 

Wir beweisen nun den Satz 4) durch Schluss von » auf n+ 1 
mit Hilfe der bekannten Construction, die ein » + 1-Eck in ein n-Eck 
iiberfiihrt. Ist der Winkel an der nm + 1" Ecke C < 180°, so bringt 
diese Construction (Fig. 3) an Stelle des Dreieckes ABC ein ihm 
flichengleiches Dreieck ABC’; ist C > 180°, so bringt sie an Stelle 
des Dreieckes BC’ D das Dreieck ACD (Fig. 4); die tibrigen Theile 
der Vielecke bleiben in beiden Fallen unveriindert. Da aber flichen- 
gleiche Dreiecke endlichgleich sind, so folgt aus der endlichen Gleich- 
heit beliebiger fliichengleicher n-Ecke vermittelst des Satzes 2) die 
endliche Gleichheit flachengleicher n + 1-Ecke. 

In Figur 5 und 6 ist die Zerlegung fliichengleicher Dreiecke mit 
gleichen Hoéhen in congruente Stiicke direct ausgefiihrt. ED’ || AB 
halbirt die gemeinsame Héhenlinie der Dreiecke. In Fig. 5 sind die 
Linien CD, C’E’ parallel gezogen zu C’D’ resp. CE; in Fig. 6 hin- 
gegen AD| BD, BE'| AE, fener HF =FH'=H’'F’ und 
HG | H’G'’, F’G'| FG. Die mit gleichen Zahlen bezeichneten 
Flichen sind congruent. 

Liegen die Punkte C und C’ in Fig. 5 niher, so dass die Punkte 
D und E’ zwischen F und F” zu liegen kommen, dann ist durch den 
Durchschnittspunkt von CD mit FC’ eine Parallele zu AB zu ziehen 
und das beschriebene Verfahren zu wiederholen. Aehnliches gilt von Fig. 6. 

Analog wird die Zerlegung von Parallelogrammen mit gleichen 
Hoéhen und Grundlinien ausgefiihrt. *) 

*) Bolyai, ,,Tentamen“ tom. I, pag. XXXVII. 
Mathematische Annalen. XXXVIII. 27 
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5. Zur endlichen Gleichheit zweier flichengleicher ebener Systeme 
ist hinreichend, dass die krummlinigen Biogen ihrer Begrenzungen 
gegenseitig endlich gleich und die Kriimmungen congruenter Stiicke 
(relativ zum Innern der Fliaichen) von gleichem Sinne seien, — von 
Stiicken der Begrenzungen abgesehen, die auf demselben System 
eben so oft vorkommen mit positivem als mit negativem Kriim- 
mungssinn. 

Das System A sei durch Fig. 7a dargestellt, das ihm flichengleiche 
System B durch 7b. Es sei M,M, ein Stiick der Begrenzung von A, 
welches congruent ist dem Stiick M,’M,' der Grenze desselben Systems, 
jedoch die Kriimmungen in homologen Punkten von entgegenge- 
setztem Sinn z. B. der Sinn in allen Punkten von M, M, positiv, daher 
in allen Punkten von M,’ M,' negativ. Man schneide in diesem Fall 
das zwischen dem Bogen und der Sehne M, M, liegende Flichenstiick 
ab und bringe es in Deckung mit der zwischen dem Bogen und der 
Sehne M,' M,' liegenden Flache, die keinen Theil des Systems bildet. 
In allen Fallen construirt man durch Wiederholung dieses Verfahrens 
nach einer endlichen Anzahl von Schritten ein dem A endlich-gleiches 
Flaichensystem A’, dessen Begrenzung keine congruenten Stiicke von 
entgegengesetztem Kriimmungssinn enthilt. Ebenso kann man vom 
System B auf ein System B’ von solcher Beschaffenheit iibergehen. 
Es sei ferner der Bogen P, P,(P, P,') der Grenze von A congruent 
dem Bogen Q, Q.(Q; Q.) der Grenze von B und von gleichem Kriim- 
mungssinne; dann nehmen die Bogen auch an der Begrenzung von 
A’ und B Theil. Zwei Fille sind méglich: entweder ist der Kriim- 
mungssinn der beiden genannten Bogen zugleich positiv oder zugleich 
negativ. Im ersten Falle zerlege man die Systeme A’ und B in je 
zwei Theile vermittelst congruenter Sehnensysteme, die den Bogen 
P,P, resp. Q,Q, eingeschrieben sind und weder sich selbst noch die 
Grenzen durchkreuzen. Im zweiten Falle geschehe die Zerlegung ver- 
mittelst, den Bogen P,P, resp. Q,'Q,', wmschriebenen Tangenten- 
systemen von derselben Eigenschaft. Man wiederhole das Verfahren 
bei allen congruenten Bogenpaaren der beiden Begrenzungen. Da diese 
keine sich selbst schneidenden Bestandtheile enthalten, so wird man bei 
gentigender Anschliessung der Sehnen resp. Tangenten an die Curven 
immer erreichen kénnen, dass diese Linienstiicke sich nirgends durch- 
kreuzen. Die Flichensysteme A’ und B erscheinen demnach in eine 
endliche Anzahl von zwischen congruenten Bégen und ihren Sehnen 
resp. Tangenten gelegenen Stiicken einerseits und zwei flachengleichen 
Polygonensystenen andererséits zerlegt, deren geradlinige Begrenzungen 
sich nirgends schneiden. Da nun solche Polygone (Satz 4) endlich- 
gleich sind, so sind die Systeme A’ und ’, daher auch die ihnen 
endlich-gleichen A und B endlich-gleich. ' 
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6. Schneidet man aus ewei congruenten Flichen congruente Stiicke 
heraus, so sind die Reste endlichgleich. (Vig. 8a, 8b und 8c). 

Man schneide aus den Flichen A und B, wobei A ow B, con- 
gruente Theile A; resp. B; heraus, d. i. A; Co B; (¢ = 1,2,..., 0); 
man bezeichne mit S resp. Z7' die erhaltenen Reste dann ist S x TZ. 

Wenn niimlich die Grenzen der Stiicke A; und B; mit denen von 
A und B keine Bestandtheile gemein haben, so sind die Grenzen von 
S und 7 zusammengesetzt aus denen von A und 4; resp. B und B; 
(¢=1,2,,..,m). Aus Aco B und A; o B,; folgt daher, dass die 
Guenatinien von S und 7 endlichgleich sind. Da endlich die Stiicke 
A; und B; im Innern der Fliichen A resp. B liegen, so ist auch der 
Kriimmungssinn in homologen Punkten derselbe. Die Endlichgleich- 
heit der Restflichen ist daher in diesem Falle ein Corollar des Satzes 5. 

Besondere Behandlung verdient der Specialfall, wenn A und irgend 
ein A; gegenseitig congruente Begrenzuagsstiicke enthalten, die in Bezug 
auf S entgegengesetzten Kriimmungssinnes sind. Es seien a/ und aj 
solche Begrenzungsstiicke von A und A; — b/ und D/ die ihnen con- 
gruenten Begrenzungsstiicke von Bund B;, wo j = 1, 2,...,m. Die 
Gleichung S x 7 behilt ihre Giiltigkeit. Man gehe nun auf den Grenz- 
fall tiber, wenn a’ das ihm congruente a,’ deckt (j = 1, 2,..., m), 
daher diese Bégen an der Begrenzung von S nicht mehr theilnehmen. 
(Fig. 8c.) Dann sind zwei Fille zu unterscheiden: 

a) Der Bogen b/ cw a/ deckt ebenfalls den ihm congruenten Bogen 
bs. Dies alterirt die Endlichgleichheit der Grenzlinien von S und Z, 
demnach auch den Bestand der Gleichung S x 7 nicht im Mindesten. 

b) Der Bogen 6/ oy a/ befindet sich nicht in Deckung mit dem 
Bogen 0,;/. Dann befinden sich zwar auf den Rindern von S keine 
diesem b/ und b/ congruente Stiicke, aber diese sind gegenseitig con- 
gruent und von entgegengesetztem Kriimmungssinn in Bezug auf die 
Fliche 7. Dieser Umstand alterirt daher (Satz 5) den Bestand der 
Gleichung S x 7 ebenfalls nicht. 

Dasselbe gilt, wenn irgend ein b* zusammenfallt mit dem ihm 
congruenten b/ (h = 1, 2,...,m), oder wenn eine beliebige Anzahl 
von Paaren (a/, a;/), (b*, b*) zusammenfallen, Der Satz hat daher 
allgemeine Giiltigkeit. 

Corollar. Decken sich zwei congruente Flachensysteme theilweise, 
so sind die beiden Systeme gebildet aus ihren nicht gemeinsamen Theilen 
endlich-gleich. (Fig. 9). 

7. Schneidet man aus zwei endlich-gleichen Flichensystemen endlich- 
gleiche Systeme von Stiicken heraus, so sind die beiden Restsysteme 
endlich-gleich. 

Es seien A XB die gegebenen Flichensysteme; A,, A,,..., Ai 
und B,, B,,..., Bn Sticke von A und B, u. zw. 
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(4,, 4,,.-.., ao SW, B,, ..-, BR), 
S resp. 7 die nach Ausscheidung dieser Systeme von Stiicken zuriick- 
bleibenden Reste; dann hat man Sx T. Man zerlege die Systeme A 
und B in gegenseitig congruente Stiicke (Def. 1); die zerlegten Systeme 
médgen mit A’ resp. B’ bezeichnet werden; die Voraussetzung A’ oo B’ 
kann durch gegenseitige Verschiebung der Stiicke stets erfiillt werden, 
wir wollen sie daher annehmen. Diese Zerlegung wird es im All- 
gemeinen mit sich bringen, dass dabei auch einzelne Stiicke der aus- 
zuschneidenden Systeme A; und B; zerlegt werden; die Endlichgleich- 
heit der Systeme A; und B; bleibt jedoch bestehen (Satz 1). Man 
zerlege nun auch die so umgestalteten Systeme der A; und B; in gegen- 
seitig congruente Stiicke A; und B;, von der Anzahl n, wo also 
Aj cw B;, j=l,2,...,0. 

Wir wollen voraussetzen, dass die Reste S;_; und 7;,, welche aus 
den Systemen A’ und B iibrig bleiben, wenn man aus ersterem das 
System A,’, A,’,...,A;-1, aus letzterem das System B,’, B,’,..., Bia 
herausschneidet, von der in 5) beschriebenen EKigenschaft sind. Dann 
folgt aus den in 6) angefiihrten Griinden, dass diese Eigenschaft un- 
verindert bleibt, wenn man aus S;_,; das Stiick A,; und aus 7j_» das 
Stiick B; herausschneidet; wir haben also (5) auch S; x 7;. Vermittelst 
Schlusses von ¢ auf ¢-+ 1 kénnen wir daher folgern, dass die nach 
Entfernung simmtlicher A; und B; (j = 1, 2,..., ) aus den Systemen 
A’ und B’ zuriickbleibenden Restsysteme S, und 7’, endlichgleich sind. 

Nun ist S, x S und ebenso 7; x 7; aus der erwiesenen Gleichung 
S,=x T,, folgt daher Sx 7. 

1. Corollar. Enthalten zwei endlichgleiche F lichensysteme sowohl 
gemeinsame als nichtgemeinsame Stiicke, so sind die aus der Gesammt- 
heit der Letzteren gebildeten beiden Systeme endlichgleich. 

2. Corollar. Die gebréuchliche Definition endlichgleicher F lichen 
deckt die Bélyai'sche vollstindig. 

8. Die in 5) beschriebenen hinreichenden Bedingungen der Endlich- 
gleichheit eweier Systeme sind zugleich nothwendige Bedingungen. 

Man entferne alle gegenseitig congruenten Bégen von gleichem 
Kriimmungssinn nach dem in 5) beschriebenen Verfahren; die von den 
gegebenen endlichgleichen Systemen A und B so abgeschnittenen 
Systeme A’ und B sind einander endlichgleich. Man transponire ferner, 
nach dem ebendort beschriebenen Verfahren, jene Bogen mit positivem 
Kriimmungssinne, die auf demselben System auch mit negativem Kriim- 
mungssinne vorkommen; die beiden Reste erscheinen dann in Systeme 
A” und B" transformirt, (Fig. 10a, 10b) die an ihren Riindern weder 
gegenseitig congruente Bogen mit gleichem Kriimmungssinn, noch solche 
enthalien, welche an den Grenzen desselben Systems sowohl mit positivem 
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als negativem Kriimmungssinne vorkommen. Da AX B und A’x B ist, 
so folgt aus Ar A’+ A” und Bx B + B’ mit Hilfe des Satzes 7) 
die Gleichung A” x= B”. Wir wollen nun beweisen, dass die Riander 
von A” und B” nur gerade Linien enthalten kénnen. Denn gesetzt 
die Grenzen des Systems A” enthalten Kreisbégen von bestimmter 
Kriimmung + g und von der Gesammtlinge LZ, und wir denken uns 
die Flachen A” beliebig zerschnitten und zerlegt; dann kénnen an den 
neuen Grenzlinien Kreisbégen von derselben Kriimmung + g in der 
Gesammtlinge / auftreten, — es miissen aber gleichzeitig auch Kreis- 
bégen von der Kriimmung — g auftreten in derselben Gesammtlinge 1, 

Das System B” kann seiner Definition zufolge keine Kreisbégen 
von der Kriimmung + g enthalten. Gesetzt Kreisbégen von der Kriim- 
mung — g kommen an den Grenzen in der Gesammtliinge L’ vor und 
es werden auch die Flichen des Systems B” irgendwie zerschnitten 
und zerlegt; dann treten an den neuen Rindern Kreisbégen von der 
Kriimmung +g und — g gleichzeitig in der Gesammtliinge 1’ auf. 
Soll aber eine Zerlegung der Systeme A” und B” in gegenseitig con- 
gruente Stiicke von endlicher Anzahl méglich sein, so miissten die 
Gesammtliingen der an beiden Riindern vorkommenden Kreisbégen von 
der Kriimmung + g (wie auch — g) endlich und einander gleich sein; 
mithin bestiinden die simultanen Gleichungen: 


L+i—f, 
LU + =i. 


Da aber die aus diesen fliessende Gleichung L + L’ — 0 zufolge der 
Positivitét von Z und L’ einen innern Widerspruch enthiilt, so ist die 
Hinfalligkeit der Annahme, dass A’’ oder B” Kreisbégen enthalten, 
erwiesen. 

Wir wollen nun voraussetzen, dass an den Grenzen von A” ein 
Bogenstiick P, P, mit demselben Kriimmungssinn J-mal vorkommt; da 
P,P, kein Kreisbogen ist, so ist die Voraussetzung gestattet, dass es 
keine congruenten Stiicke enthalte. Wird das System A” beliebig 
durch Querschnitte zerlegt, so miissen an den neuen Riindern dem 
Bogen P, P, endlichgleiche Theile i-mal vorkommen mit demselben 
und ebenso oft mit entgegengesetztem Kriimmungssinn, (wo i = 0 nicht 
ausgeschlossen ist). Das zerlegte System A” enthialt daher die ge- 
samiuten Theile von P,P, mit dem urspriinglichen Kriimmungssinn 
J + i-mal, mit dem entgegengesetzten i-mal. 

Das System B” kann an seinen Randern nur solche dem P, P, 
endlichgleiche Theile enthalten, die von entgegengesetztem Kriimmungs- 
sinn sind; deren Anzahl sei J’. Dann enthilt das durch Querschnitte 
zerlegte System B” an seinen Grenzlinien dem P, P, endlichgleiche 
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Theile von demselben Kriimmungssinn ¢’-mal und von entgegengesetztem 
J’ + i’-mal. 

Die Méglichkeit der Zerlegung der Systeme A” und B” in con- 
gruente Stiicke von ‘endlicher Anzahl wiirde vor Allem die Forderung 
stellen, dass simmtliche genannten Bogenstiicke der irgendwie zer- 
legten A” und B’, — sowohl vom urspriinglichen Kriimmungssinn der 
P, P,, als vom entgegengesetzten — sich gegenseitig decken und dass 
J, J’, i, i’, endlich seien. Es miissten daher die simultanen Glei- 
chungen Bestand haben: 


I+i ai, 
J’ +i’ mi. 


Diese wiirden aber die Gleichung J + J’ = 0 nach sich ziehen, welche 
in Folge der Bedeutung von J und J’ einen innern Widerspruch 
enthialt. Der Satz ist also bewiesen. 

Demnach kann z. B. eine Fliche, an deren Riindern krumme Linien 
vorkommen von nur positiver oder solche von mw negativer Kriim- 
mung, auf keine Weise in eine endliche Anzahl von Stiicken zerlegt 
werden, die im Innern eines geradlinigen Polygons von gleichem 
Flaicheninhalte aneinander gereiht werden kénnen. Ein Kreis- oder 
Parabelsegment in specie ist nie endlich-gleich einem Quadrat. 


§ 2. 

Der Bélyai’sche Beweis der in der Einleitung ausgesprochenen Siitze 
2 und 3 beruht auf wiederholter Transposition der gegebenen Flichen, 
die dabei als starr gedacht werden. Gelingt ein strenger Beweis auf 
dieser Grundlage, so haben die Sitze in beliebigen ebenen Raiumen 
Giltigkeit. 

Zwei auf derselben Ebene gelegene Systeme sind congruent in 
gleichem oder entgegengesetztem Sinne; im ersten Falle liegt auf ihrer 
Ebene ein Punkt O, — der gegenseitige Drehungsmittelpunkt der 
beiden Systeme — von der Eigenschaft, dass eine Drehung von der 
Grésse m um ihn die Systeme zur Deckung bringt, (der Punkt kann 
im Specialfall im Unendlichen liegen, in welchen Falle statt Drehung 
Parallelverschiebung zu setzen ist); im zweiten Falle liegt auf ihrer 
Ebene eine Gerade — die gegenseitige Drehungsaxe der beiden Systeme — 
von der Eigenschaft, dass das eine System nach einer Umlegung um 
ihr und einer Parallelverschiebung in ihrer Richtung von bestimmter 
Grosse das Zweite deckt. 

Wir werden sehen, dass die Zerlegung der nicht gemeinsamen 
Theile zweier congruenten Flichen nur dann nicht gelingt vermittelst 
wiederholter Transpositionen derselben, wenn die gegebenen Flaichen 
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in gleichem Sinne congruent sind und der gegenseitige Drehungs- 
mittelpunkt in ihrem Innern liegt. Dieser Fall wird dann durch Um- 
formung der Flachen vermittelst geeigneter Querschnitte erledigt 
werden. 

Bélyai hat den Drehungsmittelpunkt und die Drehungsaxe ausser 
Acht gelassen; dies ist der hauptsichlichste Grund, weshalb seine 
Beweise den Forderungen der Strenge nicht geniigen konnten. 

1. Gegeben sind zwei gegenseitig sich theilweise deckende, in gleichem 
Sinne congruente, einfach zusammenhiingende Flichen, deren gegenseitiger 
Drehungsmittelpunkt nicht in ihrem Innern liegt, und deren gemeinsamer 
Theil ebenfalls einfach zusammenhiingt. Man zerlege ihre nicht gemein- 
samen Theile in eine endliche Anzahl von gegenseitig congruenten Stiicken. 
(Fig. 11). 

Construction. Die gegebenen congruenten Flichen seien A 
und B, ihr gemeinsamer Theil K, ihre nicht gemeinsamen Theile S 
resp. 7’. Die tiusseren Grenzen von S und 7 seien mit a resp. b be- 
zeichnet, die inneren mit a’ resp, 6’; demnach sind a’ und b’ Theile 
der Grenze der gemeinsamen Fliiche K. Eine Drehung von der Grosse » 
um das Centrum O bringe die Fliiche A zur Deckung mit B. 

Man drehe die Fliche K um den Punkt O nacheinander um die 
Winkelgréssen p, 29, ..., mm, wo m eine ganze positive Zahl ist, 
und zeichne nach jeder Drehung die ins Innere von B fallenden Um- 
risse von K auf diese Fliche; die so gezeichneten Linien seien 

a", a”, «++, a", art; 
die Zahl n ist dadurch gegeben, dass die starre Linie a"+" um die 
Winkelgrésse g und um den Punkt O gedreht giinzlich ausserhalb der 
Fliche B zu liegen kommt. 

Man drehe die Fliche K ferner um den Punkt O im entgegen- 
gesetzten Sinne u. zw. um die Winkelgréssen — my, —29,..., —n@ 
und zeichne schrittweise jene Stiicke 

B”, O",.. 5 #, #E 
der Rinder der sich drehenden Fliche ab, welche ins Innere von A 
zu liegen kommen. 

Die Flichen S und 7 casita durch die gezogenen Linien in 
gegenseitig congruente Stiicke von endlicher Anzahl getheilt.*) 

Beweis. Der Gesichtswinkel der Fliche A vom Punkte O aus 
sei ®; es ist m< ®:q. Mithin ist die Anzahl der Linien a‘ und 0, 
also auch die Anzahl der gur Ausfiihrung der Construction vorge- 
schriebenen Schritte endlich. Da wir nun ein fiir allemal vorausgesetzt 





*) Die Construction kann auch nach dem im § 2, 6, II beschriebenen Ver- 
fahren geschehen, welches iibrigens im Wesentlichen die Verallgemeinerung des 
eben auseinandergesetzten bildet. 
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haben, dass die Grenzlinien unserer Flachen verschoben eine endliche 
Anzahl von Schnittpunkten darbieten, so entspringt demzufolge aus 
der Construction eine endliche Anzahl von Flichenstiicken. 

Dass aber die gegebenen Flichen durch die gezogenen Linien in 
der That in Stiicke getheilt werden, folgt daraus, dass die Linien 
ai und bf nicht in ihrem Innern, sondern an ihren Grenzen enden. 
Wird niamlich die Fliche K aus ihrer urspriinglichen Lage um die 
Wiukelgrésse m gedreht, so kommt ihr Randstiick b’ auf den Rand 
der Fliche B zu liegen, wahrend ibre Fliche vollstiindig im Innern 
des B bleibt; die im Innern von B gezeichnete Linie a’ endet daher 
jedenfalls an der Grenze von B. Wenn aber K aus der urspriing- 
lichen Lage um die Winkelgrésse ig gedreht wird, wo 1<i<n+1, 
so liegt nur eim Theil von ihm ausserhalb B, demzufolge die im 
Innern von B gezeichnete Linie a‘t+' jedenfalls am Rand des B 
endet. Dasselbe gilt von den Linien 

O, OF, 05g OM, PM. 
Ein beliebiges, durch die vorgenommene Zerstiickelung entstandenes 
Stiick der Flache S sei S,;; man nehme im Innern von S, einen Punkt 
M an; ziehe durch ihn einen Kreis mit dem Mittelpunkt 0; 

eM, M",...,MN 
seien Punkte des Kreises, die der Bedingung geniigen 

+o = MOM = M'0M" =..--— M*"OM'* = MON, 
wobei & durch die Bedingung gegeben ist, dass M* der letzte, der 
auf das Gebiet A fallenden Punkte sei. Es ist klar, dass dann 
M', M",...,M* Punkte von K sind, wihrend der Punkt N bereits 
in das Innere von 7 fiallt. Es ist ferner einleuchtend, dass keiner 
dieser Punkte in eine der Linien a‘ resp. b‘ fallen kann, weil jede 
dieser Linien durch wiederholte Drehung um die Winkelgrésse m und 
um das Centrum O in irgend einen Rand a resp. b gebracht werden 
kann, wohin also auch der in a‘ liegende Punkt MM? fallen miisste, 
was unmdglich ist, da M im Innern und nicht am Rande von S, an- 
genommen wurde. 

Wiederholen wir aber diese Construction in dem Falle, wo M 
auf einer der Grenzlinien von S, liegt, so werden auch die andern 
Punkte M’, M”,..., M*, N auf Grenzlinien a oder b fallen, je nach- 
dem M auf einer der Linien a oder b angenommen wurde, Daraus 
folgt aber sogleich, dass die Territorien S,, K’, K”,..., K*, T, in 
deren Inneres die Punkte M, M’, M”,..., M*', M*, N fallen, 
einander congruent sind, denn die innern (resp. Grenz-) Punkte jedes 
der Gebiete 

&, EK’, E”,..., K**, X*, 7, 
werden zu innern (resp, Grenz-) Punkten jedes folgenden, sobald diese 
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Stiicke einer Drehung von der Grésse + » um O unterworfen werden. 
Es ist daher 8; 7;. Zu bemerken ist noch, dass zufolge der Con- 
struction der Punkte M, M’,..., M*, N wz jedem §; nur ein ihm 
congruentes 7 gehért und umgekehrt. Damit ist die Zerstiickelung 
der beiden Figuren S und 7 in gegenseitig congruente Stiicke that- 
sichlich durchgefiihrt und die Richtigkeit der Construction bewiesen. 

2. Gegeben sind die aus den einfach zusammenhdngenden Theilen 
A,, A, resp. B,, B, bestehenden Flichensysteme A und B, wobei 
A; ~ B; (i= 1,2). Die Fliichen A, wnd B, besitzen keinen gemein- 
schaftlichen Theil, wéihrend der gemeinschaftliche Theil der Flichen 
A, und B, auch mehrfach zusammenhiingend sein kann. Das System 
der A und B nicht gemeinsamen Fliichen ist in gegenseitig congruente 
Stiicke zu theilen. (Fig. 12). 

Construction. Nachdem wir die Grenzlinien des den Flichen 
A,, B, gemeinsamen Stiickes K auf dieselben in ihrer gegebenen Lage 
abgezeichnet, bringen wir A, zur Deckung mit B,, B, zur Deckung 
mit A, und zeichnen in dieser neuen Lage die Grenzlinien von K auf 
B, sowohl wie auf A, ab, womit die Zerstiickelung der nicht gemein- 
samen Theile der Systeme A und B in gegenseitig congruente Stiicke 
thatsiichlich durchgefiihrt ist. 

Beweis. Die Theile von A, seien S, und K, die von B, 
T, und K, dann werden 7, und 7, cw K die Theile von B,, S, und 
S, & K hiagegen die Theile von A, sein, wobei 

EUS, WOT, & WT, 8,0 73. 
S;, S,, S, und 7,, T,, T, bilden aber gerade diejenigen Theile der 
Systeme A und B, die nicht gemeinsam sind. 

3. Gegeben sind zwei in gleichem Sinne congruente Flachen oder 
Fliichensysteme A und B, deren gemeinsame Theile auch mehrfach zu- 
sammenhingend sein kinnen, aus deren gegenseitigem Drehungsmittel- 
punkte man aber ohne Durchquerung irgend einer der gegebenen Flichen 
in das Unendliche gelangen kann (auf dem durch 1, und 1, vorgeseich- 
neten Wege). Die nicht gemeinschaftlichen Theile sind in gegenseitig 
congruente Stiicke zu theilen. (Fig. 13). 

Construction. Es sei g der Winkel, um welchen man das 
System A drehen muss, damit es mit dem System B zur Deckung 
komme und es bestehe der gemeinschaftliche Theil der beiden Systeme 
aus den einfach zusammenhiingenden einzelnen Stiicken 

Ey, Hey. Miss ee 
Wir drehen K;(i=1,2,...,m) um O als Drehungscentrum um 
m, 29,...,m, und zeichnen nach jeder einzelnen Drehung die 
Contour von K; ganz oder nur theilweise auf die Flachensysteme A 
und B ab, je nachdem K; ganz oder nur zum Theil in diese Systeme 








418 M, Réray. 


gerith, mit der Einschraénkung aber, dass die Contouren derjenigen 
Theile, die die Gerade 1, einmal bereits iiberschritten hatten, nicht 
mehr eingezeichnet werden, auch in dem Falle nicht, wenn sie auf 
der anderen Seite wieder in das Gebiet von A, B gelangen sollten; 
m ist dadurch charakterisirt, dass das um den Winkel (n;-+ 1) 
gedrehte K; das erste sei, dessen Theile nach der gegebenen Vor- 
schrift weiter nicht einzuzeichnen sind. 

Ganz so sei das Verfahren bei der Drehung von K; um 

— 9, —29,...,— 
aus seiner anfainglichen Lage; wobei m; wieder durch die Forderung 
definirt sei, dass das um — (n; + 1) gedrehte K; keine einzuzeich- 
nenden Theile habe. Durch die eingezeichneten Linien ist aber die 
Aufgabe thatsiichlich gelést. 

Beweis. Genau dieselben Griinde wie bei der 1. Aufgabe dieses § 
berechtigen uns auch hier zu der Folgerung, dass sowohl die Endlich- 
keit der Anzahl der Schritte, als auch die der Anzahl der resultirenden 
Stiicke gesichert ist. 

Dass aber durch die gezogenen Linien die Systeme A und B that- 
sichlich aufgetheilt werden, ist auch hier einleuchtend, XK; wird 
nimlich in seinen verschiedenen Lagen entweder ganz oder nur zum 
Theil in die Systeme A, B zu liegen kommen; im erstern Falle giebt 
die vorgeschriebene Abbildung Stiicke die congruent K; sind, im 
zweiten Falle entstehen ein oder mehrere Stiicke, die congruent sind 
mit demjenigen Theile resp. Theilen von K;, die in die Gebiete A 
und B fallen. Da wir demnach bei der Drehung jedes einzelnen K; 
stets Stiicke erhalten (mit geschlossenen Contouren), so werden die 
verschiedenen Systeme der so eingezeichneten Linien, selbst wenn sie 
sich auch durchkreuzen, die Flichen A und B immer in Stiicke zer- 
theilen, deren Anzahl eine endliche ist, da die Durchkreuzungspunkte 
nach der ein fiir allemal gemachten Voraussetzung, dass die Begrenzungen 
der beiden Systeme bei jeder Lage eine endliche Anzahl von Schnitt- 
punkten darbieten, nur in endlicher Anzahl vorhanden sein kénnen, 
Wir nennen diejenigen Theile von A, die auch Theile von B sind, 
gebundene Theile von A; von den Theilen von A, die nicht zugleich 
Theile von B sind, soll hingegen als von den freien Theilen von A 
die Rede sein. Wir bezeichnen ferner ein durch die durchgefiihrte 
Construction erzieltes Stiick des freien Theiles, in welchem keine 
theilenden Linien vorkommen, mit 


S;(j = 1, 2,..., 8); 

Stiicke des freien Theiles von B, die die analoge Eigenschaft haben, mit 
T;(j=1,2,...,#). 

Es ist zu beweisen, dass s—=¢, und nach gewissen Bestimmungen 
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und Anordnungen S; = 7; ist, wobei (j-—= 1, 2,...,s). Wir nehmen 
im Innern von S; einen Punkt M an, legen durch denselben einen 
Kreis mit dem Mittelpunkt O, und bezeichnen mit M’, M”,..., M* 
die Punkte auf dem Kreise, deren Winkelentfernung von YM gleich 
p,2q,..-,@ ist (ebenso wie im Beweise zur ersten Aufgabe). Der 
Punkt M’ wird dann unbedingt schon in die Fliche B fallen, da die 
Fliche A bei einer Drehung gleich g die Fliche B deckt und daher ein 
innerer Punkt A (MZ) einen innern Punkt von B(M’) decken muss, 
Dieser Punkt M’ kann auf keiner der durch die Construction gewonnenen 
Theilungslinien liegen, da sonst bei einer Drehung gleich — » diese 
Theilungslinie durch M gehen miisste, was mit der Voraussetzung im 
Widerspruche steht, nach welcher im Innern von S; keine Theilungs- 
linie vorkomme. Beziiglich der Lage von M’ sind zwei Fille méglich: 
M’ liegt entweder auf einem freien Stiicke von B (7Z;), oder auf einem 
gebundenen Stiicke von B(K;); wir behaupten, dass im ersten Falle 
S; oo T;, im zweiten Falle S; co K;' ist. Bei einer Drehung gleich » 


wird nimlich jeder innere Punkt M von S; in das Innere von 7; resp. 
K; gelangen, und umgekehrt wird bei einer Drehung um — @ jeder 
innere Punkt der letzteren einen inneren Punkt von S; decken. Setzen 
wir beziiglich der Lage von M’ den zweiten Fall voraus, so sei in 
der Reihe der Punkte 
', EE”,.. . 9 H* 

der Punkt M* der letzte, welcher noch auf dem gebundenen Stiicke 
Kj liegt, so dass M*+* der erste Punkt ist, der auf das freie Stiick 
T; gelangt. Dann ist aber offenbar 


SVK VK ue: VE vt,. 
Betrachten wir naimlich 
S;, Kj, K;’,..., KP 
als Bestandtheile von A und drehen wir das System um den Winkel g, 


so werden der Annahme resp. der Construction zufolge A und B mit- 


sammt allen auf ihnen gezeichneten Linien sich gegenseitig decken. 
Die Punkte 


M, M’', M",..., M* 
der Fliiche A werden aber dann auf die Punkte 
MM’, M", M”,..., M* 

von B zu liegen kommen; es werden also die Stiicke 

S;, K;, K;’, > & K}"*, Ks 
der Fliche A, die Stiicke von B 

K;, K;;’, K;”, — K}, T; 
decken, wobei im Sinne der Construction 7; bereits ein freies Stiick 
von B ist. Damit ist aber die Richtigkeit der Construction bewiesen, 
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denn sowie jedem S; nach dem eben Bewiesenen ein ihm congruentes 
Stiick 7; zugeordnet ist, und nur ein solches, so gehdrt umgekehrt zu 
jedem Stiicke 7; ein und nur ein Stiick S,,, das ihm congruent ist; 
man hat nur an Stelle der positiven Drehungen solche um Vielfache 


von — @ vorzunehmen. Die Anzahl der Stiicke S; ist also gleich der 
Stiicke 7;, 


4. Gegeben sind die im gleichen Sinne congruenten Fliichen A und 
B, aus deren gegenseitigem Drehungsmittelpunkte O man nicht ins Un- 
endliche gelangen kann, ohne A oder B zu durchqueren. Ihre nicht 
gemeimsamen Flichentheile S und T sind in gegenseitig congruente 
Stiicke zu theilen. (Fig. 14). 

Construction und Beweis. Wir ziehen vom Punkt O aus 
ins Unendliche die stetigen, weder sich selbst noch einander schneiden- 
den Linien 1, und 1,, deren erste A, deren zweite B nicht schneide; 
die in den zwei Winkelraumen zwischen 7, und 1, gelegenen gemein- 
samen Flichensysteme bezeichnen wir mit K, resp. K,. Indem wir 
uns die Flichen A und B in verschiedenen Blattern denken, stellen 
wir uns vor, diese Blatter seien im Theile K, zusammenhiingend, 
wihrend wir von jedem Zusammenhang der iibrigen Theile, namentlich 
K,, absehen; (zur gréssern Anschaulichkeit denke man sich z. B. die 
Theile von A, tiber K, aus der Ebene herausgebogen). Nach Aus- 
scheidung von K, kann man die Reste A — K,, B — K, mittels der 
in 1) resp. 3) gegebenen Construction in Stiicke 


ee ee Fae eo 
ee Sa 


theilen, so dass S; x» T; (i= 1,2,..., m). Nach Wiederherstellung 
des Zusammenhanges der einzelnen Blatter in den K,, werde mit 
K3; ein soleher Theil von K, bezeichnet, welcher sdmmitliche gemein- 
same Theile von S; und 7; umfasst, wobei 8; 7T;. Da S; und 7; 
nur im zweiten Winkelraume zusammenhingen, so kénnen nach Aus- 
scheidung von Ko; die Reste S;— Ke; resp. JT; —— Ka; nach den in 
1) und 3) gegebenen Constructionen wieder in gegenseitig congruente 
Stiicke getheilt werden. 

Sei weiter K; die Gesammtheit derjenigen Theile von K, in welchen 
S; mit dem ihm nicht congruenten 7; zusammenhiingt. Dann sind 
S;, S; und 7;, TZ; (wobei S; oo 7;, S; co T;) solche Flaichenpaare, 
welche durch die in 2) gegebene Construction in gegenseitig congruente 
Stiicke getheilt werden kénnen. Wenn endlich S; sowohl mit dem 
ihm congruenten 7, als auch mit dem ihm nicht congruenten 7; einen 
Theil gemeinschaftlich hat, so werden wir erstens, nachdem wir von 
dem §S; und Z; gemeinschaftlichen Theile abgesehen haben, nach 
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Ausscheidung des S; und 7; gemeinsamen Theiles, die Reste nach 1) 
und 3) in gegenseitig congruente Stiicke 
sal 81> Soy - 0 +9 Sipe. oy SE 

ee Seen eee 
zerlegen, wobei s; .» ¢;; sodann werden wir als zweiten Schritt nach 
Ausscheidung des s,, s.,..., Si, . . +, 8, und Z; gemeinsamen Theils, die 
Zerstiickelung der Reste in gegenseitig congruente Theile bewerkstelligen, 
was unter Beriicksichtigung der Theile s;, S; und ¢,, 7; 


(i Wb, S; 0% Tj) 


mit Hilfe der in 2) gegebenen Construction geschehen kann. Wenn 
wir so simmtliche Combinationen , die uns 

¢=1,2,...,m, 

j=i1,2,...,™m 
darbieten , beriicksichtigen, so lésen wir jedenfalls die vorgelegte Auf- 
gabe in einer endlichen Anzahl von Schritten. 

5. Gegeben sind die in gleichem Sinne congruenten Ringfliichen A 
und B, aus deren gemeinschaftlichem Drehungsmittelpunkte man nicht ins 
Unendliche gelangen kann ohne Durchquerung ,,beider“ Flichen. Ihre 
nicht gemeinschaftlichen Theile sind in gegenseitig congruente Stiicke zu 
theilen. 

Construction, Wir ziehen durch den gegenseitigen Drehungs- 
mittelpunkt eine stetige sich selbst nirgends durchschneidende Linie 1, 
auf der Fliche A, welche die Ringfliiche A schneidend in dem ins 
Unendliche sich ausdehnenden Raume endigt. Sodann drehen wir A 
und mit A J, um den Winkel g, bis A zur Deckung mit B kommt. 
In dieser Lage zeichnen wir 1, auf B ein und erhalten so eine Linie J,. 
Adjungiren wir die Linien /, und/, den Grenzen der Fliichen A resp. 
B in der Weise, dass wir die Linienstiicke longitudinal entzwei- 
geschnitten denken, so haben wir A und B zu Flachen A’ und BD’ 
umgestaltet, welche den Bedingungen des vorhergehenden Problems 
Geniige leisten. Wir gelangen nimlich entlang der neuen Rinder /, 
resp. /, aus dem Drehungsmittelpunkte ins Unendliche ohne Durchquerung 
von A’ resp. B’, Unser Problem ist demnach auf das in 4) behandelte 
zuriickgefiihrt. 

Bemerkung. Dies ist natiirlich auch die allgemeine Lésung des 
Falles, in welchem der gegenseitige Drehungsmittelpunkt sich im Innern 
der Fliichen A und B befindet; die Construction bleibt genau dieselbe. 

Wenn aber A und B einfach zusammenhingend sind (bei speciellen 
Lagen auch in andern Fiillen) so bietet sich uns folgende einfachere 
Construction dar. (Fig. 15). 

Es seien z. B. A und B einfach zusammenhingende congruente 
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Flichen, deren gegenseitiger Drehungsmittelpunkt in dem A und B 
gemeinschaftlichen Theile K liegt. Unter den Kreuzungspunkten der 
Rander sei M, so gewihlt, dass im Innern des mit dem Radius 0 M, 
gezogenen Kreises weiter kein Kreuzungspunkt der Riinder liege. Durch 
einen Schnitt im Laufe der Umfangslinie dieses Kreises, zerlegen wir 
die Flichen A und B in zwei Theile: die Theile von A und B ausser- 
halb des Kreises seien A, resp. B,, innerhalb des Kreises A, resp. B,. 
Beziiglich der Flichen A, und B, ist der gegenseitige Drehungsmittel- 
punkt ein fusserer Punkt, sonach kénnen ihre nicht gemeinsamen 
Theile mittels der unter 1) gegebenen Construction in eine endliche 
Anzahl gegenseitig congruenter Theile zerstiickelt werden; — diese 
Theile sind in unserer Figur 


So, S,, 8, S; resp. Z,, T,, T,, 7. 
Andererseits sind die A, und B, nicht gemeinschaftlichen Theile des 
Kreises S, und 7’, selbst schon einander congruent. 
Wenn niwlich gm der Winkel ist, um welche A gedreht werden 


muss um mit B zur Deckung gebracht zu werden, so ist der Seh- 
winkel von S, und 7, von O aus 
M,0Q = POM, = 9; 

und weiter, da M,P und QM, homologe Bégen der Rinder von A 
und B sind, so sind sie congruent selbst dann noch, wenn sie aus 
mehreren Stiicken bestehen sollten; demzufolge wird also bei einer 
Drehung gleich gm die Begrenzung von 7',, bestehend aus Stiicken des 
Kreisbogens und des urspriinglichen Randstiickes M, P, die Begrenzung 
von S, decken. Wenn der Radius des kreisférmigen Schnittes kleiner 
als OM, ist, der Kreis aber dennoch den Rand von A durchschneidet, 
so bleibt die Construction dieselbe; das Resultat wird aber weniger 
einfach sein, da die Anzahl der erzielten Stiicke sich vergréssert. 
Wenn der Kreisschnitt mit einem Radius grésser als OM, gefihrt 
wird, und die Kreislinie den Punkt M, von den tibrigen Kreuzungs- 
punkten der Rander von A und B trennt — in unserer Figur von 
M, — so werden die ausserhalb des Kreises liegenden nicht gemein- 
samen Theile von A, und B, nach dem gleichen Vorgange in gegen- 
seitig congruente Stiicke getheilt werden kénnen, wie vordem. 

Die nicht gemeinschaftlichen Theile der innerhalb des Kreises 
liegenden A, und B, werden wie folgt behandelt: 

Der den beiden Fliichen A, und B, gemeinsame Theil K, wird 
um die Winkel — », —2, —3q... gedreht und nach jeder ein- 
zelnen Drehung seine Contour auf die Fliche 7’ abgezeichnet; ebenso 
werden die Contouren von K, bei einer entgegengesetzten Drehung 
um +9, +29, +39,... auf S abgezeichnet. Setzen wir dies so 
lange fort bis kein Stiick des Randes von K, mehr in das Innere der 
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Flichen S resp. 7 fallt, so ist deren Zerstiickelung in eine endliche 
Anzahl gegenseitig congruenter Theile vollzogen. 

Dass man bei diesem Vorgange nach einer endlichen Anzahl von 
Schritten zum Ziele gelangt, kann ebenso bewiesen werden, wie dies 
in 1) geschehen ist. 

6. Bei Anwendung der in 1, 2, 3, 4 und 5 beschriebenen Con- 
structionen kann demnach die Zerstiickelung von gleichsinnig con- 
gruenten Flichen in gegenseitig congruente Theile erledigt werden. 
Das einzige bei dieser Zerlegung angewandte Hilfsmittel war, wenn 
wir von der eventuell vorgenommenen Ausscheidung des Drehungs- 
mittelpunktes durch zweckmiissig angebrachte Schnitte absehen, die 
wiederholte Drehung des den gegebenen Flichen gemeinschaftlichen 
Theiles um den Winkel g, der dadurch definirt war, dass bei einer 
Drehung gleich m die beiden gegebenen Fliichen zur Deckung gebracht 
werden konnten. An Stelle der wiederholten Drehung trat wieder- 
holte Parallelverschiebung, wenn die gegebenen Fliachen nicht durch 
Drehung, sondern durch Parallelverschiebung zur Deckung gebracht 
werden konnten; dabei war die Zerstiickelung des nicht gemeinschaft- 
lichen Theiles in eine endliche Anzahl gegenseitig congruenter Stiicke 
bei Anwendung der unter 1, 2, 3 und 4 gegebenen Constructionen stets 
médglich, 

Wir gehen nun zu dem Falle iiber, in welchem die gegebenen 
Fliichen im enigegengeseteten Sinne congruent sind. Es seien zwei im 
entgegengescteten Sinne congruente ebene Flichen A und B gegeben, 
welche einen gemeinschaftlichen Theil besiteen. 

I. Sei ¢ die gegenseitige Drehungsaxe der beiden Figuren (Fig. 16); 
drehen wir A und B um diese Axe, so entstehen die symmetrischen 
Gegenfiguren zu A und B, A’ resp. B’; eine Parallelverschiebung um ¢, 
in der Richtung von ¢ bringt A’ und B zur Deckung, eine Parallel- 
verschiebung um ¢, in der entgegengesetzten Richtung bringt B’ zur 
Deckung mit A. Die nicht gemeinsamen Theile von A und B werden 
durch die Rander von A’ und B’ in Stiicke 

S,, S,, 83, S, resp. Z,, Z,, Z;, 7, 

zerfallt, wobei unter S, und 7, die auch beiden Flichen A’ und B’ 
gemeinschaftlichen Theile, unter S, und 7’,, die nur A’ resp. B’ auch 
angehérenden Stiicke, unter S, und 7, die nur B’ resp. A’ auch an- 
gehérenden und endlich unter S, und 7, die keinen der Flachen A’ 
und B’ angehdrenden Stiicke verstanden werden sollen. Da S, und 
T, symmetrische Gegenfiguren sind, so ist S, co 7, und sind demnach 
nur noch die Flichen S, + S, + S, und 7, + 7, + 7; in gegenseitig 
congruente Stiicke zu theilen. 

Bezeichnen wir die symmetrischen Gegenfiguren S, und 7; mit 
S,' resp. 7',', so dass 


- 
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8, oS, und 7; wT, 

so ist die Aufgabe zuriickgefiihrt auf die Zerstiickelung der Flichen 
S,+85,+ 8, und 7, + 7T,+ 7, in gegenseitig congruente Stiicke. 
Die angegebenen Flichen sind aber die nicht gemeinsamen Theile von 
A’ und B; die gewiinschte Zerstiickelung wird also durch wiederholte 
Parallelverschiebung des A’ und B gemeinschaftlichen Theiles in der 
Richtung von ¢ und in der entgegengesetzten Richtung, jedesmal um 
die Grésse ¢,, vollzogen werden kénnen, da ja die Flichen A’ und B 
durch die Parallelverschiebung um die Grosse ¢, in der Richtung ¢ 
zur Deckung gebracht werden kénnen. 

Ist diese Zerstiickelung aber einmal vollzogen, so sind die erzielten 
Theile von S,’ und 7,‘ auf S, resp. 7, zu iibertragen, was durch eine 
Drehung um ¢ bewerkstelligt werden kann. 

Es ist also bewiesen, dass das Problem durch die wiederholte 
Anwendung der durch die gegenseitige Lage von A und B gegebenen 
Parallelverschiebung ¢, und Drehung um die Axe ¢ gelést werden kann. 

Il. Die Construction kann auch ohne Zuhilfenahme der symme- 
trischen Gegenfiguren A’ und B’ bewerkstelligt werden, wie dies in 
folgender Weise gezeigt werden soll. (Fig. 17). 

Seien die Begrenzungslinien des A und B gemeinsamen Theiles K 
a, im Innern von A, 0b, im Innern von B, Wir denken wns A und 
B mit den darauf gezeichneten Linien a, resp. b, auf verschiedenen 
Blattern (zum Zwecke der leichtern Veranschaulichung auf durch- 
sichtigen Papierblattern) und bringen sie zur Deckung; in dieser Lage 
zeichnen wir b, auf A, a, auf B ab und bezeichnen die so erzielten 
Linien mit a’ resp. b’. Zwei Faille sind méglich: Kein Stiick der Linien 
a und 0’ liegt auf K, oder es giebt Stiicke von a’ und 0’, die auf K 
zu liegen kommen. 

Im ersteren Falle ist die Zerlegung der A und B nicht gemein- 
samen Theile in gegenseitig congruente Parzellen durch die Linien 
a’ bereits b’ bewerkstelligt. 

Im zweiten Falle bringen wir A und B wieder in ihre urspriing- 
liche gegenseitige Lage zuriick, so dass das Stiick K von A, wieder 
das Stiick K von B decke und zeichnen die Linien Bb resp. a’ auf 
A resp. B ab, wodurch wir die Linien a, resp. b, erhalten. A und B 
wieder zur Deckung gebracht, tibertragen wir b, und a, auf A resp. B 
und bezeichnen die so erhaltenen Linien mit a” resp. b”. Wieder sind 
zwei Fille moéglich: kein Stiick der Linien a’ und b” befindet sich 
auf K, oder es giebt Stiicke von a” und b”, die auf K zu liegen kommen. 
Im ersten Falle theilen die Linien a’, a” und 0’, b” die nicht gemein- 
samen Theile von A und B in gegenseitig congruente Stiicke. 

Im zweiten Falle bringen wir A und B wieder in ihre urspriing- 
liche gegenseitige Lage und setzen die Construction auf die beschriebene 
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Weise fort, Nach einer endlichen Anzahl m von Schritten wird es 
geschehen miissen, dass kein Stiick der Linien a™, b auf K zu liegen 
kommt, und dann sind die nicht gemeinschaftlichen Theile von A 
und B durch die Linien 

G, @’,.. +, a), ai 
resp. 

B, 0", ..- BD, 
in gegenseitig congruente Stiicke getheilt. 

Beweis. Die gesammten Begrenzungslinien des A und B gemein- 

schaftlichen Theiles K sind auf dem Blatte A a, und a, auf dem 


Blatte B hingegen b, und b; in der urspriinglichen gegenseitigen Lage 
sind sodann 


a,=b und b,=a. 
Im Sinne der Construction ist das gedrehte b, congruent a’; also a, 
das in der urspriinglichen Lage congruent b, ist, entgegengesetzt con- 
gruent dem gedrehten 6, und entgegengesetzt congruent a’. Ebenso 
ist b entgegengesetzt congruent b’. 

Ferner ist das in der urspriinglichen gegenseitigen Lage gezeichnete 
b, congruent einem gewissen Theile von a’; das gedrehte b, aber con- 
gruent a”; demzufolge ist a” entgegengesetzt congruent jenem Theile 
von a. Es ist aber a’ entgegengesetzt congruent a, wie wir nach- 
gewiesen haben. Wir kinnen daher folgern, dass die Linie a’ im 
gleichen Sinne congruent ist einem gewissen Theile von a. — 

Ebenso ist die Linie 6” gleichsinnig congruent einem gewissen 
Stiicke von b. Da aber a” (resp. 6”) durch zweimalige Umdrehung 
und Verschiebung jenes Stiickes von a (resp. b) erzielt wurde, so ist 
a” (resp. b”) um 2t, verschoben, verglichen mit der Lage jenes Stiickes 
von a (resp. b). 

Wir kénnen aber allgemein sagen, dass in der Reihe der Linien- 
stiicke 

a’*, hada vides al’, a’, a, 
yo, poe,..., H", ¥, 5, 
at*-!, gie*,..., a”, @, 
be=—1, b2-3 | ace b”, Dv’ 


jedes um 2¢, verschoben ist, verglichen mit der Lage des unmittelbar 
folgenden Linienstiickes. 

Daraus folgt aber, dass die Anzahl der Glieder dieser Reihen 
endlich sein muss, da ja die Linien a, a’ oder b, b’ bei wiederholter 
Anwendung der Parallelverschiebung um 2¢, nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten A resp. B verlassen miissen. Die Linien a und 
b decken sich sowohl in der wrspriinglichen als in der Deckungslage 
der Figuren A und B. Es seien 
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A,,, A;,, eee A;,, 
B;,, B;,, o''eg B; 


die gesammten auf dem Theile K von A resp. B liegenden Figuren, 

die die Kigenschaft haben, dass jedes 4;, in der urspriinglichen gegen- 

seitigen Lage mit B;,, und in der Deckungslage mit B,,,, zusammen- 

fallt. Die Glieder dieser Reihen kénnen nur eine endliche Anzahl 

haben, da jedes bestimmte Stiick der Fliche K in der Reihe nur ein- 

mal vorkommen kann, die Anzahl der Stiicke aber eine endliche ist. 
Da nun in der Deckungslage 


A;, = B,,, in = B;,,.. -» A, =B,,, 
so miissen die frei gewordenen Figuren B;, und B;,, Stiicke S; resp. 7; 
der nicht gemeinschaftlichen Flachen von A und B decken. Es bestehen 
demzufolge die Gleichungen 

SV Bw A, B,D + OB, w 7. 
Zu jedem S; gehért also ein und nur ein ihm congruentes Sttick der 
Flache 7 und umgekehrt. 

7. Schneidet man aus zwei congruenten Flichen A und B zwei gegen- 
seitig congruente Stiicke heraus, so sind die Reste gegenseitig endlich- 
gleich. 

Dieser Satz ist ein Specialfall des unter Punkt 6 des § 1 Bewiesenen, 
Die Auftheilung der Reste in gegenseitig congruente Stiicke bewerk- 
stelligt Bélyai durch Transpositionen d. hb. er fiihrt dieselbe zuriick 
auf die Auftheilung der nicht gemeinschaftlichen Theile zweier con- 
gruenter Flaichen u. zw. wie folgt: 

Es sei der Rest von A, wenn aus demselben A herausgeschnitten 
wird P, ebenso sei Q der Rest von B, wenn aus demselben B heraus- 
geschnitten wird. Indem wir uns die Flichen A, A und B, B auf 
verschiedenen Blittern vorstellen, bringen wir das Blatt A, A so auf 
das Blatt B, B, dass der Rand von A den Rand von B decke und 
zeichnen in dieser Lage den Rand von A auf das Blatt B, den Rand 
von B auf das Blatt A; wir bezeichnen die durch die eben erzielten 
Linien begrenzten Flichen der Reihe nach mit A’ resp. B’, so dass 


AWBUANWDSH. 
Nun sind zwei Fille méglich: A und B’ haben entweder keine gemein- 
schaftlichen Theile, oder sie besitzen solche. 
Im ersten Falle (Fig. 18) ist die Auftheilung der Flichen P und Q 
in gegenseitig congruente Stiicke bereits vollzogen. Die Fliche nim- 
lich, die nach Ausscheidung von B’ aus P zuriickbleibt ist congruent 


der Flache, die von Q iibrig bleibt, wenn man daraus A’ heraus- 
schneidet. 
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Im zweiten Falle (Fig. 19) sei der A und B’ gemeinsame Theil P, 
und ihre nicht gemeinschaftlichen Flichen S’ resp. 7; ebenso der A’ und B 
gemeinschaftliche Theil Q,, die nicht gemeinschaftlichen Theile S resp. 
T’; endlich seien die Theile von A und B, die nach Ausscheidung der 
gesammten eben erwihnten Stiicke P,S’7' resp. Q,S7" tibrig bleiben 
P, resp. Q,. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass P, oo Q, und P, o Q,, denn 
diese Fliichen decken einander in der Deckungslage von A, B in Folge 
ihrer Construction. 

Andererseits besteht P aus zwei Theilen: P, und 7; und Q aus 
Q, und S. Durch die Congruenz von P, und Q, ist also die Aufgabe 
zuriickgefiihrt, auf die Zerstiickelumg von S und 7 in gegenseitig 
congruente Theile. Da aber 7” ov 7; so ist die Aufgabe identisch mit 
der Auftheilung von S und Z” in solche Theile; S und Z”’ sind jedoch 
die nicht gemeinschaftlichen Theile von A’ und B, die congruent 
sind; die Aufgabe kann daher durch Constructionen gelést werden, 
die in diesem Paragraphen beschrieben wurden — Constructionen, die 
durch wiederholte Transpositionen der gegebenen Flichen ausgefiihrt 
werden. 

Ebenso kann der Satz (§ 1, 7)): 

Wenn aus zwei endlich-gleichen Flachen endlich-gleiche Stiicke heraus- 
geschnitten werden, so sind die Reste endlich gleich, — durch wieder- 
holte Transpositionen bewiesen werden. 

8. Zwei im entgegengeseteten Sinne congruente geradlinige Dreiecke 
sind in Stiicke theilbar, welche durch Drehung um ein und dasselbe 
Centrum und Vielfache desselben Winkels in gegenseitige Deckung gebracht 
werden konnen. 

Sei der Schnittpunkt von AC’ und A’C ein Punkt B, welcher 
zwischen A und C’ und zwischen A’ und C liegt; es sei ferner 

AB=AB wd BC=BC 
Fig. 20). 

Verbinden wir die Punkte A und C, sowie A’ und C’ so sind die 
Dreiecke ABC und A’ BC’ einander congruent im entgegengesetzten 
Sinne. Andererseits kann jedes im entgegengesetzten Sinne congruente 
Dreieckenpaar in die durch unsere Figur veranschaulichte Lage ge- 
bracht werden. 

Der Schnittpunkt der von den Ecken C und C’ ausgehenden 
Halbirungslinien der an diesen Ecken befindlichen innern Winkel sei 
O; dann ist O der Mittelpunkt des Kreises, der alle Seiten der beiden 
Dreiecke ABC und A’ BC’ beriihrt und dessen Radius gleich 

OD=O0D'=0E=0EF' 
ist. 
Betrachten wir die Figur, gebildet aus dem Bogen DD'E und 
28* 
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der gebrochenen Linie ACE. Diese Figur werde um O gedreht, bis 
die Ecke C nach C’ fallt; dann werden in letzterer Lage der Bogen 
DEE’ und die gebrochene Linie D’C’E’ die Begrenzungen der ge- 
drehten Figur sein. Die den beiden Winkelflichen nicht gemeinsamen 
Theile kénnen dann nach dem in § 2,1 beschriebenen Verfahren in 
gegenseitig congruente Stiicke getheilt werden. 

Die gewiinschte Auftheilung wird dann durch die mit dem Radius 
OA = OA’ beschriebenen Kreisbégen vollendet, welche durch Drehung 
um O im Betrage p = COC’ resp. 29, 3q,... zur Deckung kommen. — 

Die Construction kann unmittelbar auf symmetrisch gleiche Poly- 
gone tibertragen werden und wird sich im Falle symmetrisch-gleicher 
Pyramiden analog gestalten. 





2 ata 











2 sin 








Zur Kriimmungstheorie der Curvenschaaren. 
, Von 


R. v. Lizrenrnat in Santiago de Chile. 


Die folgenden Untersuchungen, welche ich als Fortsetzung meiner 
Arbeit ,,Ueber die Kriimmung der Curvenschaaren“ (diese Annalen 
Bd. 32, 8. 545) zu betrachten bitte, beziehen sich auf die unbeschriinkte 
Veriinderlichkeit der drei unabhingigen Variabeln, wihrend in der 
genannten Arbeit jene Verinderlichkeit an die Bedingung des Fort- 
schreitens in der Normalebene einer Curve der Schaar an der be- 
trachteten Stelle gekniipft war. Hierdurch treten weitere geometrische 
Invarianten auf, welche in der Theorie der geradlinigen Strahlensysteme 
nicht vorkommen, die aber die Transformation einer reellen Differential- 
form von drei Variabeln in Bezug auf die Curvenschaar in der Art er- 
méglichen, dass die Integrabilititsbedingungen der Form die Differential- 
gleichungen zwischen den geometrischen Invarianten der Curvenschaar 
in einfachster Weise bilden lassen. 

Nach der Transformation der Lamé’schen Differentialparameter in 
Bezug auf die Curvenschaar ist ein besonderer Paragraph den Beziehungen 
der Curvenschaar zur Einheitskugel gewidmet. Dort stellt sich der 
reciproke Quotient aus dem Querschnitt eines Tangentenbiindels und 
dem parallelen Kugeloberfliichenelement als Invariante des Quadrats 
des durch die Curvenschaar bestimmten Linearelements heraus, Den 
Schluss der Untersuchungen bilden Folgerungen fiir die Flichentheorie. 


§ 1. 
Einfiihrung geometrischer Invarianten. 
Wir betrachten die beiden Punkte (uw, v, w) und 


(w+ dr, vo+ ee dr, w+ ar), 


welche bei constantem p und qg einem Werthe von r und seinem 
benachbarten entsprechen. Durch den ersten der beiden Punkte gehen 
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die Geraden (x,, 4,, w,) und (x,, 4,, u,.) — Tangenten der Kriim- 
mungslinien — und durch den zweiten die Geraden (x, + “dr, oa 
und (x, +S ar, aa .). Bezeichnet man in Bezug auf den Punkt 
(uw, v, w) die Abscisse des Punktes P,, in welchem die Projection 
der Geraden (x, + oar, we -) auf die durch (x,, 4,, w,) and (&, 9, ) 
gehende Ebene die Gerade (x,, 4,, w,) trifft, mit P,, so wird: 


Pan $m ° 
s ra 
Der kiirzeste Abstand der beiden Geraden (x,, 4,, m,) und 
(x, + 2 dr,.. .) treffe die erstere in einem Punkte, dessen Abscisse 


in Bezug auf den Punkt (u, v, w) P,’ sei. Man hat dann: 


Vow 2G 
P, — “Si wy 
er 
Bei — Bezeichnungen hinsichtlich der Geraden (x,, 4,, u) 
und (x*, + & =t dy, .. -) folgt: 


Ox 
P — — — Vays: Px Sy 
,_=— 


OS ee 


Nimmt man eine beliebige durch den Punkt (u, v, w) gehende Nor- 
male der betrachteten Curve, welche mit der Geraden (x,, 4,, u,) 
den Winkel « bilden mége, so entspricht ihr eine durch den Punkt 


(u + oe dr,.. .) gehende Normale, welche zum selben Verhiiltniss 
a gehért Die Projection der letzteren auf die durch die erstere 


und die Gerade (&, 4, £) gehende Ebene schneide die erstere Normale 
in einem Punkt P, dessen Abscisse in Bezug auf den Punkt (w, v, w) 
P sei. Es ist dann: 


1 <* oe sin « 
ie la i 
Somit liegen die Punkte P auf der durch P, und P, gehenden Geraden. 


Letztere ist die Kriimmungsaxe der Curve fiir den betrachteten Punkt, 
und der Radius der ersten Kriimmung erhilt den Werth: 





P,P, 


oo VRE + Pe 





ame 
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Aus dem Gleichungssysteme: 


a 0& _ Vay ae Vags 
a= > “5 ee oe P, 


erhilt man: 





o& 
Oe 
inh +P 


Den Ausdruck: > 4 2 Fe “1 wollen wir mit //as3 - ®) bezeichnen. 
Dann ergiebt sich aus dem System: 


ex Vass On 
i= — p,? > 1 St =0, > H, Set = Vays + % 


die Folgerung: 


und analog: 


g 
xe 


Die Grésse #, spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Curven- 
schaaren. Es ist zuniichst: 


1 (1 
OY age G-- > wl -) = - (Fr = pe) 
Ferner hat der kiirzeste Abstand der beiden Geraden (x,, 4,, w,) und 
(x, + dr, .. ) den Werth: 


or 
Ho V ays dr 


se 


} prt at 
und der ktirzeste Abstand der beiden Geraden (x,, A,, mM.) und 
(x, +> on a... :) den Werth: 
Go Vidgs dr 
/aetee 
Daher besagt das Verschwinden von @,, dass die Tangenten der 
Kriimmungslinien lings einer Curve der Schaar zwei abwickelbare 
Flichen bilden. Verschwindet & in der Weise, dass P, und P, un- 
endlich grosse Werthe annehmen, so geht die Curvenschaar in ein 


Strahlensystem iiber und die genannten abwickelbaren Flichen werden 
Kbenen. 


+ 
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Als Bedingung dafiir, dass die betrachtete Curve ( = const, = const) 
eben ist, erhalt man: 


a Pp 


§ 2. 
Transformationen in Bezug auf eine Curvenschaar. 
Es sei eine lineare Differentialform: 


W=F,du+t+ F,dv + Fydw 


gegeben, in welcher F’, , F’,, F, regulare Functionen von u, v, w bedeuten. 
Wir wollen sie in Bezug auf eine Curvenschaar transformiren, die 
entsteht wenn u, v, w als Functionen von p, q, 7 und p, qg als Para- 
meter betrachtet werden. 





Man hat: 
Ou a ou Us 
op “eT Or ay? 
88 oy, + 28 Se, 
sodass 
du=du+é Gy UP + Mag 49 + Ogg dr 
rd Vaz, 
wird. 


Wenn wir nun: 
a Ay Ap + Ogg dq + agg dr 
. Viatss 
du = x,S, + «,S, + ES. 


A=“ PF, +4,F,+ 4,F;, 

fy = %F, + 4,F, + uF, 

Pet hi +u FL, +6 F;, 
genommen, so entsteht die Gleichung: 


W=f,5,+hS.+hG- 
In zweiter Linie haben wir néthig, die Ableitungen einer Function F 
von u,v, w in Bezug auf die Curvenschaar zu transformiren, was 
auf die Transformation der Ableitungen von p,q, r nach uw, v, w 
hinauskommt. Es ist: 





setzen, so folgt: 


Wird ferner: 


yop av dw dv dw dw (dv (lg, Ov av (dw %_ Ow 


Ou dq Or Or dq Or \0q ay Or/ Or \dq Gy OF 
=V dy3- {fv, —w,}, 
wo J den Werth der Determinante: 
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| uw du au | 
Op oq = or 

ao je aw 

Op oq or 

ow G0 bw 

Op eq Or 


bedeutet, fiir die wir den Ausdruck: 


9, (6, 6, —6, 63) V.dgg 
gefunden -haben. (Diese Annalen Bd. 32, S. 552). 
Da nun: 


Ug =A, 6, + 4,6,, W, = U6, + M64, 
so kommt: 
OP __ *184 — Ha0y 
ou 6, — Og05 
Auf dieselbe Weise erhilt man folgende Ausdriicke: 


Od __ %2% — %165 





ou O, 64 — 636,’ 

or , §_ _ oe Op _ om 0 

ou V ass 33 Ou Ag; ou? 

OP _ Ay — Aye Od Be —N 
dv — yy — OG,’ OV 1,04 — 636,” 
8 ot i. SS 2S 

dv V as; G33 OV Gsg Ov? 

OP __ MiGs— Man Mas — ts 
OW yy — Oy ’ w 6,6, — 026,’ 
oe. ft. a 2S SB. 

ow V ass As, CW Asg ow 


Fiihren wir noch die Bezeichnungen ein: 
F, = oF — bed oF F, = oF Ges oy 





op @, or’ oq a, or’ 
so ergiebt sich: 
oF 
oF oF, —o,F, 6F,—o2F, |. or 
ou 1 0154 — 665 2 6464 — 6265 Ts Vass 


Die hier auftretenden Coefficienten von x,, x, § wollen wir zur 


Abkiirzung der Reihe nach gleich g,(F’), g.(F), go(#) setzen, sodass 
entsteht: 


oF = 019) (F) + mg(F) + §go(F), 


a 
a) | 32 = ag (F) + baga(P) + ng0lF), 
a = 649; (F) + Hog. (F) + Eg(F), 
dF = 9(F)S, + 9.(F)S. + 9o(F') So, 
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wobei, wie noch bemerkt sein midge: 
sat 9 (Ff) S, + 92.(F)S, = F, dp + Fy dq 
ist. 

Die Functionen g,(F’), 9.(F), g)(F) besitzen die Eigenschaft, in- 
variabel zu sein bei jeder Substitution, welche den geometrischen 
Charakter der Curvenschaar ungeiindert lisst. Solche Substitution driickt 
die beiden Parameter p und g durch Functionen zweier neuer Para- 
meter, die Variable r durch eine Function einer neuen Variabeln aus. 

Um die néthigen Formeln zu entwickeln, setzen wir die Curven- 
schaar als in den Variabeln p,, g,,7, gegeben voraus und betrachten 
dann p, und q, als Functionen der neuen Variabeln p und g, sowie 
ry, als Function der neuen Variabeln r. 

Die Gréssen deg, €ag, Gg in den alten Variabeln wollen wir mit 
Gap, Cag, Fa, die Gréssen H, Y, t, » in den alten Variabeln mit 
Hi, ¥y, t%, %, bezeichnen. Man erhalt dann: 

, 7 , C d 
Aig = (ais y ae A23 > =, 

, O , e dr 
oy = (ais ry + as 7 — 


, (any 
G33 = M33 \-G,/] ° 


Multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit dp, dq, dr, 
so geht die Bedingung: 


ais dp, + assdq, + ass dr, = 0, 
da os von Null verschieden sein muss, in die folgende iiber: 
| a,,;dp + ag,dq + a,,dr=—0. 


Nehmen wir nun irgend eine Function f(p, q, 7), so ist: 


b= of = of 


op as, OF 


1 OP 4g’ 8% 
af tm, of ou “ap + oy of 


OP, Op OU Op Ass or, 
d. h. aber: 
. @ . 2 
fo = fr Gp + ba pet 


Ebenso folgt: 
. » ee » @O 
fo = |p, oe + fa = : 


Setzt man f der Reihe nach gleich &, y, £, so erhilt man: 
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YF cos «= 7H, cos %, $2 + /¥, cos (r,—¥,) $2, 
V¥ cos (t—) = V/H, cos f, on + V¥, cos (tr, —¥,) oa, 
YH sine — YH, sin 1, 22 +7; sin (r,-¥) 4 
V¥ sin (c—y) = V/H, sin ¢, oP +Y¥;, sin (r,—¥,) 2 + 


VHYY¥ sin »y = WH, /¥, sin o, or ou oe cn). 
Auf ahnliche Weise folgt: 
, 2 , ’ 
n= Cn (22) + (€12+ ea) Pe oa + er ty, 


= 6, OP: OM Or, ON OP, ON 4 gt ON OG 
C2 = eu Go Gp + 2 Gp oq + MH oq Op + op oq? 


, Os OM 4 gf Or Ou 4 a OM, Bas 4 » ON OM 


“12 Gq Op Op 04 > Op oq’ 


C2. = C1 sey + (¢12 + €21) oe ou + ¢ on (Sy 


Mit Hiilfe dieser Beziehungen ergeben sich die folgenden Transfor- 
mationsformeln fiir die Ausdrticke 6,: 


10 +O 7) 10 
6, = 6 + 6, x 6, = G, Gq + % 34 


6, met 6, cr + 6, oa, 6,= , y oe + 6, 5 oa ’ 


welche die es Invariabilitét der Functionen g, (fF), - ) Jo(F’) 
aufs leichteste erkennen lassen. 


3. 
Anwendung des nates auf &, %,, %,.... 
Man hat (diese Annalen Bd. 32, 8. 550, 551, 559): 
6§ =«,H, + «4H, 
Ox,—= x,U—§H, = u(F-z — §H,, 
dx, = — x,U—£H, =—*x, -F —€H,. 


Hier sind H, und H, durch ©, und ©, auszudriicken. Um dies zu 


vereinfachen , sei 
ee 
, Ug V4 Q: 
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gesetzt. Es gilt dann, da: 

Oo” = (tyty — TT) Qe’, 
fiir die Grésse ¢,? zuniichst die Beziehung: 


1 i 1 
T3U4 hyh, 


Ferner folgt aus den beiden ersten Gleichungen Bd. 32, 8. 561 dieser 
Annalen : 


2 
& = 





es #8 
a Gr 8 aie > Kr) 
Nun wird: 
A, = &)S, — Sa 
1 
S ~ 
A, = — 4 — &S2 


und damit: 
8 —(— Ft + mH) S, +(— He — F2)S,, 
dx, -—(#+%) 6, +(—-F + 8S, 
m= (—#— te) Ot (Et He. 


Mit Hiilfe der im § 1 entwickelten Formeln erhalten wir dann: 


dg =(—Fi + 8) S, +(—x,e— i) Set (Git FH) So. 


dx, — (FE E) ©, + (— kz ++ € é) S, + (— :- + X» 9) Sy; 


dx, = (— #— be) +GHtPSt(-~—4%)S, 


woraus sich die Ausdriicke fiir die Ableitungen von &, x,, x, etc. nach 
u,v, w unmittelbar ergeben. Dieselben liefern die Mittel, um die 
Beziehungen zwischen den Untersuchungen des Herrn A. Voss (diese 
Annalen Bd. 23, 8. 45) und den vorliegenden herzustellen. 

Die dort mit p,, p,, p, bezeichneten Gréssen lassen sich, ohne 
der Allgemeinheit Eintrag zu thun, beziehentlich durch &, n, € ersetzen, 
sodass das betrachtete Punktebenensystem durch die Gleichung: 


Edu+ndv+ dw=0, 


bestimmt wird. Fiir die von Herrn Voss benutzten Ausdriicke G, A 
und A’ ergeben sich mit Hiilfe unserer Formeln die Gleichungen: 


G = 205%, A= — = A=>-— : 


Tgt4 : hy hey 
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on man nun, Me 


1 1 
BtBtGt-E-= 
ist, so ergiebt sich die ote fiir vs und % in der Form: 
i 
at + (224 +28)c—A=0, 


die Gleichung fiir r, und r, in der a 
A’ 
- —7Gi+F +3 5 )a— fr =, 


und die Gleichung fiir r,, r, in der a 

1 1 

O—AG+ gt ge)? — a7 

Die gewonnenen Gleichungen setzen uns in den Stand das Analoge 
fiir die beiden mit dem betrachteten Punktebenensystem gegebenen 
Punktebenensysteme zu leisten, welche den Gleichungen: 

a, du-+a,dv+u,dw=0 
und 

x, du + A, dv + p,dw = 0 
entsprechen. Die in Bezug auf das erstere derselben genommenen 
Ausdriicke G, A, A’ sollen mit G,, A,, A,’, die entsprechenden Aus- 
driicke in Bezug auf das zweite mit G,, A,, A,’ bezeichnet werden. 

Dann folgt: 
G, = G, = 0,(%) — &), 

worin der Satz liegt, dass die beiden in Frage stehenden Punktebenen- 
systeme nur gleichzeitig aus lauter Flichentangentialebenen bestehen 
kénnen, und dass die Bedingung hierfiir ist: 


& = Dy. 
Ferner wird: 
On, Oa, ee: 
ou 7 Ov + ow R, P,’ 
1 
A, = &% — RP,’ 
— (sect Pol on. a 
ecuanib RP,’ 
on Ode oe os ee 
+. + on or P,” 
1 
A, — & By sic R, P, ’ 
o (ator 1 
or RP,’ 


Man ersieht hieraus, dass, wenn & + # =, die Gréssen h,, h, in 
dem der Gleichung 


x, du+ a, dv + p,dw=0 
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entsprechenden Punktebenensystem mit P, und R,, in dem der Glei- 
chung: 

x, du + 4,dv+ u,dw=0 
entsprechenden mit P, und R, zusammenfallen. 


§ 4. 
Weitere Transformationen. 


. Es soll die Transformation der Integrabilititsbedingungen einer 
linearen Differentialform: 


W=F du+ F,dv+ F,dw=f,5,+hS. +h 
in Bezug auf die Curvenschaar durchgefiihrt werden. 
Man hat nach § 2: 


F, = %f, + f+ fh, 
FP, = Af, + ash + ah, 
Fy = yh + tefr + Sh- 
Unter Anwendung der entwickelten Formeln nimmt die linke Seite 
der Gleichung: 
oF ah _ 
dv ou 
A+ u,B+ oC, 
die linke Seite der Gleichung: 
am _ ah, 
ow dv 
“4A+x,B+ éC, 
die linke Seite der Gleichung: 
oF, _ oF, 


Ou Ow 


4,A + 4,B, + 4C 
an. Es miissen daher A, B, C gleichzeitig verschwinden, und dies 
liefert die gesuchten Bedingungen in der Form: 


die Gestalt: 


= 0 





die Gestalt: 


= 6 





die Gestalt: 


If) — (fh) = 4 ie i + 2 fo, 


90(f2) — 92(fo) = fi (&o—%) + 2 — #, 


9 (fo) — 9(f) = — t + fy — 9) + f. 


Die Anwendung dieser Gleichungen auf die neun Differentiale dé, 
dx,,dx,, ete. lehrt die Differentialgleichungen erster Ordnung kennen, 
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welche zwischen den eingefiihrten geometrischen Invarianten der Curven- 
schaar h,, h,, &, % etc. bestehen. Die Rechnung zeigt, dass nur 9 
von einander verschiedene Differentialgleichungen auftreten und zwar 
sind dies die folgenden: 


1 2 &o 


92(G-) - n(%) = eG - a) — 7p 

(4) + 92(60) = eG. ~ a+ -R 

ated Hah =aGe—B+a(b4+2)-£G-b 
90 (5, + nG)=3 h, G+ + EEF, + pe 28 < 
n(p,)+%G)=Re+ Pe ete Gt 

11 (5)— 90(60) = %(G-— 4) — 0G, + 3,) +; Cp — ae)» 
92 (Fe) + 1 Ge) =e + ee t+ eg + 240%, 

1p.) + 9100 — Cp, — )-+ alae + 8) tk Ca 8) 


91 (Fo) - 90 )= (5. -¢)t+aG+e)+eE —_): 


§ 5. 
Lamé’sche Differentialparameter. 
Machen wir jetzt eine Anwendung der entwickelten Formeln auf 
die Theorie der Lamé’schen Differentialparameter. 
Es sei f eine Function von p,q,7, also auch von wu, v, w. 
Fiir den ersten Lamé’schen Differentialparameter ergiebt sich dann 
die Gleichung: 


As fy = (E+ (EY 4¢- EE = + oD? + HP: 


Nach § 2 ist aber: 


so (+ G3") f,? — 2(6365-+-61 59) fpf, + (o2?-+54)F,” 
nF + Hf)? = —— ial —_ 


— 25h, f, + Of? 
EG — F 


(Diese Annalen Bd. 32, 8. 547). Daher hat man gleichzeitig: 


no _ Sf —26f, fy + Gf," 
A = "ego ge Fol? 
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Um den zweiten Lamé’schen Differentialparameter zu transfor- 
miren, fiihren wir zur Abkiirzung die Bezeichnung ein: 


Gae(f) = Ga (gs(f))- 


Dann erhilt man: 
4,(f) = oh + rad f+it au = 911 (7) + 922(f) + Golf) 
— 9 (1) Ge +B) ~ 2A Ge + pe) — 9 Ge +H): 


Auch hier lasst ein Theil der rechten Seite einé aihnliche Umformung 


zu, wie sie bei dem ersten Differentialparameter statthat. Setzen wir 
fiir den Augenblick: 


Gf, — Sf, Ef, —tfh —5 
— Vee Fi’ B= Veo 33 = » N= /EG—F?=—6,6,—6,6,, 
so wird: 


aks A=6,9,(f) —%92(f), B= 6,9,(f) — 439,(f), 
n(N—LA+SB, w(N—BAtEB 

Die Ausrechnung anys 

I1s(1) + 9af) = n(f) Ay + elf) PM + Gy (4p + By). 


Die Coefficienten von eal und g,(f) in letzter Gleichung haben eine 
sehr einfache Bedeutung. Ks ist: 


Up = %,6, + %,6,, Uy = %, 6, + #6). 
Daher: 


6, -> %, Up, ¢—> %) Ug, ¢,—> H,Up, 9, => %_Uq, 
somit: 
G3q — Sp = > %2qUp — > 2p Ug + > Xo (Upq — Ugp)- 


Zunichst eal MAN Upg — Up ZU berechnen. Da zeigt sich: 


oe — we - = ae q a a — > % on 4+ “ = > « p oe 


A, au 

— ae ay ef 
Benutzt man jetzt die Formeln: 

ae _ 1 tu, AlogVag 

Op Vay Or Op op : 

= =. a 0 log Vas, 

09 (Vay (OF 09 tbe 

oe 1 Hu __ ¢ dog Vay 


or Vay? or ’ 





a hal ek 

















Sal Rte 
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so folgt: 
Spe — hp = ae Tz {> Ug bp — > % gt 


d. h. aber 
Upg — Ugp = E (Co — €y) = 2Ee,. 
Analog hat man: 


pg — Up =2C, Wpg —- Wap = 2h, 
> %_ (tpg — Ugp) = 0. 
Da nun: 


> Haq Up -> Kaptiy= 9; 4 %1%aq — Gy e %; Xap 
© Oy — 9% 


R 


so dass: 


so erhalten wir: 
_ ee. Leo 


aa “a= om’ 
und in dhnlicher Weise: 





O46, — Og, Ry 


Daher entsteht: 
Iu(f) + 9n(f) = op + ep + ¥ (Ap + B,), 


sowie: 


, Gf, — Sf, Ef, — Bf, 
A.()—-pegae (Fee), + (yés= =e), 
— 9D _ HD _ 9, (f) (F- + 72) + golf). 


Der Uebergang von den Lamé’schen Differentialparametern zu den 
Beltrami’schen vollzieht sich jetzt in einfachster Weise. 

Setzen wir zuniichst voraus, dass die Function f von r unab- 
haingig sei, so entsteht: 








ofye of of f 
€\5q) —*8 op a + oY 
? 


AWAY =a + a(fY = EG— FF 


4, (f) = If) + Inf) — 0(F) Ge + 7) - on(f) (a + ++) 


of of or of 
— im Sa), (£ ute )| 
VEo—-¥ VEG—F /p VEG—F Jo 


gif) _ gif), 
Py 2 
Mathematische Annalen. XXXVIII. 29 
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Wird nun an Stelle der Curvenschaar ein Strahlensystem genommen, 
welches durch die Gleichungen: 
uw=e+tri&, v=y+ryn, w=—2e+rt 
definirt ist, wo 2, y, 2, &, 4, € nur von p und q abhingen, so ver- 
schwinden die Ausdriicke = und = Giebt man dann dem Quadrate 
des Linearelements der Fliche (xz, y, 2) die Gestalt: 
Edy’? +2F dpdq+ Gd? 


und betrachtet die Differentialparameter fiir den Werth r= 0, so 
ergeben sich die Beltrami’schen Ausdriicke fiir A,(f) und A,(/), 
wenn man das Strahlensystem mit dem Normalensystem der Fliiche 
(x, y, 2) zusammenfallen lisst. 


§ 6. 
Beziehungen zwischen Curvenschaar und Einheitskugel. 

Jeder im Punkt (u,v, w) zur Curve (p = const., g = const.) 
normalen Richtung entspricht eine durch den Punkt (&, 7, €) gehende 
Tangente der Einheitskugel, deren Gleichung: & + y? + € = 1 ist. 
Die erstere Richtung ist gekennzeichnet durch die Richtungscosinus: 

ou —_ dw 
V2 dw g V Dow 7 VU sw . 
und die zweite durch die Richtungscosinus: 


dg on oF - 


Vzee' Voae’ VE0R’ 














wobei der Werth des Verhiltnisses gt = ¢ in allen sechs Ausdriicken 


derselbe sein muss. 
Fragt man, unter welchen Umstanden entsprechende Richtungen 
parallel sind, so findet sich die Bedingung: 
(644% — 94H) (yy ¥ + (€42 C21) ®— lng) # + (612 — €p9) t? = 0, 
d. h. die Brennpunkte des Tangentenbiindels miissen reell sein, und 
die fraglichen durch den Punkt (u,v, w) gehenden Richtungen treffen 
diejenigen Nachbartangenten, welche die Tangente (&, 7, €) schneiden. 
Als Bedingung der Orthogonalitaét entsprechender Richtungen er- 


halt man: 
t,H,? + v,H,? =0, 


d. h. die Asymptotenlinien miissen reell sein und die fraglichen Nor- 
malen der Curve (p=—const., q= const.) sind Tangenten der Asymptoten- 
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linien. Man kann in der Theorie der Curvenschaaren ebenso wie in 
der Flaichentheorie auch von Curven p = const., gq = const. reden, 
wenn man nur gleichzeitig orthogonale Trajectorien darunter versteht. 
Fallen z. B. die Curven g=const., mit den Kriimmungslinien (x,, 4,, 4,), 
die Curven p= const. mit den Kriimmungslinien (x,, 4,, u,) zu- 
sammen, so ist 6, = 6, =(, wenn aber die Curven p = const, bez. 
q = const. mit den Kriimmungslinien (%,, 4,, u,) bez. (%., 4), w.) 2u- 
sammenfallen, so ist 6, = 6, = 0. 

Soll Entsprechendes auf der Einheitskugel (&, 1, §) stattfinden, 
so muss 

®o=—0 und e,+2e, —0 

sein. 

Fallen die Curven p = const., g = const. mit den Asymptoten- 
linien der Curvenschaar zusammen, so hat man: 


6,76,? — 6,°6,2 = 0 und 1,6,? + r,6,? = 0. 


Wichtiger ist die Frage nach dem Zusammenhang des reciproken 
Quotienten aus dem Querschnitt des Tangentenbiindels und dem 
parallelen Kugeloberfliichenelement mit den Coefficienten des Quadrats 
des Linearelements 


ay, Ap? + ay, dq’ + as; dr + 2a,,dpdq + 2a,, dp dr + 2a,, dq dr. 
Fiir jenen Quotienten haben wir die drei Ausdriicke: 


VAY — oF @: 1 


VEG—Ft? 4g — yoy” Hg 
gefunden. Es wird sich herausstellen, dass er eine Invariante des 
angefiihrten Quadrats des Linearelements ist. 

Wenn man: €G—F*—P?* setzt, so folgt aus den Gleichungen: 


> tt =0, > tke = eu > “abe = e2 


die Beziehung: 


Ep» PD? = tty (1G — C.F) + Wg (C2€ — C19), 
und aus den Gleichungen: 


> ti =0, > tirfe = Co1> > Habe = en 


folgt: ; 
Eq B® = Up (Cn, G — yp F) + ty (Cog E — Cy) B). 
Daher ist: 
HP? = e; (6, G — eyo F) + C12 (Cn € — €y, §), 
® P? = e,,(€,,G — e,.§) + Cn (C9 © — €44 §) 
= C44 (CoG ~~ CoH) + Cro (CoeE — ey, F)- 
WP? = 654 (€9,G — eyo F) + Coy (CopE — ey 8), 
sodass: 


29* 





t 
i 
i 
| 


re ee 


1. eS Sie 


aro 5 


a 


Ts 








444 R. v. Livrenrsar. 


P?(HY — D?*) = (6446). — 49 €9))* 
und: 
VOY —@? __ euseee — C04 
Veo—y 66-5 
Man hat aber: 





| Upp Upp Wpp \Upq Upqg Wpg 
oT Raa —_~ [Mp Up Wp |, _— > Up Up Wp}, 

|\Ug Ug Wy Ug Ug Wa 

| Mer Vop Wap! Ugq gq Wag 
Co = - Up Up Wp, Cn = > Up Up Wp, 

o Ug We [Ug Ug Wy 








woraus folgt: 


b Upp Uqq We : Gp + G, | 
C53 a2 — 120) pt 5 &» € 8 | 
%-iG § 6 | 
| > tre “gp ; &, ; Gp | 
aul $e 6 3 
| + 6, ¥ C 


Es handelt sich nun noch um die Transformation der Differenz: 


= Upp Ug q — > Up Ugp- 
Ks ist: 


Gpp = Po wy +2 > Uq Ugpp, 
bee = a Ug Uppg + > Upp Ugg + a Upg Ugp + > Ugpas 
von = es Ug Upgp + za Upg Uap + a Ugg + > u Uqap» 
C,, = 2 a .+ 2» Up Upaa- 


Aus der Relation: 
Upg — Up = 2Ee, 
und den analogen zieht man die Folgerungen: 


> ¢- > Wop Upg + 2ee%2, | > Uq Uopp = > Ug Up op — 2 Ce 40s 
. 
a “= > Uy Ugp — 2lgey,, | > Up Upag = > Up Ugg + 26) Coy. 





Or ee 
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Es bleiben also noch die beiden Summen > ty Uppq und > Metlege 
umzuformen. Durch directe Rechnung folgt: 


_ ae 
Uppa — Upap = 2 ls + t(Cosv/aa) a =) 


ee: om | 
Ugap — Ugpg = —2e ) Eo + & (log // a3), = y 


sodass: 
rou 6 
= Uq Uppg = > Ug Upgp + 2ey eso 


> Up Ugap = > Up Uppg — 2) Cy. 


Mit Hiilfe dieser Formeln kommt: 


1 . 
ye Upp Uqq — Zz Up Uqp = Fy {— Gop + Boa + Far — Cag — %?}- 


Beriicksichtigt man nun, dass: 


und 


a 

18 
& r-——1 ay ’ 

O33 
‘ Gig Mog 
v= 4, Ass 

2 

a 

23 
G =— a, —, 


i -@)-@, 


ist, so zeigt sich in der That der Quotient 2. allein durch die 


Coefficienten des Quadrats des Linearelements und deren Ableitungen 
ausgedriickt. 

Nimmt man als Curvenschaar das Normalensystem einer Flache, 
so wird e, = 0 und die durch den unteren Index p oder g angezeigten 
zusammengesetzten Differentiationen gehen in gewohnliche nach p oder q 
genommene iiber. Fiir r—0O ergiebt sich dann der bekannte Gauss’sche 
Ausdruck. 


§ 7. 
Folgerungen fiir die Flachentheorie. 


Die im Vorigen entwickelte Anwendung der linearen Differential- 
formen ©,, S,, SG, kann in analoger Weise auch in der Flichen- 
theorie mit Erfolg durchgefiihrt werden. 
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Sind a, y,2, -- die Coordinaten der Punkte einer nicht abwickel- 
baren Fliche — Functionen von p und q, so hat man: 
dz = — 9,4,H, — @,4,H,, 
dy = — 9, B,H, — e,B,H,, 
dz= — 9,C,H, -- e,0,H,, 


WO @,, @, die beiden Hauptkriimmungshalbmesser, A,, B,, C,, bez. 
A,, B,, C, die Richtungscosinus der Tangente der zu 0,, bez. 9, 
gehérenden Kriimmungslinie bedeuten, und 

H, =VL cos 6 dp + VN cos (6 — ) dq, 

H, =VL sino dp + YNsin (6 — g) dq 
gesetzt ist. Dabei sind die Richtungscosinus der Flichennormale mit 


X, Y, Z bezeichnet und die sonstigen vorkommenden Grdéssen definirt 
durch die Gleichungen: 


L= > ($ 4 n= > (3 ; 


+ ax WT x 
VL cso = > A, i” VN cos (6 — 9) = >) A, os 
lance ax 
VLsino = >) A, op YN sin (6 — 9) = >) 4, = 
Man kann nun das Differential einer Function f der beiden 
Variabeln p und g als lineare Form von H, und H, darstellen wie folgt: 


af — 1 H, + % oar A, 


und man itiberzeugt sich ik , deed die hier auftretenden Coefficienten 
von H, und H, invariable Functionen sind. Den Zusammenhang 
zwischen diesen Coefficienten und den Ableitungen von f nach p und g 
liefern die Gleichungen: 


a VLsino — Sf Vida (o—9) 





oaf _ oq 

oH, VL 75 W. sin 9 

ad "7a : op VN cos cou(e—g) — 5 vt - 6 
‘OF, VLVNsin » 


Fiir die Differentiale der Richtungscosinus X, A,, A, etc. er- 
halt man: 


dX = A,H, + A,H,, 
dA, = — (A,t, + X) H, + A,t,H,, 
dA, = A,t,H, — (A,t, + X)H 





oe ct eet 














oe ie EN, at 
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wo t= R , = R genommen ist und R,, R, die geoditischen 


ar der Kriimmungslinien bedeuten. (Diese Annalen 
Bd. 31, 8. 88). 


Die Anwendung der Ausdriicke oa und ate ist von vielfachem 


Nutzen. Fallt z. B. die durch die Gleichung /(p, q) = const. be- 
stimmte Curvenschaar auf der Fliche mit den zu g, oder 9, gehdrenden 
Kriimmungslinien zusammen, so hat man: 


Odf _ odf _ 
aH, =( oder oH, = 


Jene Gleichung detinirt eine Schaar von Asymptotenlinien, wenn: 


0 (SLY + 0 (39h) = 


Die Gleichungen f(p, q) = const. und f,(p, g) = const. liefern 
conjugirte Curvenschaaren, wenn: 


édf adh odf odf, 
* oH, oH, + % oH, oH, —” 


Die Determinante der zu g, gehdrenden Kriimmungslinie hat den 
Werth: 


; edt, 
A, = — 9,°A,° oH 


und die Determinante der zu e, gehdrenden: 





= 03H, 24. 
A, = 0,'H, OH, 


Bei der ersteren Kriimmungslinie erhalt der Radius der ersten 
Kriimmung den Werth: 








O1 
v1 Visa’ 
der Radius der zweiten Kriimmung den Werth: 
wy r*) (1 + #,?) 
ieee: dt, 
oH, 
Die entsprechenden Ausdriicke fiir die zweite Kriimmungslinie sind: 
—— a  O2(1 + ty?) 
neo” Oty 


oH, 
Setzt man: 


de, = 0,4, + 0.H,, de, = 0,H, + Of, 


so lisst sich die Gleichung derjenigen Normalschnitte, die von ihrem 
Schmiegungskreis vierpunktig beriihrt werden, in der Form schreiben: 


0, H,° + 30,.H,’ A, + 30 H, H;? + 2 H,° = 0. 
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Es sei jetzt irgend eine lineare Form von H, und H, gegeben, 
etwa: F = F,H,+ F,H,. Dann ist die Integrabilititsbedingung 
derselben: 

odF, dF, 
—- aH, = F,t, -- F,t,. 





Die Anwendung dieser Beziehung auf dz, dy, dz liefert die beiden 
Gleichungen : 
O12 = (02 — Or) b1, Oar = (01 — 2) be, 

die Anwendung auf dX,dA,,d Aj, ete. lisst nur die eine Gleichung: 

edt adt, _ 

a eg 8 wee a 
hinzukommen. Diese Gleichungen, welche in anderer Form vielfach 
angewandt sind, miissen in den 9 am Schlusse des § 4 aufgestellten 
Gleichungen enthalten sein. Um das zu erkennen bemerken wir zu- 


nichst, dass die vorliegende Curvenschaar — das Normalensystem 
unserer Fliiche — durch die Gleichungen: 


u=aet+rX, v=ytryY, wee4+rZ 
bestimmt ist, wo die Werthe von 7 die von der Fliiche (7, y, 2) aus 
gerechneten Abscissen auf den Normalen der Fliche bedeuten. Im 


betrachteten Fall verschwinden die Gréssen «¢,, 9,, = und = Ferner 
i 2 


gehen h, und r, in den grésseren, hk, und x, in den kleineren der 
beiden Hauptkriimmungshalbmesser der zum jeweiligen Werthe von r 
gehérenden Parallelflache der Flache (2, y, 2) tiber, sodass man erhiilt: 


h=y=%—-7, ¥=y=—%—”. 


Die Gréssen R, und R, verwandeln sich in die geodiatischen 
Kriimmungsradien der Kriimmungslinien der genannten Parallelfliche 
und sollen zur Unterscheidung von den in diesem Paragraphen auf- 
tretenden Gréssen R, und R, mit R,’ und R,' bezeichnet werden, 
sodass bei r= 0: R, = R,’, R, = R,. 

Endlich hat man hier, wenn f eine Function der Variabeln 
P,Q, 7 ist: 





nf) = — > Sy o(f) = — +, $5} or(t) = 2h. 


,=—F OH, : r 
Die beiden letzten Gleichungen des § 4 liefern nun nach einfacher 
Integration: 








R, = Fs R, = beach le 
t. ” ty 
(Vergl. diese Annalen Bd. 31, 8. 90, 2)). 
Die beiden ersten Gleichungen des in Rede stehenden Systems 
ergeben: 


Qo, = 4,(0; — Oc), O12 = 4 (02 — 4), 


ee ee ee 





snail 
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die siebente nimmt die Form: 
é at. eat, 
oH, +3 vs i -t —- 


an, wahrend die iibrigen sich als identisch erfillt herausstellen. 

Auch die Formeln (1) § 2 gestatten eine directe Anwendung auf 
den vorliegenden Fall, Es gehen &,y,§ bez. in X, Y,Z; *,, a1, uy 
bez. in A,, B,, C, und x%,, 4,, uw. bez. in A,, B,, C, tiber. Ist daher 
f eine Function von u,v, w, welche sich durch die Substitution: 


 usatrX, veytrY, we=24+rZ 


in eine Function von p,q, 7 verwandelt, so hat man: 





of ___ Ar =f A CS of 
Ou ” o—r ef, O—r OH, +X-a-, 
| B, c odf oy @B, df of 
ov a isl r On, @—r eH, + Y or’ 
of a C, oaf .» CQ, Y oat r of | 
cw Sti OH, —r OA, +4 er 


Geht aber durch jene Substitution f in eine Function von p und q 
allein iiber, so entsteht fiir die Fliche +r = 0: 

of_ A df A OaF 

ou o OH, a OH,’ : 


Die Anwendung auf X, A,, A, ete, liefert ein System von 27 Glei- 
chungen, welche sich aus den folgenden: 


ox _ __ A _ A;* OX _ _ Ari By _ Ag Be 
Ow 1 @2 dv O1 Ce ” 
=... > 2 
ow 1 @ ” 
0A, A, X\ A 0A, a A, , X\_ BA, 
au =A (z 7? @ Rk,’ dv B, R, 4 @ , 
OA, _ + *) = Se a 
ow R, ; 

OA, _ -—s—s A? Ay x Pod ae AB, A, , X 
“Ou R, +4 A¥ x) ov by + Bas + @2 7? 
~~. "2 Ay i, 2 
we & +OQt+ 2) 


durch cyklische Vertauschung von X, Y, Z, u,v,w, A, B,C her- 
leiten lassen. 
Es ergiebt sich die bekannte ba 


oo 
+ oF 4 me 


welcher die ie : 


1 1 


ry Q2 . 
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a on ot 1 
+ <1 4 ~ * 
und: 
ca ons oo = 1 
4 + 22 o R 


zur Seite treten. 
Die Ausdriicke fiir g,. und g,, lassen unmittelbar den invariablen 
Charakter dieser Gréssen erkennen, indem sie nur geometrische In- 
varianten aufweisen. Um fiir g,, und g,, Ausdriicke derselben Kigen- 
schaft zu erhalten, hat man die Theorie der Kriimmungsmittelpunkts- 
flichen zu Hiilfe zu nehmen. Dieselbe gestaltet sich bei Benutzung 
der entwickelten Methode besonders einfach. Beziiglich der zu 9, ge- 
hérenden Kriimmungsmittelpunktsfliche wird der Kriimmungsradius 
eines Normalschnitts gegeben durch die Gleichung: 
ei Ay +2 *@11 C12 H, Hy + (eis + (1 = @)*) Hy 


2” 2 
en Hi ~ Qo He 


Die Gleichung der hapisighntatliden wird: 
0, 4,7 — oe, =0, 
die der Kriimmungslinien: 


01,4, Hy? — (0, — 2 — Ort + Ort.) A, A, — o12t,H,? = 0, 
und die beiden Hauptkriimmungsradien g,’, 9,’ sind die Wurzeln der 
Gleichung: 
t,9* — {ty 013 — (@ —@)Qa+ t,?)} @ — O11(01 — @2) = 9, 
so dass: 
er. te0s' Oe 


Beziiglich der zu g, gehdrenden Kriimmungsmittelpunktsfliche er- 
giebt sich das Analoge durch Vertauschung der Indices 1 und 2. Es 
wird im Besonderen: 
don — fei ee 
- Q1 — Qe 
man hat also allgemein: 


de, = feet H, + (0 — @) 4A, 


dQ. = (0, — Q2) 4H, + aoe Hy. 

Auch die Centraflichen der geoditischen Kriimmungen der Kriim- 
mungslinien lassen sich mit unseren Methoden in einfacher Weise unter- 
suchen. Bemerkt sei nur, dass die Gleichung der Asymptotenlinien 
der zu R, gehérenden Centrafliche die Form hat: 


R, oar A? — ty oo H,? = 0. 








Oe 
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Was endlich die Differentialparameter einer Function f von p 
und g in Bezug auf die Flache 7 so erhalten wir: 


; 1 (édf oaf 
Ai (f= sr 7H) aoe + (Se ? 








on 4, a - ‘oat 7 oat 
Af) = 2s Sos + Sat t+ Ge HL 
1 sn \ af 

+ (Ge OH,’ 


oder analog dem Friiheren, wenn man: 


Se(f)—= 2 SFr, Sap(f) = Sa {8e(F)} 


A, (fP= 8, (fF? + 8, (f)?, 
' 8, 8, 
As(f) = Sy(f) + Seo(f) + “4? + “QP. 
Das vollstindige System der ersten und pene Differentialpare- 


meter der 9 Richtungscosinus X, A,, A, etc. ergiebt sich durch 
cyklische Vertauschung von A, B, C; X, Y, Z aus folgenden 


Gleichungen: 
A(X)? = “ + . 
: 1 
A, (A)? = 43? (gs + gr) +2 we Fa 
A, (4,)' = 4? Cas + ag) +2 ai toe 


- e 


O(X)—AleG-—a)— att 4 bi (w — 


setzt: 


—XGr + 
A,(A,) = X{— 3 (— + 2) + Stl — 4 foe + ay + Het 
ete {atte + A+h* 4 fey. — ren ; 


O17 C22 Q2 


i 1 Qo Lt?) i+t? teem, ten 
A, (A,) = X ‘- na +—)+% < 7 1 A,} a ot a + ort 


— 4s fae tony + aa 


Santiago de Chile, im Juli 1890. 


———— | RR an rr 











Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe.*) 
Von 


A. Hurwirz in Kénigsberg i. Pr. 


Wenn in der Gauss’schen hypergeometrischen Reihe 
l-m 1(l-+-1)m(m+1) 2? 
(1) FG m,n, 2)=—1+ > >t eee a 
die Elemente 1, m, » positive reelle Werthe besitzen, so ist klar, dass 
die Reihe fiir jedes positive x einen positiven Werth annimmt, und dass 


es daher keinen zwischen 0 und 1 liegenden Werth von « geben kann, 
welcher die Gleichung 

(2) F(l, m,n, z)=0 

befriedigt. Sind dagegen die Elemente 1, m, » nicht sammtlich positiv, 
so kann die Gleichung (2) méglicher Weise fir einen oder mehrere 
zwischen 0 und 1 liegende Werthe von ~ erfiillt sein, und es entsteht 
die Aufgabe, genau die Anzahl der zwischen 0 und 1 liegenden Wurzeln 
der Gleichung (2) zu ermitteln. 

Diese Aufgabe hat Herr Klein neuerdings ganz allgemein erledigt 
und zwar durch eine sehr schéne Methode, welche die Bestimmung 
jener Anzahl anf die Bestimmung der méglichen Gestalten von Kreis- 
bogendreiecken zuriickfiihrt**). 

Vielleicht ist es nicht ohne Interesse, dass man die in Rede 
stehende Aufgabe auch auf Grund derjenigen Principien lésen kann, 
welche bei dem Sturm’schen Satze von der Anzahl der reellen Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung zur Verwendung gelangen. Dieser 
Sturm’sche Satz beruht bekanntlich auf einem Lemma***), welches 
ich hier zuniachst in der allgemeinen Fassung, wie ich es verwenden 
werde, angeben will. 





*) Abgedruckt aus den Gittinger Nachrichten vom December 1890. 

**) Vergl. die Mittheilung: ,,Ueber die Nullstellen der hypergeometrischen 
Reihe“ in No. 10 der Gittinger Nachrichten vom Jahre 1890 (Sitzung vom 
2. August), welche weiter ausgefiibrt in Heft 4 des 37. Bandes der Mathematischen 
Annalen erschienen ist, 


***) Vgl. etwa Serret, Cours d’algébre supérieure, Paris 1877, Bd. I. p. 285. 
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Die reelle Verinderliche « werde auf das Intervall 


(J)...a<2<b 
eingeschrinkt. Ferner seien 
(3) We Sees 
reelle Functionen der Verinderlichen x, welche in dem Intervalle J 
eindeutig und stetig sind und iiberdies folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Die Function V; soll fiir keinen Werth von x, welcher dem 
Intervalle J angehért, verschwinden. 

2. Wenn die Function V;, wo i eine der Zahlen 1, 2,...,4 — 1 
bedeutet, an einer Stelle des Intervalles J verschwindet, so sollen an 
dieser Stelle die Functionen V;_, und V;4,;, nicht verschwindende 
Werthe von entgegengesetztem Vorzeichen besitzen. 

3. Wenn x das Intervall J von a bis b durchlauft, so soll beim 


Ueberschreiten einer Stelle, wo V, verschwindet, der Quotient ao 
1 
von negativen zu positiven Werthen tibergehen. 


Unter diesen Voraussetzungen ist nun die Anzahl der Stellen, an 

welchen V, in dem Intervalle J verschwindet, gleich 

Nu ns N,, 
wo N, resp. N, die Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe (3) fir 
“x =a resp. « = b bezeichnet. 

Diese Zahlen N, und N, kann man, was fiir das Folgende wichtig 
ist, auch als die Anzahlen der negativen Werthe erkliren, welche in 
der Reihe 
(4) VoVi, ViV_, VoV5,- +01 Var Ve 
fiir «=a resp. « = b auftreten. 

Indem ich mich nunmehr der Betrachtung der hypergeometrischen 
Reihe (1) zuwende, bemerke ich zuniichst, dass die Reihe offenbar 
sinnlos wird, wenn » gleich 0 oder gleich einer negativen ganzen 
Zah] ist. Das Element » unterliegt also der Beschrinkung, dass es 
keinen Werth aus der Reihe 

0,—1, —2, —3,... 
besitzen darf. Ich will nun, um Weitliufigkeiten zu vermeiden, genau 
dieselbe Beschrinkung auch den Elementen / und m auferlegen. 

In den hierdurch ausgeschlossenen Fallen reducirt sich die hyper- 
geometrische Reihe auf eine ganze rationale Function von «*) und die 


*) Fiir diese Functionen hat Herr Stieltjes (Comptes Rendus, Bd. 100, p. 620) 
die zugehérigen Sturm’schen Reihen aufgestellt und bemerkt, dass man aus 
diesen Reihen die Anzahl der reellen Nullstellen der Functionen leicht ableiten 
kann. Auf anderem Wege gelangte Herr Hilbert (Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik. Bd. 103, p. 337) zur Bestimmung dieser Anzahlen. 


——— ES nn Re ee 
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nachfolgenden Betrachtungen unterliegen dann einer leichten Modi- 
fication. 


Dies vorausgeschickt, stelle ich eine Reihe von Functionen (3) 
her, in welcher die ersten Glieder V, und V, bez. die hypergeometrische 
Reihe F'(l, m,n, x) und deren erste Ableitung 


(5) ae = ™ F(L41, m+1, n41, 2) 

sind. Dies gelingt leicht auf Grund der Gauss’schen Relationen, 

welche zwischen je drei aufeinanderfolgenden der Functionen: 

(6) Fo =—Fi(l, m,n, 2), F, = F(l+1, m+1, n+1, 2), .. 
F, = F(l+i, m+i, n+i, 2),... 

bestehen. In der That, man setze 


1+-1) 1) 1-+-2 2 
(7) ro — Se i =~ Se 


9 


(m1) (n+-2) ’ : 
sin idle aa (l+t+1) (m+i+1) 


(nt) (@+i+1) ?- 
und bilde nun die Functionen: 


Vi= Ff, V,=F,,-->, Voi = 1%, +++ Tie Fai, +: 
8 lm lm lm 
(8) Vi =F, Vy Fy) Vai ity: 


’ 


+ Vai1Foigi,- +: 
Dann wird die Reihe 

(9) Vo; V;, Vo,.. we Vi; 

bei geeigneter Wahl der Zahl &, den oben genannten Bedingungen 


gentigen, und zwar fiir jedes Intervall a...b, welches ganz in dem 
Intervalle 0... 1 enthalten ist. 


Die erwaibnten Gauss’schen Relationen ergeben nimlich das 
Gleichungssystem : 


VY, = V, —a«(l—z)Jd,, 
(10) m —_ dies Ys rege " —_ Vy 


Ve = wid ~——n x (1—a) Ms, 
wobei zur Abkiirzung 


Q= wi— Set x) ‘a 


’ ‘ 


Qe te eet (1 Eee), -.. 


we Tm 775 + Veg-4 n+ 2% 
ee. A 1-+-m+3 
ane ae os ate 


| Osi a a ae. es oa _ l4+m+4i+3 x), 


n %, Te. n+2i-+1 


(11) 4 








gesetzt ist. 
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Die Function V; unterscheidet sich nur um einen constanten, nicht 

verschwindenden Factor von 
F, = F(i+k, m+k, n+h, a). 

Wahlen wir daher die k Zahl so, dass 1+hk, m+k, n+k 
positiv werden, so ist V, in dem Intervall 0... 1 bestaindig von Null 
verschieden, und die Bedingung 1) ist also erfiillt. Indem wir be- 
achten, dass die Factoren Q,, Q,,--- sammtlich endlich sind, schliessen 
wir sodann aus dem Gleichungssystem (10), dass auch die Bedingung 2) 
erfiillt ist. Endlich geniigt die Reihe (9) auch der Bedingung 3), weil 
V, die Ableitung der Function V, ist. 

Beachten wir jetzt, dass 

ViVi = 


= ToNMy%2° °° noi PF; Fis: 


dasselbe Vorzeichen besitzt, wie 


(— ay . HEH F, Fis, 
wo zur Abkiirzung 
(12) j= U1+1)...(l+i—1), m = m(m+1)...(m+i—1) 
gesetzt ist, so erhalten wir den Satz: 


Bedeuten a und b > a ewei zwischen \-und 1 liegende Grdissen, 
und bildet man die Reihe 


1 
(13) ’™ FF, — 2 FF, +, (-D Sets Fuk, 


so giebt Nz — Ny die Anzahl der Nullstellen von 

F, = F(l, m,n, 2) 
an, welche zwischen a und b liegen, wenn N, bez. N, die Anzahl der 
negativen Glicder bezeichnet, welche in der Reihe (13) fiir x = a bez. 
x =b auftreten. 


Die Zahl & ist dabei nur der einen Bedingung unterworfen, dass 
die Gréssen 


l+k,m+k,n+k 
positiv sein miissen*), Die in dem Ausspruch des Satzes benutzten 
Abkiirzungen werden durch die Gleichungen (6) und (12) erklirt. 
Um die Gesammtzahl der Nullstellen von F(/, m,n, x) in dem 
Intervall 0 < «<1 zu bestimmen, brauchen wir unseren Satz nur 
auf den Fall anzuwenden, wo a in der Nihe des Werthes x = 0 und 
b in der Nihe des Werthes x = 1 liegt. 





*) Der Satz gilt auch noch, wenn eines oder jedes der Elemente J, m gleich 
Null oder gleich einer negativen ganzen Zahl ist. Nur hat man dann fiir & die 
erste Zahl der Reihe 0, 1, 2, 3,... 2u wihlen, fiir welche eine der beiden Gréssen 
+k, m+ k verschwindet. 
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Wir werden also 
a=é«, b=1—y7% 
setzen, wo ¢ und  geniigend klein zu wihlende positive Gréssen be- 


zeichnen. Lassen wir x in 0 tibergehen, so nehmen die Functionen 
(13) die Werthe an: 


l,m l,m, 1m, 
(13) = oe. * (—1)-* n+k - 
Um die Werthe jener Functionen in der Nahe der Stelle z= 1 
zu beurtheilen, werde ich die bekannte Gleichung 





(15) F(l, m, n, x) = (l—a2)*-+" F(n—l, n—m, n, x) 
benutzen. Dabei setze ich voraus, dass 
(16) n<l+m 


sei. Diese Voraussetzung beeintrichtigt nicht die Allgemeinheit. 
Denn wiirde 


n>Il+m 
sein, sO Wire 


n < (n—l) + (n—m) 

und wir wiirden an Stelle von F(l,m,n,2x) die Function F(n—l, 
nm—m,n, 2) betrachten, welche der Gleichung (15) zufolge zwischen 
0 und 1 dieselben Nullstellen besitzt wie F'(1, m, n, x). 

Lassen wir nun, unter der Voraussetzung, dass n < 1+ m ist, 
x wachsend in 1 iibergehen, so geht F'(n—1, n—m, n, x) stetig in 

T (m) FT d-+-m— n) 
T (2) F(m) 

iiber. Daher hat F(l, m, n, 2) in der Nahe von 2 = 1 dasselbe Vor- 
zeichen wie 





Tim) 
FO) T(m) 


Dieses gilt, wie man leicht erkennt, nicht nur fiir n < 1+ m, 


sondern auch fir n=—1-+m. Da nun aus der Ungleichung (16) 
folgt, dass auch 


n+ic(ti)+(m+i) (=1,2,3,...) 
ist, so besitzt F;F;4, in der Nihe von z = 1 dasselbe Vorzeichen, wie 


T (n+) T (m+¢+-1) n+e T (n-+-2) T 





PUFA mor Tipe im Fist) — CFF LTH m+H 
also dasselbe Vorzeichen wie 
(1+-) (m+?) 
Daher haben die Glieder der Reihe (13) in der Niihe von « = 1 
dieselben Vorzeichen, wie die entsprechenden Glieder der Reihe 


(17) 1, —1,m,, l,m, -- +, (— 1)!" hea. 
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Kommen also in der Reihe (14) N, negative Glieder, in der Reihe 
(17) N, negative-Glieder vor, so ist 


N=WN, — N, 
die Anzahl der zwischen 0 und 1 liegenden Nullstellen von F(1, m, n, x). 
Die Zahlen N, und N, kénnen wir sofort niher bestimmen, wenn 


wir die verschiedenen Fille unterscheiden, welche den mdglichen Vor- 
zeichencombinationen der Elemente /, m,n entsprechen. Dabei wollen wir 


(18) : l>m 


voraussetzen, was die Allgemeinheit nicht beeintrichtigt, da F’(1,m,n, x) 
bei Vertauschung von / und m in sich tibergeht. Ferner mége, wenn 
1 negativ ist, 4 die erste Zahl der Reihe 1, 2, 3,... sein, fiir welche 
1-+- A positiv wird, so dass in der Reihe 


1,dU+1,1+2,---,l+4—1,1+4,--- 
1-+ 4— 1 das letzte negative Glied ist. Die entsprechende Bedeutung 
mégen w und v in Riicksicht auf m und m erhalten. 
Die Discussion der verschiedenen Faille, bei welcher man die Un- 


gleichungen (16) und (18) zu beachten hat, ergiebt nun die in der 
nachstehenden Tabelle zusammengestellten Resultate: 

















| l } m | n | N 

| | | i—(—21) 
Li +)+/]-— | intel 

aaa | a en 
oat tat ee ie: u 

| | | —— ie 
Ill - | — | — fe RE, oS 

| | | —— , fiir ucv 
IV. | a | aes = 1—(—1) 





Wie diese Tabelle aufzufassen ist, erhellt aus folgendem Satze: 
Sind die Elemente /, m, » siimmtlich negativ (Fall IV der Tabelle), 
so verschwindet F'(1, m,n, «) zwischen 0 und 1 kein Mal oder ein Mal, 
je nachdem 4 + u + v gerade oder ungerade ist. 
Man wird sich leicht tiberzeugen, dass die Tabelle mit den von 
Herrn Klein gefundenen Resultaten vollstindig im Einklang steht. 
Mathematische Annalen, XXXVIII. 30 
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Schliesslich will ich noch bemerken, dass man die Frage nach der 
Gesammtheit der Nullstellen von £(I, m, n, x), gleichgiiltig ob 7, m, n 
reelle oder complexe Werthe besitzen, auch auf Grund der allgemeinen 
Satze, welche ich an anderer Stelle entwickelt habe*), in Angriff 
nehmen kann. Man hat dann die Wurzeln der ganzen rationalen 
Functionen, welche als Nenner in den Naherungsbriichen der Ketten- 


bruchentwicklung von oh Tn — auftreten, zu untersuchen. Ob 
(1, m, ”, x) 


diese Untersuchung auch fiir die imaginaéren Nullstellen der hyper- 
geometrischen Reihe zu einfachen Resultaten fiihrt, vermag ich indessen 
nicht zu iibersehen, 





Kénigsberg in Pr., 30. November 1890. 


*) ,, Ueber die Nullstellen der Besse)’schen Function“. Math, Ann, Bd. 33. 














Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein Flachenstiick.*) 
Von 


Davip Hitsert in Kinigsberg i. Pr. 


Peano hat kiirzlich in den Mathematischen Annalen**) durch eine 
arithmetische Betrachtung gezeigt, wie die Punkte einer Linie stetig 
auf die Punkte eines Flachenstiickes abgebildet werden kénnen. Die 
fiir eine solche Abbildung erforderlichen Functionen lassen sich in 
iibersichtlicherer Weise herstellen, wenn man sich der folgenden geo- 
metrischen Anschauung bedient. Die abzubildende Linie — etwa eine 
Gerade von der Linge 1 — theilen wir zunichst in 4 gleiche Theile 
1,2,3,4 und das Fliachenstiick, welches wir in der Gestalt eines 
Quadrates von der Seitenliinge 1 annehmen, theilen wir durch zwei 
zu einander senkrechte Gerade in 4 gleiche Quadrate 1, 2, 3, 4 (Fig. 1). 
Zweitens theilen wir jede der Theilstrecken 1, 2, 3,4 wiederum in 4 
gleiche Theile, so dass wir auf der Geraden die 16 Theilstrecken 
1, 2, 3,..., 16 erhalten; gleichzeitig werde jedes der 4 Quadrate 1, 2, 
3, 4 in 4 gleiche Quadrate getheilt und den so entstehenden 16 Quadraten 


/ 2 J - &.. ae 4 ie a 


wees 
“ = 
F t 











4 
Reet + ——— —H 



































Pig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 


werden dann die Zahlen 1, 2... 16 eingeschrieben, wobei jedoch die 
Reihenfolge der Quadrate so zu wihlen ist, dass jedes folgende Quadrat 
sich mit einer Seite an das vorhergehende anlehnt (Fig. 2). Denken 
wir uns dieses Verfahren fortgesetzt — Fig. 3 veranschaulicht den 








*) Vergl. eine Mittheilung tiber denselben Gegenstand in den Verhandlungen 
der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Aerzte. Bremen 1890. 
**) Bd. 36, S. 157. 


30* 
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nachsten Schritt —, so ist leicht ersichtlich, wie man einem jeden 
gegebenen Punkte der Geraden einen einzigen bestimmten Punkt des 
Quadrates zuordnen kann. Man hat nur néthig, diejenigen Theil- 
strecken der Geraden zu bestimmen, auf welche der gegebene Punkt 
fallt. Die mit den nimlichen Zahlen bezeichneten Quadrate liegen 
nothwendig in einander und schliessen in der Grenze einen bestimmten 
Punkt des Flichenstiickes ein. Dies sei der dem gegebenen Punkte 
zugeordnete Punkt. Die so gefundene Abbildung ist eindeutig und stetig 
und umgekehrt einem jeden Punkte des Quadrates entsprechen ein, zwei 
oder vier Punkte der Linie. Es erscheint tiberdies bemerkenswerth, 
dass durch geeignete Abiinderung der Theillinien in dem Quadrate sich 
leicht eine eindeutige und stetige Abbildung finden ldsst, deren Um- 
kehrung eine nirgends mehr als dreideutige ist. 

Die oben gefundenen abbildenden Functionen sind zugleich ein- 
fache Beispiele fiir tiberall stetige und nirgends differentiirbare Func- 
tionen. 

Die mechanische Bedeutung der erédrterten Abbildung ist folgende: 
Es kann sich ein Punkt stetig derart bewegen, dass er wiihrend einer 
endlichen Zeit stimmtliche Punkte eines Flichenstiickes trifft. Auch kann 
man — ebenfalls durch geeignete Abinderung der Theillinien im 
Quadrate — zugleich bewirken, dass in wnendlich vielen iiberall dicht- 
vertheilten Punkten des Quadrates eine bestimmte Bewegungsrichtung 
sowohl nach vorwirts wie nach riickwdrts existirt. 

Was die analytische Darstellung der abbildenden Functionen an- 
betrifft, so folgt aus ihrer Stetigkeit nach einem allgemeinen von 
K. Weierstrass bewiesenen Satze*) sofort, dass diese Functionen sich 
in unendliche nach ganzen rationalen Functionen fortschreitende Reihen 


entwickeln lassen, welche im ganzen Intervall absolut und gleichmiissig 
convergiren. 


Koénigsberg i. Pr., 4. Marz 1891. 





*) Vergl. Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
9, Juli 1885. 
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Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher Gruppen reeller 
linearer Substitutionen. 


(Zweite Abhandlung, mit einer Figurentafel). 
Von 


Rosert Fricke in Berlin. 


In meiner vorigen, unter dem gleichen Titel verdéffentlichten 
Arbeit*) habe ich eine Reihe von Gruppen linearer Substitutionen 
untersucht, welche mit Hilfe eines von Herrn Poincaré herriihrenden 
Princips gewonnen waren. Letzteres bestand darin, dass die fraglichen 
Gruppen zuvérderst als Gruppen ternirer ganzzahliger Substitutionen 
eines reellen ganzzahligen Kegelschnitts in sich eingefiihrt wurden; 
diese terniiren Gruppen wurden dann erst hinterher vermége einer 
charakteristischen Transformation in Gruppen linear-gebrochener Sub- 
stitutionen einer Veriinderlichen umgesetzt, welch’ letztere Substitutionen 
dann freilich in ihren Coefficienten gewisse numerische Irrationalitiiten 
aufwiesen. Die damals gewahlte Darstellung méchte den Anschein 
erwecken, dass fiir die Erkennung des Charakters der in Rede stehen- 
den Gruppen die ternire Gestalt derselben das einzig durchsichtige 
Mittel abgibe; und man kénnte demnach glauben, dass die Ganz- 
zahligkeit der terniren Substitutionen im Gegensatz zu der Irrationalitit 
der anderen einen Vorzug jener begriinde und das Operiren mit den 
letzteren als ungeeignet erscheinen liesse. Das ist ganz und gar nicht 
der Fall; man darf vielmehr bebaupten, dass nur bei den linear- 
gebrochenen Substitutionen der einen Variabelen das Bildungsgesetz 
der Coefficienten, sowie daraufhin die Gruppeneigenschaft der Sub- 
stitutionen unmittelbar in Evidenz tritt. Bei den terniren Substitutionen 
haben wir fiir beide Gesichtspunkte nur in mittelbarer Weise die 
Thatsache zum Ersatz, dass durch die Substitutionen der einzelnen 
Gruppe eine gewisse quadratische Form in sich ibergefiihrt wird. 
Wollte man aber von hieraus das arithmetische Bildungsgesetz der 
terniiren Substitutionen explicite entwickeln, so wiirde dies in ein- 


*) pag. 50 u.f. des vorliegenden Bandes, 
Mathematische Annalen. XXXVIII. 31 
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fachster Weise eben nur unter Riickgang auf die andere Gestalt unserer 
Gruppen gelingen. In diesem Sinne kommt der Gebrauch der terniiren 
Substitutionen mehr nur auf die Bedeutung eines heuristischen Princips 
zuriick. 

Um die hiermit entwickelten Behauptungen zu belegen, will ich 
unter den |. c. behandelten Gruppen diejenigen fiir g = 4h — 1 auf 
unmittelbare Weise arithmetisch definiren und fiir ihre Untersuchung 
das Fundament angeben. Die fiir g = 4h-+ 1 eintretenden Gruppen 
beanspruchen in Folge ihrer nahen Beziehung zur Modulgruppe (I. c. 
III, § 3) nicht ein gleich hohes Interesse, wie diejenigen fiir g = 4h — 1. 
Uebrigens werden durch die nachfolgenden Mittheilungen die }. c. II, 


§ 2 (am Schlusse) aufgeworfenen Problemstellungen zur Erledigung 
gebracht. 


I. 
Directe arithmetische Definition der zu betrachtenden Gruppen. 
Unter A, B, C, D verstehen wir Zahlen der Gestalt 


(1) A, B,O, Dam St, 


wo a, b, q rationale ganze Zahlen sind und insbesondere g eine positive 
Primzahl der Form gq = 4h — 1 ist; 2A,2B,.. . stellen also beliebige 
ganze Zahlen des aus der Basis (1, /q) zu bildenden quadratischen 
Kérpers dar. Unter A, B,... verstehe man die zu A bez. B,... 
conjugirte Zahl. Man lasse A, B alle Liésungen der unbestimmten 
Gleichung: 

(2) AA+BB=1 

durchlaufen und bilde jeder der unendlich vielen Lésungen entsprechend 
die lineare Substitution der Variabelen @: 


— A0+8 + > 
(3) S(o)— Fg, 44+ BB=1. 


Diese Substitutionen S bilden in ihrer Gesammtheit eine Gruppe. Schreibt 
man namlich 


Aa—tta =p etavg 
2 ? 2 ’ 


so nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an: 


(4) a? + ct — g(a) = 4, 
welche modulo 4 reducirt zur folgenden Congruenz Anlass giebt: 
(5) a’ +b? +c? + d=0, (mod. 4). 


Wir schliessen: Die vier Zahlen a, b,c, d der einzelnen Substitution S 
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sind entweder alle gerade oder alle ungerade. Combiniren wir jetzt 


die beiden unter (3)-begriffenen Operationen S und S’, welcher letzteren 
die Zahlen 


»_ a+ Vq '+a'Vq 
a ot+n*t . te stsre 
zukommen, so entspringt als neue Substitution: 


(6) SS'(@) = (AA'— BB’) o4+(AB+B 





A ) 
(—BA'--A B’)wo+(—BB'+AA) 
Hier bildet wieder der erste mit dem vierten Coefficienten ein Paar 
conjugirter Zahlen, wie auch der zweite und negativ genommene 
dritte. Setzen wir aber fiir die Coefficienten von (6) abkiirzend: 


AM — BB ma’ a StU Ns | 
(7) i ea 
AB +B ao Bao L tet | 





so haben die hiermit eingefiihrten Gréssen a”, b”, c’, d” die Bedeutung: 
2a" = aa — ce + q(bb'+dd’), 

2c" =ac +ca + q(bd'—db’), 

2b° =ab'+ ba’ + cd’ — de, 

2d” =ad'+ da + be — cd. 

Auf Grund des an (5) gekniipften Satzes sind die rechten Seiten der 
vier Gleichungen (8) durchgiingig gerade Zahlen und daher a”, b’, c’, 
d” ganz. A”, B” sind demnach Zahlen der Gestalt (1), und da tber- 
dies die Determinante von (6) gleich | ist, so subsumirt sich (SS’) wirk- 
lich unter die durch (3) charakterisirten Substitutionen. Thatsiichlich 
bilden daher die letzteren in ihrer Gesammtheit eine Gruppe, welche 
letztere wir fortan [, nennen wollen. 


Den Substitutionen S reihen wir jetzt als zweite Kategorie die 
Substitutionen : 


Co+D val a 
(9) T (@) Ded’ CC + DD 1 
an, wo C, D die Gesammtheit der Zahlen (1) durchlaufen sollen, 
welche die unter (9) rechts angehingte Gleichung befriedigen. Schreibt 
man ausfiihrlich : 


1 e+fVq — gthla 
———s.*, ee 


(8) 





so folgt wieder wie vorhin: 

(10) e=f=g=h, (mod. 2) 

fiir die einzelne Substitution 7, und daraufhin gewinnt man leicht 

die Siitze: Zwei Operationen 7’ geben, mit einander combinirt, eine 
3i* 








' 
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Operation S; eine Operation S, mit einem ZT combinirt, liefert wieder 
eine Operation 7: 


(11) TT’ =8, 8ST=T, TS=T, 


wobei natiirlich in der einzelnen dieser Gleichungen den gebrauchten 
Symbolen S, 7 eine nur fiir diese Gleichung giltige Bedeutung zukommt. 
Unmittelbare Folgerungen sind: Die Operationen S und T zusammen- 
genommen bilden in ihrer Gesammtheit eine Gruppe T,; innerhalb dieser 
[, ist T, eine ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei. 
Der blosse Anblick der Substitutionen 

aVa 
a 
A (@) == —e+dMa | 


a—bVq 

- 4+ St 

ergiebt uns die Méglichkeit, die Gruppe [, auf sich selbst zu beziehen; 
dies geschieht z. B. dadurch, dass wir in S die Zahlen b und d mit 
einander vertauschen und die so entspringende Operation S’ der [, 
dem S entsprechen lassen. Zufolge (8) erhalten wir freilich solcher- 
weise noch keinen Isomorphismus der [, mit sich selbst; jedoch ge- 
winnen wir einen solchen, wie ein Blick auf (8) besagt, sobald wir 
statt einfacher Permutation von 6 und d vielmehr d an Stelle von b, 
aber — b an Stelle von d setzen. Die bei solcher Gelegenheit stets 
eintretende Frage ist, ob man den solcherweise begriindeten holoedrischen 
Isomorphismus durch Transformation der [, in sich vermége einer 
Substitution U herstellen lassen. Ist dies der Fall, so wiirde die 
Transformation durch U? fiir die einzelne Substitution (3) offenbar 
nur einen Zeichenwechsel von 6b und d bedeuten: 

(12) 8” (@) = U-*SU%(@) = 4g+%  , 

und also miisste U*, als mit allen Substitutionen S vertauschbar, die 
Identitat sein. Die Wirkung der Transformation von S durch U? 
besteht nach Formel (12) darin, dass der erste und vierte, und des- 
gleichen der zweite und dritte Coefficient permutirt werden, wahrend 
die beiden letzteren bei der Permutation zugleich einen Zeichenwechsel 
erfahren. Diese Veriinderung des S ist in der Theorie der Modul- 
functionen sehr bekannt; sie wird nimlich dort durch die Trans- 


formation vermége U?(@) = —* bewerkstelligt. Giebt es also itiber- 


haupt eine Substitution U, so kann dieselbe keine andere sein als 


1 
(13) U(@) = = 
Vz V2 
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oder die dazu inverse. Thatsiichlich aber folgt: 


S'(@) = U-18U(@) = =e 


Bs A+A+B-—B _ a+dvq 
A = a = Set, 


— 








B —A+A+4+B4+B e—bVq 
=> a) = 2 ? 


so dass wirklich der gefundene Isomorphismus der 1, mit sich selbst 
durch die Transformation vermige U bewerkstelligt wird. Da zufolge 
dieser Ueberlegung stets US = 8’ U ist, zugleich aber U? der Gruppe 
[, augehért, so entspringt aus dieser T, durch Zusate von U eine 
Gruppe [,', innerhalb welcher [, eine ausgezeichnete Untergruppe des 
Index zwei ist. Diese [, enthiilt neben den Operationen S nun noch 
alle Operationen SU, die wir jetzt allgemein durch das Symbol U 
bezeichnen wollen, Ihre Gestalt ist: 








4¢8 44. — 458 
eo. — ee, se eRut, 
A—B A+B 
i 


setzen wir also A + B= E, — A+ B= F und verstehen iiberhaupt 
hinfort unter E, F, G, H ganze Zahlen des Kérpers (1, /q), so folgt: 


E a. F 
m V2 V2 We « 
V2 
Dass hier fiir die [, alle ganzzahligen Lésungen der rechts angehiingten 
unbestimmten Gleichung zu nehmen sind, ist leicht bewiesen. 

Auch die unter (9) gegebenen Operationen 7’ werden vermiége der 
speciellen Substitution (13) in einander transformirt; setzen wir niaimlich 
T’ = U-'TU, so entsteht 7’ aus 7 einfach dadurch, dass man g an 
Stelle von e und —e an Stelle von g setzt. Indem wir aber alle 
Substitutionen 7 mit (13) combiniren, gelangen wir zu einer vierten 
Kategorie von Substitutionen, namlich zu: 


ae 
(16) voy—- 2 _# , GG+HH=—2, 
ha” Va 


wobei G und H wieder alle ganzzahligen Lésungen der zugesetzten 
Gleichung durchlaufen miissen. Nun aber bildet die Gesammtheit der 
Substitutionen S, T, U, V eine Gruppe [, welche die wmfassendste 














I 
' 
‘ 
i 
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—— 


cee 


qe 


ge eee ET PSS 
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Gruppe ist, zu der wir hier iiberhaupt gelangen; innerhalb derselben 
sind die drei voraufgehend genannten Gruppen, ausgezeichnete Unter- 
gruppen des Index uw, Des niaheren regelt sich die Combination der 
vier Arten von Subsiitutionen nach dem Schema: 

TT’=—S, UU'=S', VV' =S", 

TU=V', UV=T", VT=U', 
woraus wir noch nebenher den Satz ablesen, dass sich die [ beztiglich 
ihrer ausgezeichneten Untergruppe [, auf eine Vierergruppe reducirt. *) 

Die Operationen U und V bringen als wesentlich neues Element 
die Irrationalitat /2 in die Entwicklung; indessen charakterisirt sich 
die Aufnahme derselben durch die soeben durchlaufene Entwicklung 
als vollberechtigt. In der That erscheint das Aufsteigen von [, zu [ 
deswegen als geboten, weil [, in [ ausgezeichnet ist; und diese Be- 
merkung verdient um des willen noch besondere Beachtung, weil wir 
sogleich F zu einer erweiterten Gruppe F ausgestalten wollen, welche 
letatere alsdann keineswegs mehr in einer umfassenderen Gruppe aus- 
gezeichnet ist. Wir werden diesen Satz freilich nur in den Anfangsfallen 
q = 3,7, 11,.. zum Nachweise bringen, weil wir nur fiir diese Fille 
die Fundamentalbereiche fiir die GruppenT ausfiihrlich verfolgen wollen. 
Die in Rede stehende Eigenschaft von fF (die sich natiirlich auch 
rechnerisch belegen liesse) wird nimlich aus der Gestalt des Funda- 
mentalbereichs von F aufs unmittelbarste evident; sie spricht sich da in 
dem Umstande aus, dass dieser Bereich durch keine andere w-Substitu- 
tion als die identische in sich tiberfiihrbar ist. 

Um die gemeinte Erweiterung von [ auszufiihren, stellen wir jetzt 
neben die Substitutionen erster Art (welche directe Kreisverwandt- 
schaften bedeuten) auch noch diejenigen der zweiten Art (die indirecte 
Kreisverwandtschaften darstellen). Es entspringt der Satz, dass alle 
unsere Gruppen [, [,, f,’, [, mit der Spiegelung an der imaginiiren 
a@-Axe: @ = — @ vertauschbar sind: Wir gewinnen demgemdss durch 
Zusatz dieser Operation vier erweiterte Gruppen T, T2, To, Fs, in deren 
einzelner die beziigliche urspriingliche Gruppe ausgezeichnet vom Index 
enthalten zwei ist. Die Operationen zweiter Art dieser Gruppen 
S, T, U, V sind die folgenden: 
(17) S(@) = ae T(o) = Sanz , ete. 

Kine andere Erweiterung unserer Gruppen durch eine Spiegelung als 








*) Eine véllig symmetrische Betrachtungsweise wiirde daraufhin neben die 
beiden Gruppen [,, [, eine mit ihnen coordinirte [,” zu setzen haben, die aus 
den Uperationen S und V besteht. Dem Typus der Vierergruppe entsprechend 
sind aber [,, f,, [," innerhalb [ nicht gleichberechtigt. 
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die nun gewonnene giebt es im allgemeinen nicht, sofern wir nur solche 
Operationen zweiter Art zulassen wollen, welche Punkte der ein- 
zelnen Halbebene stets wieder in Punkte der gleichen Halbebene trans- 
formiren.*) Natiirlich ist auch die vorhin unter dem Texte namhaft 
gemachte Gruppe [,,” der Erweiterung durch o = —@ fahig; wir 
haben so insgesammt fiir jedes g zehn arithmetisch wohlcharakterisirte 
Gruppen [4, Fy, rf’, Ff’, F, F gewonnen, die alle in der letzten unter 
ihnen, namlich [, ausgezeichnet enthalten sind. 

Wir haben hier iberall q als positive Primzahl der Form (44 — 1) 
vorausgesetzt; es ist der Miihe werth, dass wir zum Schluss noch 
darauf hindeuten, auf welches Resultat wir bei den negativen q gefiihrt 
werden, Hier fallen erstlich die Substitutionen J und V aus, da es 
Lésungen der Gleichungen (9) und (16) nicht giebt. Ist weiter in 
q= 4h —1 die Zahl h< — 1, so hat (4) nur die beiden Lésungen 
a=2, e=0 und G =0, c=2, wihrend (15) gleichfalls nur zwei 
Lésungen hat, nimlich E=1, F=+1. Die [,’ der Operationen 
S und U ist demnach die aus (13) eutspringende cyklische G,, wihrend 
[, ihre Untergruppe G, wird. Interessant aber gestaltet sich der nun 
allein noch iibrig bleibende Fall g == — 1: Da gewinnen wir erstlich 
als [, aus 

e?+bP+e+@—4 
die Tetraedergruppe G,, der 12 Operationen S: 
, , 1 
a =-+ a, o = xt 
| Les» ts 
o> — es \ «+3 
+ ‘ts at aE 


’ 








wobei man die Correspondenz der Vorzeichen leicht feststellen wird; 
weiter aber gewinnen wir entsprechend der Bedingung: 














v+eP+ei4+2@—2 
zwolf Operationen U: 
1+? its a 2 
— <a V2 ee 
cote: Cm We 
Va “a tHR° TH 


welche die G,, 2ur Oktaedergruppe G,, erginzen; diese letztere also 
ist es, welche fir g = — 1 unserer [, entspricht. 


*) Man vergl. das Nihere in den ,,Vorlesungen wiber die elliptischen Modul- 
functionen“ p. 223 u, f. 








| 
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Il. 


Aufstellung der in den Gruppen [ und F enthaltenen elliptischen 
Substitutionen und Spiegelungen. 


Fur eine eingehende Untersuchung unserer Gruppen ist es ein 
erster Schritt, dass wir die in [ und Ff enthaltenen Arten von Sub- 
stitutionen angeben. Die hierzu néthigen Begriffsbestimmungen und 
Methoden sind in den _ ,, Vorlesungen iiber die Modulfunctionen“ 
Abschn. Il, Cap. 1 allgemein entwickelt. Sollen wir vorab allein von 
den Substitutionen erster Art handeln (d. i. von denen der Gruppe I), 


so hiingt die Unterart der einzelnen Substitution einzig von der Summe s 
des ersten und vierten Coefficienten ab: 


| 





— 1 ow E+E G— 
1 = A A = _— = — => —_— 
( ) s + ’ C C ’ V2 ? V2 
Diese Zahlen s haben die Gestalt: 
s=m, =myYq, =my/2, = my2Qq, 

unter m ganze rationale Zahlen verstanden, und da m= A+ A =2 
in Folge der nicht statthaften Gleichung c? — q(b?-+ a?) =O aus- 
zuschliessen ist, so entspringt als erster Satz: Die Gruppe [ enthdlt 
nur hyperbolische und elliptische Substitutionen. 

Die letzteren Substitutionen sind fiir uns zuniichst die wichtigeren ; 
wollen wir also vor allem sie aufstellen! Es kommen aber fiir elliptische 


Substitutionen die Werthe*) 

(2) s=0,1, V2 

in Betracht, die uns Substitutionen der Perioden zwei bez. drei und 
vier liefern. Der Fall m)/2q bleibt ganz ausser Betracht; m/q kommt 
freilich fir g = 3 mit s =)/3 zur Geltung und liefert dort Substitu- 
tionen J, der Periode sechs**), indessen darf der particulire Fall 
q=3 durch die |. ce. gegebene Entwicklung als erledigt angesehen 
werden. Indem wir ihn ausschliessen, hat q eine der vier Gestalten: 


(3) q = 24h +7, 11, 19, 23; 
ihnen entsprechend werden wir sogleich eine vierfache Fallunterscheidung 
eintreten lassen miissen. 


Fiir eine Substitution S ist s mit der oben durch a bezeichneten 
Zah| identisch; wir haben also die zwei Méglichkeiten s = a = 0, 1. 





*) Offenbar brauchen wir negative s nicht besonders zu betrachten, 


**, Der untere Index am Symbol einer Substitution mag immer deren Periode 
bedeuten. 
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s = 0 zieht c? — q(b?-+d*) = 4 nach sich, eine Gleichung, die durch 
die Substitution 


(4) c=2z, dq=2y, bqa=—2z 

in die Gestalt: 

(5) qv —y—#=—q 

iibergeht. Ihr entsprechend finden wir eine Substitution der Periode zwei: 
: oe 2 - - 

(6) 8: A Vi’ B ety 


Hierbei kommen aber alle ganzzahligen Lisungen von (5) zur Ver- 
wendung (was auch bei den weiterhin folgenden analogen Gleichungen 
immer wieder der Fall ist, ohne dass es jedesmal besonders betont 
wird); denn fiir dieselben ist stets y und ¢ durch qg theilbar. Simultaner 
Zeichenwechsel von x, y, 2 fiihrt die beziigliche Substitution hier und 
in der Folge stets in ihre inverse tiber. Der zweite Fall s—=a—1 


zieht c? — q(b?+d*) =3 nach sich, was nur fiir = +1 dh. 
fiir gq = 24h + 11, 23 méglich ist. Die Substitution 


(7) c= a, dq=y, ba=s 
liefert die Gleichung: 
(8) qu? — yr — = dq, 


und wir finden solcherweise fiir q = 24h + 11, 23 Substitutionen der 
Periode drei: 


* es z a y 
(9) S,: fhm li +e SS mote: 

Bei den Snbstitutionen 7’ kommt einzig s = f//q = 0 zur Geltung; 
wir erhalten e? +- g? — gh? = — 4 und daraus durch die Substitution 
(10) h=22, g=2y, e=2z 
die Gleichung 
(11) qv —-y —2@=—l, 
welche fiir g= 7, (mod. 8) nicht durch ganze Zahlen a, y, z befriedigt 


werden kann. Fiir g = 24h -+ 11, 19 finden wir Substitutionen der 
Periode zwei: 


(12) T,. Cmz, Dao=y+ayq. 

Es folgen die Substitutionen U, bei denen wir s=0, Y¥2 zu 
verwenden haben; s = 0 liefert c? — q(b?-+d*) = 2, was (*) =-+1 
erfordert. Wir bringen diese Gleichung durch die Substitution 
(13) c=2, dq=y, bga=sz 
auf die Gestalt 
(14) qv —y — = 2q 
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und finden solcherweise fiir q = 24h + 7, 23 elliptische Substitutionen 
der Periode zwei: 


ie ns 
(15) Uy: Ey, Footy. 


Der zweite Fall s = /2 liefert c? — g(b?-+d?) = 1 und vermdge der 
Substitution : 


(16) c=2z, dq=y, bqaq=s 

(17) qu? aoe y? = 2g aan q- 

Es entspringen elliptische Substitutionen der Periode vier: 
18 U : E = 1 “ =. ’ F =  & 

( ) 4 + Va au + Va ? 


durch deren Wiederholung die unter (6) genannten S, = U,? wieder- 
gewonnen werden. 


Letzten Endes kommen noch die V mit s = 0 und 
e+ gy — gh’ = — 2, 
was nach der Substitution 


(19) h=au, g=y, ¢=2, 

(20) qa? — yt — =? 

liefert; es folgen elliptische Substitutionen der Periode zwei: 
(21) Vz, Ges, H=y+c2yq. 


Unter den Operationen zweiter Art der erweiterten [ interessiren 
in erster Linie die Spiegelungen; dieselben haben verschwindende 
Summe des ersten und vierten Coefficienten (cf. I, (17): 

. = al E—E G+G@ 
2 = - a => —_—_— => ———_ = 
( 2) 8 A A ? C + C, V2 ’ V2 


Der erste Fall ergiebt a? + c? — qd? = 4 und also vermége der Sub- 
stitution 


(23) d=22, c=m2y, a=2z, 
(24) qv—y— Zoe —). 
Es entspringt die Spiegelung 

(25) S,:; A=s, Bey+2yVq 


mit dem Symmetriekreise (o = X + iY): 
(26) (y—ayq) (X*+ ¥*) + 22X —(y+a/q) =0. 
Der zweite Fall (22) wiirde, wie man leicht bemerkt, (=) =-+1 


erfordern und kommt also nicht zur Geltung. Im dritten Falle ist 
a? + c? — qd? = 2, und wir gewinnen weiter 
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(27) d=, c=¥Y, a=B8, 

(28) ga? — yy — t= —2, 

sowie die Spiegelung 

(29) U,; E=2, F=y+2yq, 

deren Symmetriekreis wieder die Gleichung (26) bdesitzt. Endlich 
haben wir im letzten Falle (22) die Gleichung g* — q(f?+h?) = — 2, 
welche offenbar (> _ + 1 erfordert. Indem wir weiter: 

(30) . g=x, fa=2, ha=y 

substituiren, entspringt die Gleichung 

(31) qu? — y? — 2? = — 2q, 


und wir finden solcherweise fiir q = 24h + 11, 19 eine letzte Gattung 
von Spiegelungen: 
(32) VY. G=4A, Ho=rx+H, 
Vq q 

deren Symmetriekreise wiederum die Gleichung (26) besitzen. Natiir- 
lich sind hier wieder alle ganzzahligen Lésungen der Gleichungen 
(24), (28), (31) heranzuziehen. 

Fassen wir zum Schluss des Ueberblicks halber noch tabellarisch 
zusammen, welche Substitutionen in dem einzelnen der vier unter- 
schiedenen Fille eintreten kénnen: 


q=24h+ 7: S,, Uz, Uy, Va, 8, U2, 
(38) q=24h+11: S,, 8, Tr, Uy, Vo, 8, Uo, Ve, 
qg=24h+ 19: S&,, T,, U,, V2, 8, Tes Pye 


qg= 24h +23: S,, S,, U,, U,, V2, S,, TO. — 


Die Aufstellung der hyperbolischen, die genauere Untersuchung 
aller Substitutionen, insbesondere ihre Gleichberechtigung muss hier 
fiir den allgemeinen Fall g zuniichst unerértert bleiben. Es scheint, 
dass in letzterem Betracht die Theorie der quadratischen Formen: 


Ce 
D+(C+C)oa—Doe usw. 
bei zweckmissiger Fassung des Aequivalenzbegriffs fiir unsere Gruppen 


[, F eine ahnliche Bedeutung gewinnt, wie die Theorie der gewéhn- 
lichen quadratischen Formen fiir die Modulgruppe.*) 


(34) 


*) Ich gedenke hier noch der innigen Beziehung, in welcher die Entwicklung 
des Textes zu den Untersuchungen steht, welche Hr. Bianchi im vorliegenden 
Annalenbande tiber Substitutionsgruppen mit complexen Coefficienten verdffentlicht, 
(vergl insbesondere die bei den indefiniten Hermite’schen Formen auftretenden 
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Ii. 
Methode die Fundamentalbereiche der Gruppen [ zu construiren. 


Bei der Angabe von Fundamentalpolygonen fiir die gewonnenen 
Gruppen bleiben durchaus die Gesichtspunkte meiner anfangs citirten 
Arbeit in Geltung. Alles beruht darauf, dass man damit beginnt, 
Fundamentalbereiche fiir die durch Spiegelungen erweiterten Gruppen 
zu construiren, und hierbei ist es der weitaus wichtigste Theil der 
Untersuchung, die Eintheilung der w-Halbebene in Erfahrung zu bringen, 
wie sie durch die Symmetriekreise: 

(1) (y—ayq)(X* + ¥*) + 22X — (y+ a/q)=0 

der in F enthaltenen Spiegelungen geleistet wird. Fiir die Auffindung 
der Symmetriekreise kommt (gerade wie 1. c.) der Umstand in Betracht, 
dass der Schnittpunkt zweier solcher Kreise stets den Fixpunkt fiir 
eine der [ angehérende elliptische Substitution liefert, wobei der von den 
Kreisen gebildete Winkel aus der Periode der betreffenden elliptischen 
Substitution sofort angebbar ist. Umgekehrt kann man also auch auf 
einem gerade vorliegenden Kreise nach Fixpunkten elliptischer Sub- 
stitutionen suchen und von da aus unter Riicksicht auf die Perioden der 
letzteren auf weiter sich anreihende Kreise schliessen. Wenn es auf 
diese Weise gelingt, ein solches System von Symmetriekreisen (1) aus- 
findig zu machen, das im Innern der positiven Halbebene ein Kreis- 
bogenpolygon einschliesst, so ist damit die gesuchte Eintheilung der 
Halbebene bereits hinreichend charakterisirt; in der That werden wir 
ja nun die gesammte Ueberdeckung der Halbebene von jenem Polygone 
aus nach dem Symmetrieprincip herstellen. 

Fiir die Falle g = 3, 7,11 sind die beziiglichen Eintheilungen der 
Halbebene bereits |. c. angegeben und in den Figuren 2, 4 und 5 der 
damals beigegebenen Tafel gezeichnet. Der Fall q = 3 ergab Kreis- 
bogendreiecke mit den Winkeln 


4 4 


+, =, e der Fall g=7 Kreisbogen- 
vierecke der Winkel e =, > 2, endlich q = 11 wieder Kreisbogen- 
vierecke der Winkel =, ~ — * Ob nun das einzelne dieser Poly- 
gone P bereits Fundamentalraum fiir die beziigliche Gruppe [ ist oder 
nicht, ist durch eine weitere leicht durchfiihrbare Untersuchung fest- 
zustellen. Wir schliessen wie folgt: Bei Transformation der [ durch 
eine ihrer eigenen Substitutionen werden ihre Spiegelungen unter 
einander permutirt. Geometrisch betrachtet besagt dies, dass die 


automorphen Gruppen). Diese Abhandlung des Hrn. Bianchi schliesst sich an dessen 
Note ,,Sui gruppi di sostituzioni lineari a coe/ficienti interi complessi’' (Rendiconti 
della r. Acc. dei Lincei, April 90) an. [April 91]. 
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Polygontheilung durch jede Operation von [ in sich transformirt wird. 
Jenes einzelne Polygon P wird dabei entweder in ein anderes Polygon 
der Theilung oder in sich selbst transformirt, und letzteres sei im 
speciellen durch w unterschiedene Substitutionen der F méglich. Dann 
folgt ersichtlich: P ist Fundamentalraum einer in T enthaltenen aus- 
gezeichneten Untergruppe T,, des Index uw. Nun aber lisst sich evidenter 
Weise das Dreieck (q=3), sowie das Viereck (g—=11) nur durch die 
eine Substitution o — in sich transformiren, wihrend das Viereck 
(q=7) als ungleichseitiges Parallelogramm insgesammt zwei Trans- 
formationen in sich zulisst. Da aber im letzten Falle beide beziigliche 
Substitutionen der F angehéren, so ist w—2 fiir q—7, dagegen 
w= firg—3 und g=—11. Fir q=3, 11 haben wir also direct 
im Dreieck bez. Viereck einen Fundamentalbereich fiir T, fiir q—=7 
entspringt derselbe erst durch die bereits |, c. Fig. 4 angedeutete Hilftung 
des Kreisbogenvierecks*). 

Um den Erérterungen des vorigen Paragraphen noch ausgedehnter 
Rechnung zu tragen, mége auch noch fiir g = 19 und 23 die Gestalt 
der Eintheilung der Halbebene und des Fundamentalpolygons der f 
entwickelt werden; wir haben dann fiir alle Fille (3) II je ein Beispiel 
gebracht. Man stelle zu dem Ende vorab die Fixpunkte der elliptischen 
Substitutionen der [ fest und findet fiir dieselben: 


: i VG a 
U,, 8,: Oy qv?—y—ev@=—gq , 
Jat = e+iV3q —_—_— 2—3 
Oe ye ree q; 
€ & i 9 
(2) T,: es are qv—y —-2=—1, 
U;,: = oo. qu? — y? — 22 = 2q, 
aVq-y 
Vy: = e+ sV3 , av@—y—2=—2 
«Vq-y 





Es sind hierbei die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen im vollen 
Umfange beibehalten, nur dass das Vorzeichen der Zahl ¢ gewechselt 





*) Zugleich erledigt sich hiermit die obige Behauptung, dass unsere Gruppen 
nicht in einer noch umfassenderen Gruppe ausgezeichnet enthalten sind: In der 
That gehdrt jede Substitution, welche die Polygontheilung in sich transformirt, 


der Gruppe F an, u. s. w. Die gegen Ende meiner vorigen Arbeit aufgeworfene 
Frage beantwortet sich aber so: Die damaligen Gruppen [, fF sind direct 
identisch mit den jetzigen [, f, wodurch denn von den @-Substitutionen aus fiir 
die terniire Gestalt der [, F) iibersichtliche Bildungsgesetze entspringen. 
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ist. Die z,y,2 miissen jedesmal alle ganzzahligen Lésungen der bei- 
geschriebenen Gleichung durchlaufen, wobei wir aber das Vorzeichen 
einer der drei Zahlen x, y, ¢ willkiirlich wihlen diirfen. Damit @, 
der positiven Halbebene angehért, wihlen wir das Zeichen von 2, 
sowie dasjenige der Quadratwurzeln in (2) positiv. Dann geben fiir 
die einzelne Lésung die verschiedenen Zeichencombinationen + y, + ¢ 
noch vier Punkte @,, welche offenbar durch die zu m, =i gehdrende 
U, aus einander hervorgehen. Wenn wir also auch y und 2 stets 
positiv nehmen wollen, so werden wir in demjenigen vierten Theile 
der positiven w-Halbebene operiren, der rechts von der imaginiren Axe 
und ausserhalb des Einheitskreises liegt. 

Kiihren wir die so vorbereitete Untersuchung fiir g = 19 wirklich 
durch, so entspringt als Eintheilung der w-Halbebene die in Fig. 1 
der beigegebenen Tafel charakterisirte Sechsecktheilung, welche man sich 
nach dem Symmetrieprincip weiter fortgesetzt denken mége. Das Aus- 
gangssechseck besitzt folgende Eckpunkte (die den Nummern 1 bis 6 
in der Figur entsprechen): 





. ‘ 13+ 3Vi9)i 
1) U,,; a) = 4 P 2) Vo @p = {s-ohss)i a 
‘ 1+ Vi9 +i 
Q) ¢5 eS... Se roe At. 3 
"Es 8g (Of 18 —4Vi9 ’ 
5+i/V2 ‘ : . 
5) Vy, a= ae 7? 6) T,, a= Was ; 


es ist hierbei jedesmal die Art der zugehérigen Substitution gleich 
angegeben. Fiir die Symmetriekreise, welche die Ecken verbinden, 
und die zugehérigen Spiegelungen aber erhalten wir: 








(1,2), S,, X=—0, 
(2,3), Vy, (8719—13)(X?+ ¥?)—(B/19+13) =0, 

4) D2, (8/19 — 13)(X?+ ¥2)~ 4X+(3/19+13)—0, 
(4,5), S,, (4A—/19)(X?+ ¥2)+4X— (44/19) =0, 
(5,6), Vz, (6—/19)(X?+ Y?)~2/V19X+(6+/19)—0, 
(6,1), U,, X?+ Y¥?-—2X—1—0., 


Sprechen wir hiernach vor allem den Satz aus: Fiir q ='19 leisten 
die drei dortselbst eintretenden Gattungen von Symmetriekreisen (1) eine 
Eintheilung der gesammten Halbebene in Kreisbogensechsecke mit den 


Winkeln ., = , > -, > > die alle aus dem durch (4) gegebenen 


Sechseck nach dem Symmetrieprincip entstehen. 


_ 
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Es tritt nunmehr die Frage ein, ob das Sechseck (4) ausser der 
Identitét noch durch eine weitere @-Substitution in sich transformirbar 
ist. Es kann aber ersichtlich nur noch eine elliptische Substitution 
der Periode zwei in Frage kommen, welche die einzelne Seite unseres 
Sechsecks in die gegentiberliegende transformiren miisste. Man ver- 
binde also die gegeniiberliegenden Eckpunkte des Sechsecks jeweils 
durch einen solchen Kreis, der auf der reellen @-Axe senkrecht steht. 
Das Innere des Sechsecks wird dergestalt von drei Bogen durchsetuzt, 
welche wir als Diagonalen desselben bezeichnen werden. Kine erste 
Bedingung fiir die Existenz einer fraglichen Substitution der Periode 
zwei ist dann die, dass sich jene drei Diagonalen in einem Punkte 
schneiden. Solches trifft nun, wie in der Figur angedeutet ist, that- 
sichlich zu, und wir finden als Schnittpunkt der Diagonalen: 





1+iV2 

(5) = Via _ ? 
welch’ leteterer Punkt wirklich Fiapunkt einer in der Gruppe T ent- 
haltenen Substitution V, ist. Das Fundamentalpolygon der fF entspringt 
also, wie bei g = 7, erst durch Halftung jenes Sechsecks, und wir voll- 
fiihren dies zweckmissig etwa durch die Diagonale, welche die Eckpunkte 
3 und 6 verbindet. Indem wir etwa die linke Hiilfte, d. i. das Viereck 
der Ecken 1, 2, 3, 6 zwm Polygon der T nehmen, wird diese Gruppe 
aus drei Spiegelungen U,, 8,, V. und einer elliptischen V, erzeugbar sein. 

Spiegeln wir dieses Viereck etwa an der imaginiren w-Axe und fiigen 
ihm das Spiegelbild an, so entspringt ein Fundamentalbereich fiir die 
Gruppe [. Diese Gruppe besitzt demgemiiss als System von Erzeugen- 
den eine U, und drei V,; sie ist tiberdies vom Geschlechte p—0, was fiir 
die Theorie der fiir g = 19 eintretenden Formen II (34) die nimliche 
Bedeutung besitzt, wie die Existenz der Modulfunction J(@) fir die 
gewohnlichen quadratischen Formen. Neu gegeniiber den voraufgehen- 
den Fallen g = 3,7, 11 ist die Thatsache, dass die elliptischen Sub- 
stitutionen V, nicht mehr eine, sondern vielmehr drei unter einander 
nicht gleichberechtigte Classen bilden, von denen freilich zwei inner- 
halb der erweiterten [ gleichberechtigt werden. 

Fir g = 23 kommen zufolge der Tabelle Il (33) nur die beiden 


Gattungen S, und U, von Spiegelungen in Betracht, und man findet, 
dass die zugehdrigen Symmetriekreise eine Eintheilung der w-Halbebene 


in Kreisbogensechsecke der Winkel =, >, =, 7, => = leisten 
(ef. Fig. 2). Das Ausgangssechseck (in der Fig. durch Nummern 1 bis 6 
bezeichnet) besitzt zu Ecken die folgenden Fixpunkte elliptischer Sub- 
stitutionen : 











| 
| 
| 
; 
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whet 623 +i 
1) U,, a =, “a = aya? 
U * F 3V23+iV2 
a Oe. oe ee 
— 5423+iV3 V23+iV3 | 
3) S;, @o 85 7 V3 ? 6) S;, @y = : = 


Die Grenzkreise des Sechsecks aber sind gegeben durch: 





(1,2), 8, X=—0, 
(2,3), U,, (6—723)(X*+ Y*)— (5+/23)=0, 

2) (3,4), U,, (65 — 12/23) (X2+ Y2) +34 X— (65+ 12/23) =0, 
(4,5), §S,, (27—6/23)(X?+ Y?)+20 X— (27+ 6/23) =0, 
(5,6), U,, (4—y23)(X?4+¥%)+4+6X—(4+/23)—0, 

(6,1), U,, X?+ Y?—2X—1=0. 


Elliptische V, sind, wie man sieht, hier noch gar nicht vertreten. Man 
wird demnach sofort vermuthen, dass unsere Sechsecke Mittelpunkte 
haben, und dass diese die Fixpunkte der V, liefern. Dem ist in der 
That so, und wir finden den Mittelpunkt des Sechsecks (7) als 


(8) to onary 


2V23-—9’ 


der wirklich Fixpunkt fiir eine in [ enthaltene V, ist. Gerade wie 
bei q = 19 erhalten wir also einen Fundamentalbereich fiir T erst durch 
Halbirung des Sechsecks (cf. Fig. 2). Die weiter sich anreihenden Be- 
merkungen wird man aus dem Anblick der Figur ohne jede Miihe 
ergiinzen. 


Auf die mannigfachen Sitze und Gesichtspunkte, welche fiir die 
Zahlentheorie der Formen IJ (34) aus diesen Resultaten entspringen, 
hoffe ich bald zuriickkommen zu kénnen. Auch ist es nicht unmdglich, 
dass eine systematische Betrachtung jener Formen fiir die Verall- 
gemeinerung unserer soeben durchgefiihrien Ueberlegungen neue Prin- 
cipien ergiebt. 


Berlin, den 7. Januar 1891, 


























Ueber das Problem der Nachbargebiete. 
Von 


L. Herrrer in Giessen. 


Einleitung. 


Wenn wir eine Gruppe von Gebieten auf einer Oberfliiche, deren 
jedes an alle andern grenzt und zwar je lings einer Linie, nicht nur 
in Punkten, ,,Nachbargebiete“ und — in dualistischer Uebertragung — 
eine Gruppe von Punkten auf einer Oberfliche, deren jeder mit allen 
andern durch einander nicht schneidende Linien auf der Oberfliiche 
verbunden ist, ,,Nachbarpunkte“ nennen, so ist das Problem, dem die 
folgenden Untersuchungen gewidmet sind, dieses: 

», Welches ist der Minimalwerth des Geschlechtes*) einer Oberfliche, 
die eine gegebene Anzahl von Nachbargebieten (bezw. Nachbarpunkten) 
zuldsst?“ und umgekehrt: 

» Welches ist die Maximalzahl der Nachbargebiete (bezw. Nachbar- 
punkte) auf einer Fliche von gegebenem Geschlecht ? “ 

In der Litteratur war diese Frage bis vor Kurzem noch kaum 
beriibrt worden. Baltzer**) hatte in dem Mébius’schen Nachlass 
eine Notiz von Mébius’ Freund Weiske gefunden, die den Satz 
enthielt: ,,Fiinf spatia confinia (Nachbargebiete) sind unmdglich in 
einer Fliiche“, der richtig ist, wenn man unter ,,Fliiche nur eine 
solche vom Geschlecht Null versteht. Baltzer identifizirt diesen Satz 
geradezu mit dem bekannten Vier-Farben-Problem, fiir dessen Beweis 
derselbe in der That nothwendig, aber nicht ohne Weiteres als hin- 
reichend zu erkennen ist, und Herr Dingeldey***) hat sich neuer- 
dings diesem Ausspruch angeschlossen. — Ausserdem hatte nur noch 





*) Ueber die Bedeutung, in welcher das Wort ,,Geschlecht“ hier stets ge- 
braucht wird, vergl. die Bemerkung am Schluss der Einleitung. 
**) Eine Erinnerung an Mibius und seinen Freund Weiske, Ber, d. 
math.-phys. Classe d, kgl. siichs. Ges, d. Wiss. 12, Januar 1885. 
***) F. Dingeldey, Topologische Studien iiber die aus ringférmig ge- 
schlossenen Biandern durch gewisse Schnitte erzeugbaren Gebilde. Leipzig, 1890. 
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Herr Kempe*) in einem Aufsatz tiber das Vier-Farben-Problem bei- 
laufig bemerkt, auf einer Fliche wie der Oberfliche eines Ringes 
wirden 6 Farben nothwendig sein, da er auf einer solchen 6 Nachbar- 
gebiete construiren konnte, wihrend es iibrigens, wie wir sehen werden, 
deren 7 giebt. Von ihm riihrt auch (a. a, O. p. 200) der Gedanke 
her, solchen Problemen eine dualistische Fassung zu geben, wie sie 
oben schon benutzt wurde. 

Endlich hat ganz kiirzlich Herr Heawood**) das Farbenproblem 
fiir Flichen von beliebigem Geschlecht behandelt. Er hat einmal 
gezeigt, dass der erwihnte Kempe’sche Beweis eine Liicke hat, und 
sodann bewiesen, dass fiir alle Flichen, deren Geschlecht grésser als 
Null, die Maximalzahl von Nachbargebieten, die auf einer solchen 
Fliche nicht tiberstiegen werden kann, mit der aus andern Griinden 
sicher hinreichenden Zahl erforderlicher Farben zusammenfallt. Damit 
wire also sowohl das Problem, mit dem wir uns jetzt befassen wollen, 
als auch das Farbenproblem fiir Flichen aller Geschlechter, die grésser 
als Null, endgiiltig erledigt, wenn nicht — abgesehen von dem Fall 
dass das Geschlecht gleich Eins — bei Herrn Heawood der Nachweis 
fehlte, dass auf einer Fliche beliebigen Geschlechtes jene Maximalzahl 
von Nachbargebieten auch thatsiichlich auftritt. Denn ohne diesen 
Nachweis steht ja nicht fest, dass jene beiden Zahlen wirklich zusam- 
menfallen; es kénnte ja sein, dass es thatsiichlich weniger Nachbar- 
gebiete auf einer Fliiche giebt als die Maximalzahl der héchstens mig- 
lichen betrigt. Diese Liicke ist aber eine wesentliche; denn der 
fehlende Nachweis liegt keineswegs auf der Hand. 

In Anbetracht dieser Umstiinde und da ausserdem die aufgeworfene 
Frage wohl auch abgesehen vom Farbenproblem ein selbstiindiges 
Interesse hat und vielleicht zu anderweitigen Anwendungen geeignet 
werden kénnte, diirfte es gestattet sein, eine eingehende Untersuchung 
iiber dieses Problem zu verdffentlichen, auch wenn damit noch keine 
erschépfende Liésung erzielt wird. 

Der Inhalt der folgenden Paragraphen ist kurz der folgende. Um 
die Untersuchung auf geschlossene Fliichen beschriinken zu kénnen, 
wird zuniichst ($1) eine Beziehung zwischen dem Geschlecht, der 
Randcurvenzahl und dem Zusammenhang einer Fliache hergeleitet, die 
zwar schon implicite in einer von Herrn Dyck gegebenen Formel 
enthalten ist, auch auf andere Art leicht herzuleiten wire, jedoch bei 
ihrer Ableitung hier zur Einfiihrung gewisser Curven auf einer Fliache 
Anlass giebt, deren Kigenschaften noch nicht bemerkt zu sein scheinen. — 


*) American Journal of Mathematics, Bd. Il, (1882) p, 193. 


**) Map-Colour Theorem. Quarterly Journal of pure and applied Mathematics. 
No. 96, June 1890. 
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Nach Begriindung der schon beim Ausspruch des Problems angedeuteten 
Dualitét wird (§ 2) bewiesen, dass das Geschlecht einer Fliche, die 


n Nachbargebiete enthalten soll, nicht kleiner als eo eno sein 


kann, und es werden Folgerungen aus der Annahme gezogen, dass 
auf einer Flache von solechem Geschlecht (bezw. der nichstgrésseren 
ganzen Zahl) wirklich » Nachbargebiete existiren; insbesondere wird 
auf regulire Eintheilungen von Oberflichen hingewiesen, welche die 
Verallgemeinerung des Tetraeders im Sinne der Analysis Situs bilden. — 
Im § 3 wird die weitere Behandlung ins Arithmetische tibertragen und 
so der Beweis jener Umkehrung fiir die Geschlechtswerthe 1, 2,..., 6, 
bezw. fiir die Werthe von bis einschliesslich n = 12 gegeben. — 
Nachdem im vorhergehenden Paragraphen das Problem dahin trans- 
formirt ist, dass es sich um die Herstellung einer Zahlenanordnung 
handelt, werden nun (§ 4) diejenigen Fille, d. h. diejenigen Werthe 
von  ausgesondert, bei denen allein jene Zahlenanordnung einen 
gewissen sehr einfachen Charakter annehmen kann, und es wird gezeigt, 
dass fiir eben diese Zahlen » ein arithmetisches Theorem besteht, 
dessen Bestehen umgekehrt die Herstellbarkeit jener Anordnung zur 
Folge hat. — Im letzten Paragraphen endlich wird diese Zahlenanord- 
nung fiir alle Werthe von m, die der vorher bezeichneten Kategorie 
angehéren und ausserdem noch einer von zwei bestimmten Bedingungen 
geniigen, wirklich hergestellt, sodass also die genannte Erginzung 
des in § 2 bewiesenen Satzes, wenn auch nicht allgemein, so doch 
ftir zwei ganze Kategorien von Zahlen » dargethan ist. 

Um den Geltungsbezirk dieser Untersuchungen genau zu bezeichnen, 
wollen wir uns auf Flachen mit nicht wmkehrbarer Indicatrix*) be- 
schrinken. Es ist dies in der That dann keine Beschriinkung, wenn 
man die Flachen der entgegengesetzten Art derart als ,,Doppelfliichen‘ 
auffasst, als bestiinde allenthalben die Fiche aus zwei getrennten iiber 
einander liegenden Bliittern und ebenso die eventuell vorhandenen 
Randcurven allenthalben aus zwei parallel laufenden Riindern, weil 
man auf diese Art eben an Stelle jeder Flaiche mit umkehrbarer 
Indicatrix eine bestimmte andere Fliche mit nicht umkehrbarer Indicatrix 
substituirt. Das Problem gestaltet sich dagegen wesentlich anders auf 
Flichen mit umkehrbarer Indicatrix selbst, wenn man diese als aus 
nur einem Blatt an jeder Stelle bestehend ansieht.**) Ich méchte auf 
die hierbei in Betracht kommenden Unterschiede bei nachster Gelegen- 

: ~*) Vergl. W. Dyck, Beitrige zur Analysis Situs. Math. Ann, Bd. 32, (1888) 
p. 473 u, d, Anm. p. 462. 

**) Das sog. Mébius’sche Blatt z. B. wird bei der ersteren Auffassung eine 

2-riindrige, 2.fach zusammenhiingende Fliiche vom Geschlecht 0 und lisst daher 


nach § 2 nicht mehr als 4 Nachbargebiete zu, Bei der zweiten Auffassung dagegen 
(wo man sich doch vorstellen muss, dass jede eingezeichnete Linie ebenso gut 


32° 
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heit weiter eingehen, fiir jetzt also lediglich Flachen mit nicht um- 
kehrbarer Indicatrix betrachten. 

Endlich mag zum Schluss dieser einleitenden Bemerkungen aus- 
driicklich hervorgehoben werden, welche Definition des Geschlechtes 
und des Zusammenhanges einer Fliche hier zu Grunde gelegt wird. 
Wir wollen sowohl bei geschlossenen, als auch bei berandeten Flichen 
vom ,,Geschlecht“ (p) sprechen und darunter die grésste Anzahl der 
die Flache nicht zersttickenden und einander nicht schneidenden Riick- 
kehrschnitte verstehen. Es sei namlich gestattet, die so rein geome- 
trisch definirte Zahl, in Anlehnung an die fiir geschlossene Fliachen 
analytisch eingefiihrte Bezeichnung, ,,Geschlecht“ der Fliche zu nennen, — 
Der ,,Zusammenhang“ (2) wird bei einer berandeten Fliche durch die 
um 1 vermehrte Maximalzahl der die Fliche nicht zerstiickenden Quer- 
schnitte gegeben, bei einer geschlossenen Fliiche durch die um 1 ver- 
minderte Zusammenhangszahl der aus der vorgelegten durch Ausstechen 
eines Punktes entstehenden berandeten Fliche. Der Zusammenhang 
einer geschlossenen Flache ist nach dieser von Herrn Schliafli ein- 
gefiihrten Art der Zihlung*) stets eine gerade Zahl. 

Die beiden Zahlen, z und p, von denen im folgenden die letztere 
die Hauptrolle spielen wird, sind nach den Untersuchungen des 
Herrn Dyck**) als Bestimmungsstiicke nothwendig und hinreichend, 
um eine Flaiche mit nicht umkehrbarer Indicatrix im Sinne der Analysis 
Situs vollstiindig zu beschreiben. 


§ 1. 
Ueber ein gewisses Curvensystem auf einer Flache. 
1, Denkt man sich auf einer beliebigen Fliiche durch einen be- 


liebigen Punkt alle geschlossenen Curven gelegt, welche, ohne sonst 
irgendwo mit einander zusammenzutreffen, sich in diesem Punkt 


auf der einen Seite der Fliche wie auf der andern existirt) kann man schon fiinf 
Nachbargebiete herstellen, was die folgende Skizze veranschaulicht, bei der Seite 
ab an Seite a’b’ so zu heften ist, dass a mit a’ und b mit b’ zusammenfillt: 


ar 














x 





Fig. 1. 


*) Vergl. C. Neumann, Vorlesungen itiber Riemann’s Theorie der Abel’- 
schen Integrale. 2'° Aufl. Leipzig, 1884. p. 185, 186. 


**) a. a, O. p. 488. 2a) und 3) in Verbindung mit Formel (2) p. 478 und 
(4) p. 484, 
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simmtlich durchschneiden, und ist s die Anzahl derselben, so lisst 
sich zunichst leicht erkennen, dass s eine ungerade Zahl ist. Giebt 
es nimlich 2u solcher Curveu, so lisst sich stets noch eine (24+ 1)' 
hinzufiigen, da man noch aus dem einen Winkelraum des Schnittes 
der 1'" und 2" Curve etwa, wenn diese beiden einen ungetheilten 
Winkel mit einander bilden, in den Scheitelwinkelraum gelangen kann, 
ohne die Fliche zu verlassen oder eine der vorhandenen Curven zu 
schneiden. Nennen wir, um dies darzuthun, die Winkelriume, welche 
man beim Umkreisen des Schnittpunktes der 2u Curven der Reihe 
nach passirt, 
1, 2, 3,..., 4, 
so gelangt man aus 1, der einen von beiden Curven folgend, welche 
diesen Winkelraum einschliessen, in 1 + 24 — 1, von dort ebenso in 
1 + 2(2u — 1), von dort in 1 + 3(2u—1) u. s. w. Der Scheitel- 
winkelraum von 1 ist aber 24-1 und wird daher erreicht, wenn 
die Congruenz 
“(2u — 1) = 2u mod. 4u 
durch einen ganzzahligen Werth von « erfiillt werden kann. Dies ist 
aber wirklich der Fall und zwar zuerst fiir « —2y. — Hiitte man 
statt 2u die ungerade Zahl 2u + 1 gebabt, so wiirde man kein ganz- 
zahliges x finden, welches der entsprechenden Bedingung geniigt. — 
Auf die gleiche Weise erkennt man, dass man bei 2¢ Curven durch 
dasselbe Verfahren aus einem beliebigen Winkelraum in jeden beliebigen 
andern gelangt, bei 2u + 1 dagegen von 1 z. B. nur nach 
$8, «. hed dy 
dass also die Flaiche durch eine gerade Anzahl solcher geschlossener 
Curven jedenfalls noch nicht zerfallt. 

2. Nachdem hiermit gezeigt ist, dass die Anzahl s unserer Curven 
eine ungerade ist, wollen wir nun ihre Beziehung zu der Anzahl z 
des Zusammenhanges und zu der Anzahl r der Randcurven der Fliche 
ermitteln. Denkt man s— 1 der Curven als Schnitte ausgefiihrt, so 
ist dadurch, weil s — 1 eine gerade Zahl, die Anzahl der Randcurven 
uur um 1 vermehrt, alsorv + 1. Der Zusammenhang wurde durch die 
erste der s—-1 Curven, die einen Riickkehrschnitt bildet, nicht geindert, 
durch jede der s — 2 folgenden aber, da diese nun Querschnitte sind, 
um 1 erniedrigt; also ist fiir die so zerschnittene Fliche der Zusam- 
menhang 

e—s+2. 
Zieht man nun von dem Schnittpunkt der s — 1 Curven noch einander 
und sich selbst nicht schneidende Linien nach den r urspriinglichen 
Randcurven, so hat man jetzt eine Fliche mit eimer Randcurve und 
dem Zusammenhang 


2—s—r+2., 
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Diese Zahl ist aber = 1. Denn kénnte man einen Querschnitt ziehen, 
der die Fliche noch nicht zerstiickt, so kénnte man dessen Endpunkte 
auf dem Rand beliebig verschieben, also auch derart, dass dieser 
Schnitt eine s‘e geschlossene Curve darstellte, welche alle s — 1 andern 
in ihrem Schnittpunkt schneidet, und die Fliche noch nicht zerfallen 
liesse. Dann kénnte man also auch noch eine (s + 1) Curve der- 
selben Art ziehen, wahrend die Zahl solcher Curven nach Voraus- 
setzung nur s ist. Also ist 
sd 
@é—s—r+2=1 
oder 
s=2e-—r-+1, 


d. h. ,,die Anzahl der geschlossenen Curven, die man auf einer Fliche 
durch einen beliebigen Punkt legen kann, sodass sich in diesem alle 
unter einander schneiden, ohne sonst einen Punkt mit einander gemein 
zu haben, ist um Eins grésser als die Differenz zwischen Zusammen- 
hang und Randcurvenzahl*) der Fliiche. Erst die letete der Curven 
bewirkt ein Zerfallen der Fliche.“**) 

Nur eine Modification dieses Ausspruches ist der folgende: 


»Auf einer Fliiche vom Zusammenhang z und der Randcurvenzahl 
ry kann man 2 beliebige Punkte durch 2 —r -+ 1 Curven so verbinden, 
dass dadurch die Fliche nicht zerfallt.“ Deun die 2(2 — r) Enden von 
2—~vr jener geschlossenen Curve miinden in ihren Schnittpunkt (A) 
in der Weise ein, dass man, um diesen in kleinem Kreise herum- 
gehend, von Curve 1 aus etwa zuniichst die Enden aller ¢ — yr ver- 
schiedenen Curven trifft, dann erst die andern Enden in derselben 
Reihenfolge. Halt man nun die ersteren in ihrem Schnittpunkt A 
fest, verschiebt aber den vereinigten Endpunkt der g—r andern 
Enden auf der Fliche aus A heraus nach einem Punkt B und fiigt 
als (¢ —r-+ 1)” Verbindungslinie zwischen A und B diesen Weg 
hinzu, so hat man die genannten z—r-+1 Verbindungslinien zwischen 
A und B, und die Flache ist natiirlich bei dieser Verschiebung nicht 
zerfallen. 

3. Wir kénnen die Zahl s auch zu dem Geschlecht der Fliche p 
in Beziehung setzen. Fiihrt man eine der s Curven als Schnitt aus, 





*) Die ja, wie schon Riemann (Ges. Werke, Leipzig, 1878, p. 12) gezeigt 
hat, stets eine gerade Zahl ist. 

**) Nach diesem Satz beruht die bei Mibius, Ges, Werke, Bd. II, p. 541, 
angegebene von Gauss bemerkte Eigenschaft einer gewissen Fliiche einfach 
darauf, dass bei derselben z= 3, r= 41 ist. Man kann daher ausser den zwei 
Punktepaaren PR, QS auch noch cin drittes, UV, auf dem Rand annehmen, 
sodass U und V durch 2 der 4 Punkte PQRS getrennt werden, und U und V 
mit einander verbinden, ohne die schon gezogenen Linien zu schneiden., 
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so wichst die Zahl der Randcurven um 2, wihrend der Zusammen- 
hang derselbe bleibt. Nennt man also fiir die so zerschnittene neue 
Fliiche die Zahl unserer Curven s,, so ist nach der obigen Formel 

s,=s—2. 
Fihrt man von den s, Curven wieder eine als Schnitt aus, so ist fiir 
die jetzt entstehende neue Fliiche ebenso 

S =8,—-2=—s—4 

u. s. Ww. Endlich gelangt man zu einer Fliche, fiir die die Anzahl 


unserer Curven nur noch 1 ist, und dies wird offenbar eintreten, nach- 


dem man im Ganzen =" solche Riickkehrschnitte ausgefiihrt hat, 


2 
Diese Fliche zerfillt also bei jedem Riickkehrschnitt, und man konnte 


auf der urspriinglichen Fliche demnach gerade st Riickkehrschnitte 


ausfiihren, ohne dass sie zerfiel, aber nicht mehr; folglich ist 
s—1 
2 ™ p ? 
= 2p +1, 
die Zahl der geschlossenen Curven der genannten Art ist gleich der 
um Lins vermehrten doppelten Geschlechtseahl,“‘ 


Durch Verbindung dieses Resultates mit dem im vorigen Artikel 
abgeleiteten ergiebt sich die Beziehung 





d. h. 


2—r=—2p, 
Zusammenhang weniger Randcurvenzahl einer Fliiche ist gleich dem 
doppelten Geschlecht“, welche bereits in einer Formel des Herrn Dyck*) 
euthalten ist, auch sonst aus der Definition von 2, r, p leicht abzuleiten 
wire, und von der wir im Folgenden Gebrauch zu machen haben. 

Auf Grund dieser Relationen zwischen den vier Zahlen s, z, 1, p 
kann man nun den in der Einleitung schon erwiihnten Ausspruch des 
Herrn Dyck auch so formuliren: Zur vollstiindigen Beschreibung einer 
Fléche mit nicht umkehrbarer Indicatrix im Sinne der Analysis Situs 
sind nothwendig und hinreichend zwei Zahlen, von denen die eine der 
Gruppe 2, p, 8, die andere der Gruppe z, r (natiirlich unter Ausschluss 
der Wahl 2, 2) entnommen ist. 

4, Der Nachweis, dass s — 1 = 2p ist, und der Umstand, dass 
man beim Durchlaufen des Randes einer durch die 2p geschlossenen 
Curven zu einer einfach zusammenhiingenden aufgeschnittenen ge- 
schlossenen Filiiche die 4p Ufer jener Schnitte in der Reihenfolge 
passirt, dass man zuniichst je ein Ufer aller 2p Curven durchliuft und 
dann in derselben Reihenfolge die entsprechenden anderen Ufer — ein 


*) a, a. O. p. 478 Formel (2) unter Beriicksichtigung von Formel (4) p. 484. 
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Umstand, von dem man sich durch eine der in 1. angestellten ganz 
analoge Betrachtung iiberzeugt, — lassen uns erkennen, dass die 2p 
Curven bereits anderwiirts implicite erscheinen. Es sind dies hiernach 
dieselben Curven, die entstehen, wenn man das Poincaré’sche 
polygone générateur der groupes fuchsiens mit einer geraden Anzahl 
von Seiten der 1" Sorte, von denen immer 2 Gegenseiten einander 
conjugirt sind*), lings je zweier conjugirten Seiten wirklich zusam- 
menheftet, — und dieselben Curven, die entstehen, wenn man die 
Polygone, die in den Untersuchungen des Herrn Dyck iiber reguliir 
verzweigte Riemann’sche Flichen**) gewisse Wurzelirrationalitiiten 
darstellen, lings je zweier Symmetriclinien der reguliiren Verzweigung 
zusammenheftet. Es ist also hiermit gezeigt, dass gerade die hier ein- 
gefiihrten Curven es sind, wodurch jene iibersichtlichste Zerschneidung 
einer geschlossenen Fliche vom Geschlecht p zu einem reguliren 
Polygon mit 4p oder 4p + 2 Seiten erzielt wird, bei dem sich immer 
die Gegenseiten entsprechen. 

Da jede der 2p + 1 Curven fiir sich einen die Fliiche nicht zer- 
stiickenden Riickkehrschnitt bildet und die Gesammtheit von 2p der- 
selben die geschlossene Fliiche zu einer einfach zusammenhingenden 
aufschneidet, so liefern dieselben als Integrationswege eines Abel’schen 
Integrals I. Gattung auf der zugehérigen Riemann’schen Fliiche vom 
Geschlecht p ein System von 2p linear unabhiingigen Periodicitiits- 
moduln. Man kann von diesem Ausgangspunkt z. B. auf sehr einfache 
Weise die Resultate gewinnen, die Clebsch in der Abhandlung ,,Zur 
Theorie der Riemanun’schen Fliche‘ ***) §6 auf andere Art hergeleitet hat. 


§ 2. 
Minimalwerth von p bei » Nachbargebieten. 


5. Wir haben in der Kinleitung das zu behandelnde Problem so 
gefasst, dass nur nach dem Geschlecht der Fliche gefragt wird, auf 
welcher » Nachbargebiete méglich sind. In der That hingt die Lésung 
des Problems auch nur von der Geschlechtszahl der Fliche ab. Denn 
wenn auf einer geschlossenen Fliiche vom Geschlecht p nm Nachbar- 
gebiete méglich sind, so ist dasselbe offenbar der Fall auf jeder aus 
derselben durch Ausschneidung einer beliebigen Anzahl einfach zusam- 
menhingender Flichenstiicke entstehenden Fliche mdglich und um- 
gekehrt. Man kann aber jede beliebige Fliche mit dem Geschlecht p, 





*) Théorie des groupes fuchsiens, Acta Math. Bd. 1, (1882) § 8. 

**) Ueber reguliir verazweigte Riemann’sche Fliichen und die durch sie defi- 
nirten Irrationalitiiten. In.-Diss, Miinchen, 1879. 8S, insbesondere ‘l'afel VIII, 
Fig. 2. Flache I. — Vgl. auch Math, Ann. Bd. 17 (1880) p. 473 ff. 

***) Math. Aun. Bd. 6 (1873), 
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der Randecurvenzahl r und dem Zusammenhang ¢ aus einer geschlossenen 
Fliiche von demselben Geschlecht durch Ausschneidung von r einfach 
zusammenhingenden Stiicken entstanden denken. In der That, nach 
vorigem Paragraph ist 

e=2p+r. 
Jede der r Randcurven kann man zur Begrenzung eines einfach zu- 
sammenhingenden Flichenstiickes, folglich die Fliiche durch Kinfiigung 
von y solchen zu einer geschlossenen machen, Dadurch ist der Zusam- 
menhang um r verkleinert worden; also ist der Zusammenhang der 
neuen geschlossenen Fiche 

a = 2p. 

Da aber bei einer geschlossenen Fliiche der Zusammenhang gleich der 
doppelten Geschlechtszahl ist, so ist das Geschlecht der resultirenden 
geschlossenen Fliiche p geblieben, und man kann umgekehrt die vor- 
gelegte aus dieser Fliiche durch Ausschneidung entstanden denken. 

Das Problem hiingt also wirklich nur von dem Geschlecht der Fiche 
ab, und wir sehen gleichzeitig, dass ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit die Fliiche als eine geschlossene vorausgesetzt werden darf. Auch 
ist ohne Weiteres klar, — was fiir Spiiteres hier schon bemerkt werden 
mag, — dass, wenn auf einer Fliiche iiberhaupt » Nachbargebiete még- 
lich sind, dann auch eine Kintheilung der gangen Fliiche in solche n 
Gebiete moglich ist. 

6. Ferner wurde schon beim Ausspruch des Problems eine 
Dualitat zwischen Gebieten und Punkten, Grenzlinien und Verbindungs- 
linien als feststehend angenommen, die noch der Begriindung bedarf. 
Giebt es aber zuniichst auf einer Fliche n Nachbargebiete, so giebt 
es auf derselben auch » Nachbarpunkte, wie leicht zu zeigen ist. 
Denken wir uns zu dem Ende das Netz der Begrenzungslinien etwa 
in blauer Farbe gezeichnet. Nimmt man dann in jedem Gebiet einen 
beliebigen Punkt an und fiihrt von diesem aus (etwa in rother Farbe) 
Linien, die sich selbst und einander nicht schneiden, nach n — 1 
solechen blauen Begrenzungslinien, liings deren das Gebiet an n — 1 
verschiedene andere grenzt (denn es ist ja nicht ausgeschlossen, dass 
ein Gebiet lings mehrerer Linien an dasselbe andere grenzt) und zwar 
so, dass der Punkt im Gebiet a mit demselben Punkt derselben Grenz- 


linie (ab) verbunden wird, wie der Punkt im Gebiet 0, so verbinden 


die entstehenden ste—t) rothen Linien, die einander nicht schneiden, 


jeden der » Punkte mit den m — 1 andern. 

Giebt es umgekehrt auf einer Fliche » Nachbarpunkte, so giebt 
es auch » Nachbargebiete. Umgiebt man niimlich zuniichst jeden der 
n Punkte mit einer auf der Fliiche liegenden geschlossenen Contour, 
die keinen andern der » Punkte enthilt, so kann man jedes dieser 
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n Flachenstiicke sich in m — 1 Streifen ausdehnen lassen lings der 
*@—1) yothen Verbindungslinien und diese Ausliiufer so weit fiihren, 
bis je 2 derselben an einander stossen. Dann hat man m einfach 
zusammenhdngende Nachbargebieté auf der Fliche. 

Hiermit ist das Bestehen der genannten Dualitiit erwiesen, und es 
folgt gleichzeitig aus der vorstehenden Betrachtung, dass, wenn iiber- 
haupt » Nachbargebiete existiren, dann auch » einfach zusammen- 
hiingende Gebiete mit dieser Eigenschaft hergestellt werden kénnen, 

7. Wir sind daher berechtigt, bei der Untersuchung unseres 
Problems bald die eine, bald die andere Auffassung, je nachdem sich 
dadurch der Ausdruck einfacher gestaltet, vorzuziehen. Wir fragen 
zunichst nach dem Minimalwerth des Geschlechtes einer Oberfliche, 
welche wirklich » Nachbarpunkte zuliisst, und nennen diese Zahl p,; 
d. h. es wird vorausgesetzt, auf einer Fliiche vom Geschlecht p, giibe 
es wirklich » Nachbarpunkte, dagegen nicht auf einer solchen von 
niedrigerem Geschlecht. Dann ist es sehr leicht, fiir p, eine untere 
Grenze zu ermitteln. . 


Durch die » Nachbarpunkte und ihre =e— ) 


entsteht auf der geschlossenen Fliche ein System von » Punkten oder 
Ecken , sie—) Linien oder Kanten und einer Anzahl (2’) Flichen- 


stiicke oder Seitenfliichen. Die letzteren sind siimmtlich einfach zu- 
sammenhingend; denn kime dabei ein mehrfach zusammenhingendes 
Stiick vor, so kénnte man in demselben einen nicht in einen Punkt 
zusammenziehbaren Riickkehrschnitt legen, der die ganze Fliiche nicht 
zerstiickt. Man hiitte also das Geschlecht der Fliiche um 1 erniedrigt, 
und doch gibe es auf derselben noch m Nachbarpunkte gegen die 
Voraussetzung. — Fiir die Anzahl F dieser einfach zusammeuhiingen- 
den Flichenstiicke findet sich nun die obere Grenze 





Verbindungslinien 


’ (nm — 1) 
F<; 


denn um jeden der » Punkte herum liegen n — 1 Filichenstiicke, die 
simmtlich mindestens Dreiecke sind, da, wenn Zweiecke vorkiimen, 
2 der m Punkte doppelt mit einander verbunden wiren. Wendet man 
nun auf das System von Ecken, Kanten, Seiten auf der Fliiche vom 
Geschlecht p, den erweiterten Kuler’schen Polyedersatz an, so folgt 


2p, —2= “*—) _y_ F, 


in, ~ 2 SSR .. 9 8 


(n — 8) (nm — 4) 
pa > So Hen 
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und da p, jedenfalls eine ganze Zahl sein muss, kénunen wir schreiben 
n—3)(n—4 2a 

(A) . n>! )¢ that toa A 

wo 2a, die kleinste positive ganze Zahl ist, die bewirkt, dass der 

Ziibler durch 12 theilbar wird. Man sieht niimlich leicht, dass diese 

Zahl nur eine gerade sein, und ferner, dass «, nur einen der Werthe 

0,2,3,5 haben kann. 

8. Fiir die niedrigsten Werthe von n, z. B. n= 3,4 kann nun 
in der Formel (A) das Ungleichheitszeichen fortgelassen werden. Wir 
wollen aber im Folgenden nachweisen, dass wenigstens fiir die Werthe 
von » bis einschliesslich » = 12 und sodann fiir alle Werthe von n, 
die gewissen spiiter zu priicisirenden Bedingungen geniigen, unser 
Problem in der That durch die Gleichung 





n —3) (n—4 2a 
(B) rape. . = )+ 2a, 
erschépfend gelést wird. Fiir die entsprechenden Werthe von p, niim- 
lich p = Pay Pn +1, Pn + 2,.+.; Papt — 1, wenn » ein solcher Werth 
ist, fiir den Gleichung (B) gilt, wird dann also die umgekelrte Frage 
nach der Maximalzahl », der Nachbarelemente auf einer Fliiche vom 
Geschlecht p durch die Gleichung beantwortet 


(C) my = + V1 + Bp — 8%, *) 


wobei «, die kleinste positive ganze Zahl bedeutet, welche den Radicand 
zu einem Quadrat macht. Wird hierbei «, < 6, so ist der eingesetzte 
Werth von p derart, dass die gleiche Anzahl von Nachbargebieten n, 
nicht schon auf einer Fliche niedrigeren Geschlechtes auftritt. Ist 
a, >6, niimlich = 6v + @,, wo a, <6, so kommt schon auf einer 
Fliiche vom Geschlecht p—v die gleiche Anzahl von Nachbar- 
gebieten vor. 

Bevor wir aber in den angekiindigten Beweis eintreten, miissen 
noch die folgenden fiir das Verstiindniss desselben erforderlichen Be- 
merkungen vorausgeschickt werden. 

9. Die Zahlen « haben in Bezug auf die Natur des Netzes auf 
der Fliche eine einfache Bedeutung. Hat man auf irgend einer Fliche 
vom Geschlecht p » Nachbarpunkte und die entstehenden Fliichenstiicke 
sind simmtlich einfach zusammenhiingend, so besteht ja immer die 
Beziehung 








__ (n—3) (n—4) + 2e 
P= 12 ? 





*) In dieser Form, unter Hinzufiigung des Zeichens <, erscheint das 
erwihnte Resultat bei Herrn Heawood (a. a. 0. p. 334), wenn man daselbst die 
Grésse x, von der Herr H. nur sagt, dass sie eine ,,positive von dem Zusammen- 
hang der geschlossenen Fliiche abhiingige Constante“ sei, = 2p — 2 setzt, 











ee 
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wonach die Zahl der Filichenstiicke se—i)ne ist. Da es nun in 


dem ganzen Netz genau n(m—1) Polygonecken oder Winkel giebt, so 
ist @ die Zahl der Polygonecken, die tibrig bleibt, wenn man von 
jedem Flachenstiick 3 Ecken fortuimmt. Gilt also Gleichung (B), so 
bilden die Flichenstiicke entsprechend den 4 méglichen Werthen von 
a, (0, 2, 3,5) entweder 


1) lauter Dreiecke; 


oder 
2) lauter Dreiecke und 2 Vierecke 
oder lauter Dreiecke und 1 Fiinfeck; 
oder 
3) lauter Dreiecke und 3 Vierecke 
oder lauter Dreiecke, 1 Viereck, 1 Fiinfeck 
oder lauter Dreiecke, ein Sechseck ; 
oder 


4) lauter Dreiecke und 5 Vierecke 
oder u, 8. w. 
oder endlich: lauter Dreiecke und 1 Achteck. 
Von besonderem Interesse sind nun die Fille, wo «,—0, wo 


also, falls Gleichung (B) besteht, die ganze Fiche in ("= Dreiecke 





eingetheilt ist, von denen je »— 1 in einer Ecke zusammenstossen, 
bezw. bei der dualistischen Auffassung in » (n--1)-Ecke, deren je 3 
eine Polyederecke bilden. Wir wollen diese Fille die ,,reguldren“ 


nennen. Sie treten also ein, wenn «, = 0, mithin » eine der vier 
Formen hat: 


n= 12x, 

n= 12x+ 3, 
n= 12x%+ 4, 
n= 12x%-+ 7, 


wiihrend das Geschlecht p der Flichen, auf denen solche reguliire 
Kintheilung méglich sein soll, der nothwendigen Bedingung geniigt 
1+ 48p = 2? 
oder 
ung 
a 
wo 
4? = 1 mod, 48. 


Setzt man x = 0, so hat man aus der dritten Reihe der Werthe 
von » m= 4 und dem entsprechend p = 0; d. h. ein solcher regulirer 
Fall ist z. B. die Oberfliiche des Tetraeders. In der That wiirden alle 
reguliiren Fille die Verallgemeinerung des Tetraeders auf Oberfliichen 
von héherem Geschlecht im Sinne der Analysis Situs bilden, und zwar 
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bei der einen-oder andern der beiden dualistischen Auffassungen, je- 
nachdem wir das Tetraeder (bei dem die beiden dualistischen Er- 
scheinungen noch zusammenfallen) als ein System von 4 Flichen, 
deren jede an die 3 andern grenzt, oder als ein Netz aus 4 Punkten, 
deren jeder mit den 3 andern auf der Fliiche verbunden ist, ansehen. 


g 3. 


Arithmetische Einkleidung der Untersuchung. — Beweis der Gleichung (B) 
fir n —4,5,..., 12. 


10. Die Schwierigkeiten, welche der Versuch, Gleichung (B) 
allgemein zu beweisen, bereitet, haben ihren Grund in der arith- 
metischen Natur des Problems. Man kann diesem in der That eine 
rein arithmetische Kinkleidung geben. Man denke sich » (n—1)-Kcke 
(dualistisch » einfach zusammenhingende Flichenstiicke als die Triiger 
von » Punkten, von deren jedem m—1 Linien nach dem Rand 
gehen), bezeichne dieselben durch die darauf geschriebenen Zahlen 
1,2,...,% und jede der Seitenkanten beim Polygon x durch eine 
andere der Zahlen 1,2,....%—1, x+1,..., m, welche angiebt, 
an welches andere Polygon das Polygon x lings dieser Kante anzu- 
heften ist. Heftet man nun so zusammen, dass man von der mit 
Zahlen beschriebenen Seite eines Polygones beim Passiren der Zu- 
sammenheftungslinien immer wieder auf die beschriebene Seite der 
andern gelangt, so erhilt man stets eine geschlossene Oberfliche, 
welche in » Nachbargebiete getheilt ist; aber das Geschlecht derselben 

“as ; (n—3)(n—4)+2a, , 
wird im Allgemeinen > —-—-—,,——--——- sein; es sei denn, dass 
die Anordnung derart getroffen worden, dass die Anzahl der Polyeder- 
ecken = tt oh wird. Nun driickt sich die Kigenschaft, dass 
die 4 Polygone 1,2,..., 4 z. B. in einer Ecke zusammenstossen (oder 
die 4 Punkte 1,2,...,4 Hcken desselben Polygones werden), wenn 
die Reihenfolge derselben beim Umkreisen dieser Ecke im Sinne des 
Uhrzeigers etwa die natiirliche 1,2,...,4 ist, dadurch arithmetisch 
aus, dass bei den » — 1 Zahlen, welche die Randstiicke von 1 be- 
zeichnen, in demselben Sinn 2,4, bei 2 3,1 bei 3 4,2 u.s. w. 


bei A 1,4—1 auf einander folgen. Wir wollen sagen: diese 4 Zahlen- 


paare 
(2, a), (3 1), (42), (5, 3), oom (1, 4—1) 


bilden einen ,,Cyklus von 4 Elementen oder Paaren'. Kine dreiseitige 
Kcke oder ein Dreieck insbesondere giebt also einen dreielementigen 


Cyklus 
(ix), (#2), @) 
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und ist daran kenntlich, dass bei den Randstiicken des Polygones ¢ 
im Sinne des Uhrzeigers auf einander folgen x,1; bei x in demselben 
Sinne J, i und bei 7 endlich 3, x. 

Dann ist unser Problem jetzt dieses: 


1) Die Zahlen 2, 3,..., (welche die Seiten des Polygones 1 bedeuten), 


2)» oy = 1, 8,-- my » 9 » ” 2 » ) 
(D) u. S. W. 
m) Die Zahlen 1, 2,...,%—1 (welche die Seiten des Polygones 
bedeuten), 


wobei man sich die Zahlen jeder Zeile zu einem Kreis geschlossen 


denken muss, so anzuordnen, dass die Anzahl der entstehenden Cyklen 
genau = — wird. — Wir wollen eine solche Anordnung 
der Kiirze halber mit (D) bezeichnen. — 
11. Die folgenden Tabellen geben fiir jede der Zahlen 
n= 4,5,6,..., 11, 12 

eine Anordnung (D), womit also die Giiltigkeit des Satzes (B) (und 
gleichzeitig (C)) zuniichst fiir die Werthe von » bis einschliesslich 
m == 12 dargethan ist. Ueber jeder Tabelle steht neben dem Werth 


a Be 
von der von px, @& und Pans In der Tabelle sind 


immer die Zahlenpaare, welche zu Cyklen von mehr ais 3 Elementen 
gehdren, durch einen darunter gesetzten Bogen gekennzeichnet, und 
unter jeder Tabelle sind ausser der Zahl der Dreiecke die mehr- 
elementigen Cyklen selbst angegeben. 


n=4, p=0, a,=0, F=4 
regulir (Tetraeder) 
1) 234 
2) 314 
3) 412 
4) 213 
4 Dreiecke. 





n=5, p=l, a,=5, F=5. 
1) 3245 
2) 4351 (wobei eigentlich unter jedem 
3) 5412 Paar ein Bogen stehen miisste, 
die deshalb alle fortgelassen 
4, 1523 


sind.) 
5) 2134 


5 Vierecke [1342], [1254], [1435], [1523], [324 5). 
Fig. 2 veranschaulicht diese Anordnung fiir » = 5. 
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A 
opr Sey 
\2 3 4 
1 B 











Die geschlossene Fliiche vom Geschlecht 1 entsteht durch Zusammen- 
heften der Linien AB und DC, BC und AD (vergl. § 1, Art. 4), Sie 
bildet ein ,,Pentaeder“, bei dem gerade wie beim Tetraeder die beiden 
dualistischen Erscheinungen zusammenfallen; denn die 5 Ecken dieses 
Pentaeders sind Nachbarpunkte.*) 


n=6, p=—1, a =—3, F=9 

1) 35264 

— 

2) 46315 

ba 

3) 51426 

—_ 

4) 62531 

—_ 

5) 13642 

—_ 

6) 24153 

‘ — 

8 Dreiecke und das Sechseck [1 23 45 6}. 


*) Wir haben also hier noch eine reguléir (niimlich in 5 Vierecke) eingetheilte 
Oberfliiche von héherem Geschlecht als Null, die nicht in den oben angefiihrten 
4 Serien reguliirer Fille enthalten ist, und man kann sich leicht davon tiber- 
zeugen, dass innerhalb unseres jetzigen Problems, wo immer nach dem niedrigsten 
Geschlecht gefragt wird, andere regulire Eintheilungen nicht mehr vorkommen 
kdnnen. Liisst man dagegen jene Beschriinkung fallen, so bilden das Tetraeder 
und dieses Pentaeder nur die untersten Fille in einer unendlichen Reihe regulirer 
Oberfliichen, auf die ich bei anderer Gelegenheit zuriickzukommen hoffe: Ober- 
fliichen vom Geschlecht So vend (n= 4,5,8,9,...,4, 4x+1,...) die 


in  benachbarte (n — 1)-Ecke so eingetheilt sind, dass nur » -Polyederecken 
entstehen, die gleichzeitig Nachbarpunkte sind. — Vergl. zu der obigen Figur 
und der feleenden Fig. 3 auch die Figuren des Herrn W. Dyck, Math. Ann, 
Bd. 20, ‘Tui. ill, Fig. 2 und 8, 














492 L. Herrrer. 


n=1T, pp=1, a, =0, F=l4 

regular 

1) 243756 

2) 354167 

3) 465271 

4) 576312 

5) 6174238 

6) 721534 

7) 132645 
14 Dreiecke, 


Fig. 3 veranschaulicht. diese Anordnung fiir » = 7 auf einer Fliche 
vom Geschlecht 1. 


\ / 

sp =F --— 
\ 
\ 





— * 


¥ 


/ 
5] 


\ 
/ 








Fig. 3. 


Die ausgezogenen Linien theilen die Fliiche in 7 benachbarte Sechs- 

ecke, die punktirten verbinden deren Mittelpunkte mit einander. Die 

geschlossene Fliiche entsteht durch Aneinanderheften der Linien 
AB und ED, BC wid FE, CD und AF. 


n==8, p=2, «—=2, F=18. 
1) 2345678 


2) 31854 
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5) 6128374 
— 

6) 2154873 
ew 

7) 8124536 
_Z 


8) 2176435 
16 Dreiecke und die beiden Vierecke [1 425], [1 6 2 7]. 


n=9, pp =—3, a =—3, F = 23. 
1) 23456789 
——— 
2) 61973584 
— Ne 
3) 41276859 
—_ 
4) 51396287 
5) 614793882 
—_ 
6) 71524983 
_ 
7) 81632954 
8) 91742536 
9) 21864357 
22 Dreiecke und das Sechseck [3 1 2 6 5 2). 
n= 10, py = 4, a g=3, F = 29. 
il) 2345678910 
at 
2) 8146 97105 8 
—_—"“7 NS = 
3) 4121076859 
= 
475139 62108 7 
a 
5) 6147 93 8 210 
6) 71510249 8 3 
~~ 
7) 8163 10295 4 
8) 9174102536 
Ww 
9 10186 4357 2 
ww 
10) 41965273 8 
—_— \~—J — 
26 Dreiecke und 3 Vierecke [21104], [26 109], [28 103). 


Mathematische Annalen, XXXVIII. 33 
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m=11, p,, =—5, a, —2, F = 36. 
123456 7 8 9 1011 
2)3 11174106 9 8 5 
3) 412 59 117 6 10 8 
i 
4,513 8611102 7 9 
» 
5)61493 2 8 10 7 ll 
—_—"““S! 
6)715 48 119 2 10 3 
— 
7) 81635109 4 2 11 
—_ 
8) 9 1 2 
9) 101 7 
1)1119 758362 4 
11) 211045396 8 T7 
—~— 
34 Dreiecke und 2 Vierecke [3 1157], [5 11 4 6). 


n=12, po =—6, a,.—0, F= 44. 
regulir 


1) 2345678 9 1011 12 
2) 311249 8 5117 106 
3) 41265 8107 1211 9 
4.513 9 2128 711 6 10 
5) 614101279112 8 3 
6) 715 3 2104 11 8 12 9 
7) 8169512310211 4 
8) 917412611103 5 2 
9 1018 243115 7 6 12 
10) 111912546278 8 
11) 121108 64725 9 38 
12) 2111375109 6 8 4 


44 Dreiecke. 


Es mag zu den Tabellen noch bemerkt werden, dass, wenn die- 
selben mit Ausnahme derjenigen fiir » = 5,6, 7, von denen spiiter 
noch die Rede sein wird, eine wesentliche Gesetzmiissigkeit nicht er- 
kennen lassen, damit noch nicht gesagt ist, dass eine solche nicht 
vielleicht doch erreichbar wiire. Denn einmal sind ja die Zahlen der 
ersten Zeile (ausgenommen bei » = 5,6, 7) willkiirlich in der natiir- 
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lichen Folge genommen, und zweitens kann man die Zahlen jeder 
Zeile noch cyklisch verschieben. Wir werden aber bald sehen, dass 
die Gesetzmiissigkeit, die man bei m = 5,6, 7 wahrnimmt, auch nur 
in diesen Fallen unter den bis jetzt behandelten zu erreichen war. 


§ 4. 
Nachweis, dass eine cyklische Anordnung héchstens im Fall n==12x%+-7 
moglich ist. 
12. Die Methode, nach der die Anordnungen (D) im vorigen 


Paragraphen gefunden sind, war die folgende: Man nimmt auf einer 


—3 —4 2 
geschlossenen Fliche des Geschlechtes = a thet n Punkte 





beliebig an und zieht auf irgend eine Art so viele der sen Ver- 
bindungslinien als méglich sind, ohne dass zwei derselben sich schneiden. 


Dann werden im Allgemeinen nicht alle an see gezogen sein, 
sondern etwa A weniger. Dafiir kann man aber, — wie eine einfache 
Ueberlegung auf Grund des Euler’schen Polyedersatzes zeigt, — noch 
gerade A+ a,, also stets mindestens 42, Verbindungslinien ziehen, 
nach deren Herstellung die ganze Oberfliiche erst in Dreiecke ein- 
getheilt wire. Zieht man nun eine solche, so kann diese nur 2 Punkte 
verbinden, die schon anderweitig verbunden sind; léscht man daher 
die friihere Verbindungslinie, so kann man dadurch wieder mindestens 
eine andere Verbindung herstellen, und es ist médglich, dass diese 2 
bisher noch nicht verbundene Punkte verbindet, sodass man also um 
einen Schritt weiter gekommen wire. Im entgegengesetzten lalle 
wird dadurch an anderer Stelle eine Verbindung aufgehoben und in 
Folge dessen wieder eine oder mehrere neue Verbindungen mdglich 
werden u. 8. w. 

Da sich aber nicht allgemein zeigen liess, dass diese Methode 
stets dahin fiihrt, die simmtlichen 4 fehlenden Verbindungen noch 
herzustellen, womit ja der Beweis fiir die ganz allgemeine Giiltigkeit 
der Gleichung (B) erbracht wire, so wollen wir uns darauf beschriinken, 
den letzteren fiir Werthe von m eines solchen Charakters zu fiihren, 
bei denen die Anordnung (D) sich besonders einfach und iibersichtlich 
gestalten lisst. 

13. Fir »=5,6,7 (s. Art. 11) ist die Anordnung (D) derart 
hergestellt worden, dass jede Zeile aus der vorhergehenden durch 
einfache cyklische Vertauschung der Zahlen 1, 2,3,... in der natiir- 
lichen Reihenfolge hervorgeht. Wir wollen eine Anordnung (D) mit 
diesem Charakter eine ,,cyklische“ nennen und werden nachweisen, 
dass ausser bei m= 5 und n=6 nur, wenn » die Form 12x +7 


33* 
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hat, eine soleche cyklische Anordnung (D) herstellbar sein kann, und 
bei bestimmter Beschaffenheit von x dann auch wirklich herstellbar ist. 

Zuniichst sieht man leicht, dass wir, wenn » > 20, jedenfalls 
nur in den reguliren Fillen die Méglichkeit einer cyklischen Anord- 
nung (D) erwarten diirfen. Denn bei den nicht reguliren Fallen 
treten Cyklen von mehr als 3 Zahlenpaaren auf. Gehért nun etwa in 
Zeile 1) xl einem mehr als dreielementigen Cyklus an, so gilt bei 
einer cyklischen Anordnung dasselbe von x +1, ?+ 1 in Zeile 2), 
von x + 2, 1+ 2 in Zeile 3) u.s.w., endlich von x —1,7—1 in 
Zeile »). Man hiitte also mindestens » Zahlenpaare, die Cyklen von 
mehr als 3 Elementen angehdren. Nach Art. 9 kommen nun héchstens 
20 Zahlenpaare dieser Art vor, nimlich, wenn a, = 5 und 5 Vierecke 
vorhanden sind. Selbst wenn es also méglich wiire, dass diese 20 Zahlen- 
paare bei einer cyklischen Anordnung in derselben Colonne iiber ein- 
ander standen, so folgt hieraus, dass bei » > 20 in nicht reguliiren 
Fallen eine cyklische Anordnung ausgeschlossen ist. Wir tibergehen, 
um nicht zu weitliufig zu werden, den nicht schwierigen Nachweis, 
dass auch bei den nicht reguliren Fillen fiir » < 20 eine cyklische 
Anordnung, ausser bei n = 5 und nm = 6, unmdglich ist. 

Die Frage lautet also jetzt: Wie muss die Zahl » beschaffen sein, 
damit die cyklische Anordnung 


1) 2, 4, 6, ov i 
() i 32S ee 2 ees SS 

m) 1, i,+n—1, 4,+n—1,..., t+n—1, 
wobei 7,,%,,...,% eine Permutation der Zahlen 3,4, ....  bedeuten, 
und alle Zahlen, die > m, durch ihre kleinsten Reste mod. zu er- 
setzen sind, in ano) Dreiecke zerfallt ? *) 


14. Wir weisen zunichst die Identitiét dieser Aufgabe mit einer 
andern rein arithmetischen nach. 


Angenommen, fiir die Zahl » existire eine Anordnung (E), so 
moége etwa i; sein. In Zeile 1) steht dann die Folge 


tat, nN, ays. 
Also enthilt Zeile m) wegen des cyklischen Fortganges die Folge 
ar:1+u—tl, n—1, ag +n — 1 


*) Diese Frage ist eine ihnliche wie die von Steiner, Ges, Werke, Bd. II, 
pag. 486 unter a) aufgestellte, von der sich die unsrige nur dadurch unterscheidet, 
dass bei ihr 1) die Verbindung je zweier Elemente zweimal, niimlich sowohl in 
der Folge ix, wie in der Folge xi auftreten muss und 2) die im Artikel 16 an- 
gegebene Forderung noch zu erfiillen ist. 
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und, weil die ganze Anordnung in Dreiecke zerfillt, die Folge 
tiga, 1, ta-1. 


Zeile n) zeigt also die Eigenschaft: Die beiden Nachbarn von 1 sind 
um 1 grésser als die beiden Nachbarn von m — 1; die beiden Nachbarn 
von »—1 sind um n—1 grosser als die beiden Nachbarn von 1, 
wenn Alles mod, verstanden wird und immer die beiden einander 
zugekehrten Nachbarn mit einander verglichen werden, also der rechte 
von 1 mit dem linken von m — 1 und umgekehrt. 

Durch dieselben Schliisse findet man allgemein fiir Zeile n): 

Die beiden Nachbarn von x sind bezw. wm x grosser als diejenigen 
von (n — x) fir x—1,2,...,n— 1.“ 

Lassen umgekehrt die Zahlen 1,2, ..., »—1 eine derartige An- 
ordnung zu, wihlt man diese als Zeile m) und leitet daraus durch 
cyklische Vertauschung » — 1 Zeilen 1), 2), ..., ~—41) ab, so 
bilden diese eine Anordnung (E), weil die nm(m— 1) Zahlenpaare 
lauter Dreiecke bilden. Ist niimlich a, b ein beliebiges Paar der 
Zeile m), so enthilt diese nach Voraussetzung noch die beiden Paare 
n—b,a—b wd n—a+b, n—a. Folglich enthalt auf Grund 
der cyklischen Vertauschung Zeile a) das Paar bm und Zeile b) das 
Paar na; d. h, jedes beliebige Paar der Zeile m), also jedes beliebige 
Paar einer beliebigen Zeile gehért einem Dreieck an. 

Die beiden Probleme sind also in der That identisch. 

15. Wir erstreben die Lésung bei der urspriinglichen Form der 
Frage. 

Die Gesammtheit der Zahlenpaare (ix), welche die Dreiecksseiten 
oder die Nachbarpaare in der Anordnung (E) bilden miissen, ordnen 
wir in der Weise in nm —1 Zeilen, dass wir in die erste Zeile [1] alle 
Paare (ix) mit der Differenz x —i—1, in die zweite [2] alle mit 
der Differenz x — i= 2 u.s. w. stellen: 


(1) (12) (23)... (m—1, m) (m1), 
) [2] (13) (24)... (m—1,1) = (m2), 


[vn—1] (1m) (21)... (m—1, n—2) (nm, n—1). 
Dann erhalt man ein Dreieck; wenn man Paare aus 3 Zeilen [¢], 
[x], (0) verbindet, bei denen 


i+x+1=0 mod.n, 


also z. B. (1 2) aus [1] mit (24) aus [2] mit (41) aus [»—3]. Soll 
nun die Anordnung cyklisch werden, so muss das Vorkommen eines 
Dreiecks (a b c) dasjenige der » — 1 andern 











498 L, Herrrer, 


+1, Bh - 04%) 
(a+ 2, b+ 2, c-+ 2), 
(atn—1, b+n—1, e+n—1) 
nach sich ziehen. Diese entstehen aber alle, indem man jedesmal den- 
selben 3 Zeilen von (F), die zur Bildung von (a, b, c) dienten, in 
derselben Reihenfolge je ein Paar entnimmt. Es miissen also zuniichst 
die Zeilen von (F) so zu je dreien zusammengefasst werden kénnen, 


dass die Summe der Repriisentationszahlen der drei immer = 0 mod. n 
ist. Dies erfordert also einmal, dass » — 1 durch 3 theilbar ist, und 


dann dass 1+2+.---+n—1= aa) ein ganzzahliges Viel- 
faches von », also » — 1 auch durch 2 theilbar ist. 
Wir kommen also zuniichst zu dem Resultat, dass fiir die Még- 
lichkeit einer Anordnung (E) » nothwendig die Form haben muss 
n=6A+1. 
Da nun von den reguliiren Fallen » = 12x -+-7 der einzige ist, wo 
n diese Form hat, so sehen wir: 


»Ldchstens in den Fillen n = 12x -+ 7 ist eine cyklische Anord- 
nung (EY mdglich “ 


und gleichzeitig, wenn wir den Ausspruch des andern Theorems nur 


dadurch der Uebersichtlichkeit wegen modificiren, dass wir alle Zahlen, 
: n—1 : : : ° 
die > —,— sind, durch die negativen, ihnen mod. congruenten 


ersetzen : 

»Hléchstens, wenn n = 12% + 7, ist es miglich, die Zahlen 
+1,+2,..,4+ a derart in einen Cyklus zu ordnen, dass die 
beiden Nachbarn von a (a =—=+1,+2,..,+ =~) bezw. um A 
grisser sind als die von — A,“ 





§ 5. 


Herstellung einer cyklischen Anordnung fiir »—12x-+ 7, wenn x 
gewissen Bedingungen geniigt. 

16. Die Gruppirung der Zahlen 1, 2,...,m— 1 zu je dreien 
mit einer durch » theilbaren Summe muss aber noch eine andere Be- 
dingung erfiillen, wenn sie wirklich zu einer cyklischen AnorJnung 
(E) fiihren soll. Da nimlich die Zahlen 1, 2, ...,n—1 nur die 
einzelnen Zeilen von (I) reprisentiren, so miissen in der gedachten 
Gruppirung die Zahlen noch innerhalb der einzeluen Zeilen von je 
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drei Elementen (die wir wieder als geschlossene Zeilen ansehen) so 
festgelegt werden kénnen, dass, wenn man nun zur Dreiecksbildung 
gemiiss dieser Gruppirung der Zeilen von (F) zu je dreien in be- 
stimmter Folge schreitet, die » — 1 Dreiecke mit der gemeinsamen 
Spitze 1 z. B. einen eingigen Cyklus bilden, d. h. wenn man mit einem 
Dreieck (1@8) beginnt, woran sich (1B y), dann (174) schliesst u. s. w., 
so darf erst das (n — 1) Dreieck, etwa (lva@) wieder die Ecke a ent- 
halten. Ist dies fiir eine Zahl, z. B. fiir 1, erfiillt, so gilt es fiir alle 
zufolge des cyklischen Charakters der Anordnung. Fiir die gedachte 
Gruppirung der Zahlen 1,2, ..., » — 1 driickt sich diese Forderung 
folgendermassen aus: Geht man von einer Zeile abc (bei der also 
die Reihenfolge a, b, c abgesehen von cyklischer Verschiebung fest- 
gelegt ist) zu einer andern iiber, dadurch dass man die Zeile aufsucht, 
welche die Zahl a + 6 enthilt (Summe von a und der rechts daneben 
stehenden), dann von hier, wenn rechts von a+b Ob’ steht, zu der 
Zeile mit a+ b-+ 0’ u.s. w., so darf man erst beim (nm — 1)" Schritt 
wieder zu der Ausgangszahl a zuriickkebren. 

Wir wollen nun unter Zugrundelegung einer bestimmten, besonders 
iibersichtlichen Gruppirung der Zahlen 1, 2,...,2—1, bei der die Reihen- 
folge innerhalb der Zeilen zuniichst noch nicht endgiiltig festgelegt ist, 
zeigen, dass, wenn ” einer von zwei bestimmten Bedingungen geniigt, 
und nur in diesen beiden Fiillen die gewahlte Gruppirung durch eine 
geeignete endgiiltige Festlegung innerhalb der Zeilen zu einer cyklischen 
Anordnung fihrt, welche selbst unmittelbar gegeben wird. Wir fiihren 
diese Untersuchung bei der allgemeineren Annahme, dass » die Form 
64+ 1 hat, so weit als méglich, um erst dann, wenn sich dies von 
selbst gebietet, die Voraussetzung 4—=2x--1 hinzuzunehmen und so 
wieder zu dem speciell vorliegenden Fall zuriickzukehren. 

17. Wenn » — 1=6A, so lassen sich die Zahlen 1,2,...,6A 
der Forderung des Artikels 15 gemiiss in folgender Weise gruppiren 


1 2 64 —2 

3 4 64 —6 
9—3 24-2 2146 
oe | 2a QA 42 


Qa+1 44+1 6A 
QA4+3 4443 6A—4 


oo? a es ae 
oye ame QA+4 
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Diese Gruppirung (G) hat folgende Eigeuschaften, von denen wir 
spiiter Gebrauch zu machen haben, und deren Beweis so einfach ist, 
dass er wohl unterdriickt werden darf: 


1) Die Summe von 3 nebeneinander stehenden Zahlen ist 


in den A ersten Zeilen — xn, 
in den A letzten Zeilen = 2n. 


2) die Summe zweier in Bezug auf die Mittellinie (die das ganze 
System der Hdhe nach in 2 Hilften theilt) symmetrisch stehenden 
Zahlen ist 


in der ersten Colonne = 44, 
in der zweiten Colonne —=64+1 (=n), 
in der dritten Colonne = 24-1 (mod. » natiirlich). 


3) Die Summe je zweier Zahlen derselben Zeile kommt einmal in 
der Gruppirung vor. Jede Zahl ist die Summe eines und nur eines 
bestimmten Paares von Zahlen derselben Zeile. 


4) Die Summe zweier Zahlen, welche in der ersten und dritten 
Colonne in gleicher Zeile stehen , ist diejenige Zahl der zweiten Colonne, 
welche in der zu jener obigen symmetrischen Zeile steht. — Die Summe 
zweier Zahlen, die in der ersten und zweiten Colonne nebeneinander 
stehen, ist eine Zahl der ersten Colonne, die Summe zweier Zahlen, 
die in der zweiten und dritten Colonne nebeneinander stehen, ist eine 
Zahl der dritten Colonne, und zwar, wenn abc eine Zeile und a’ bc 
diejenige andere ist, bei der 

‘’=a+b, 
c=) +e’. 

5) Geht man von einer Zeile abc zu einer andern dadurch iiber, 
dass man die Zeile wiahlt, welche die Summe irgend zweier dieser drei 
Zahlen enthalt, so gelangt man von der zu abe symmetrisch stehenden 
Zeile 44 — a, 64+ 1—b, 24-+-1—c bei demselben Fortschreitungs- 
modus auch zu der symmetrischen Zeile der vorher erreichten. 

Geht man z. B. von abe zu der Zeile, die an erster Stelle a+ b 
hat, so gelangt man von 44—a, 64+1—b, 24+1—c durch 
Addition der beiden ersten Zahlen zu 44 — (a+b) in der ersten 
Colonne, d. h. zu der symmetrischen Zahl von a+ b u, s. w. 

18. Durchlaufen wir nun die Gruppirung (G), bei der wir uns 
die Reihenfolge innerhalb der Zeilen vorliufig so, wie sie geschrieben 
ist, festgelegt denken, in der vorher angedeuteten Weise, indem wir 
etwa beginnen mit 1,2 aus der ersten Zeile, dann also 3,4, dann 
7,8 u.s. w. folgen lassen, so schliesst sich diese Folge nach Kigen- 


so ist gleichzeitig 














Problem der Nachbargebiete. 501 


schaft 4) spitestens beim 24' Schritt dadurch, dass die Summe der 
beiden letzten Zahlen (es sind dies dann 24-41, 44+ 1) =1 mod.n 
wird. Schliesst sie sich friiher, dann beginnen wir auf’s Neue mit 
einem nebeneinander stehenden Zahlenpaar der ersten und zweiten 
Colonne, das noch nicht benutzt ist, u. s. w., bis alle Paare von Zahlen 
aus der ersten und zweiten Colonne verbraucht sind, sodass wir aus 
diesen eine oder mehrere solche geschlossenen Folgen bekommen. 
Nach Eigenschaft 5) folgt nun, dass eine solche Folge entweder ,,in 
sich selbst symmetrisch“ ist, d. h. zu jedem Zahlenpaar a, b auch das 
symmetrische 44 — a, 64 -+ 1 — b enthalt, und zwar so, dass, wenn 
auf a,b a,,b, folgt, dann auch auf 44 —a, 64+ 1— bd, das Paar 
44—a,, 64+ 1 —b}, folgt, — oder es existirt eine zu jener Folge 
in diesem Sinn symmetrische andere. Beidemal ist also die Zahl der 
Zeilen, die verbraucht wurde fiir die eine in sich symmetrische oder 
fiir das Paar symmetrischer Folgen, eine gerade — 2u. 

Um nun zu erkennen, in welcher Weise sich die andern Paare 
(d. h. die Paare b,c und c, a, wobei wir die Buchstaben a, b, ¢ bezw. 
immer fiir die erste, zweite, dritte Colonne festhalten) dieser 2u Zeilen 
zu Folgen zusammenschliessen, — denn man wird gleichzeitig sehen, 
dass die eventuell iibrigen Zeilen dabei gar nicht mitspielen, — be- 
zeichnen wir die 2u Paare aus der ersten und zweiten Colonne, wie 
sie sich als aufeinanderfolgend ergeben haben, durch 


Gy b,, Gaby, dgby, +. +) udu 
und die dazu bezw. symmetrischen durch 
, , , , , ‘ , , 
Gh,’ by’, Go’ Dg’, Gy’ bg, «+ +) Gu Due 
Dann ist also 
a + b, = ay) ao + b, = a3, sey Gy—1 + by-1 = My, 
‘ , , , ’ , 
ay + by =a, ay + dy = gy 0 oy Qua + Op = Ay 
, . , 
und ferner entweder a) Qu tbe—ay, au tb. =a, 
oder = bb) Qutb =a, an tdi =a. 
Beginnt man nun eine andere Folge etwa mit b,,¢,, so schliesst sich 


daran nach Eigenschaft 4) c,—1 @u-1, dann by_1¢i-1 u.s. w. Also es 
folgen auf einander 


Dyn Cy 
Cut Ay—1 
- Cont 
Cu—2 Gu—s 
bus Cu—2 
u. Ss. W, 
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Ist nun I. a ungerade, so kommt schliesslich 
bye, 
und dann im Falle a) Cu Gp, 


worauf wieder b, folgt, also die Reihe sich mit 2u Paaren schiiesst, 
deren jedes einer andern der 2u Zeilen von (G) entstammt. Da die 
Folge nicht in sich selbst symmetrisch ist, bekommen wir sogleich 
eine zweite, wenn einfach alle gestrichenen Buchstaben durch die un- 
gestrichenen ersetzt werden und umgekebrt. 

Im Fall I. b) dagegen folgt auf b,¢,, ¢. dy, dann b,.¢, Gc—1@a—1 U8. W. 
symmetrisch wie vorher, bis die Reihe sich nach ¢, a, schliesst. In 
diesem Fall hat man also eine sich selbst symmetrische Folge von 
4u Paaren, 2 aus jeder der 2u Zeilen; und wenn man irgend 2y auf- 
einander folgende Paare der Folge nimmt, so hat man damit Vertreter 
aller 2u Zeilen. 


Ist ll. w gerade, so kommt man, wie vorher mit b,c, anfangend, 
zuerst zu 


b,'e,' 
worauf im Fall a) 


Cu—14e—1 

u. 8. W. 
also die symmetrische Wiederholung des Anfangs folgt, bis die Reihe 
sich schliesst wie im Fall I. b). 

Im Fall b) dagegen folgt auf 
by’ ¢,' 

Cy Ou 
und dann schliesst die Reihe schon mit b, nach 2u Schritten, und es 
giebt wieder eine zweite ihr symmetrische. 

Fassen wir aus dieser Betrachtung zusammen, was fiir das Folgende 
wichtig ist, so lautet es: 

»deder in sich selbst symmetrischen Folge oder jedem Paar sym- 
metrischer Folgen von 2u Zahlenpaaren aus den beiden ersten Colonnen 
von (G) treten an die Seite eine in sich selbst symmetrische Folge oder 
ein Paar symmetrischer Folgen von Zahlenpaaren aus denselben Zeilen 
der zweiten und dritten und aus der dritten und ersten Colonne, sodass 
alle 64 Zahlenpaare dieser 24 Zeilen erschipft werden.“ 

19. Da wir nun die Fille aufsuchen, in denen wir aus der ganzen 
Gruppirung (G) nur eine einzige solche geschlossene Folge erhalten, 
aber nur noch innerhalb der Zeilen von (G) umstellen wollten, so ist 
nach dem Vorstehenden klar, dass jene 2u Zeilen die ganze Gruppirung (G) 
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erschépfen miissen, d. h. dass w =A sein muss. Denn sonst kénnte 
man ja auf keine Weise durch Umstellung innerhalb der Zeilen die 
aus den 2u Zeilen herriihrenden geschlossenen Folgen mit den noch 
ausserdem vorhandenen in Verbindung bringen. Dies wird nach dem 
Folgenden noch klarer hervortreten, wo wir untersuchen, unter welchen 
Bedingungen und auf welche Art die verschiedenen Folgen, die wir 
aus den 2u Zeilen zuniichst erhalten, durch blosse Umstellung inner- 
halb der Zeilen zu einer einzigen zusammenzuschliessen sind. 

Fall I, a). — Wir haben drei Folgen, deren jede aus jeder Zeile 
ein Paar enthiilt. Nehmen wir aber in einer Zeile von (G) eine wesent- 
liche Umstellung vor, d. h. nicht eine nur cyklische Aenderung, so 
schliessen sich die 3 Folgen zu einer einzigen zusammen. In der That, 
ist abe etwa die Zeile in der alten Ordnung, so hat man in der einen 
der drei geschlossenen Reihen die Aufeinanderfolge 


+ |a,bla-+0,+| >> 
++ |b,c|b+e,-|-- 


-+|e,a\e+a,-|+>. 

Wird nun abc in ae b umgestellt, so wird aus |ab| |ac}; 
denn a@ bleibt ja als durch das vorhergehende Paar bedingt an seiner 
Stelle stehen; aus |b c| wird |ba|, aus |ca| wird |cb|. Beginnt 
man nun die erste Folge mit |a + b,-|+-+-+, so kommt man endlich 
zu |aec|; daran schliesst sich jetzt |c-+a,-|--- bis |¢b|, daran 
|b-+c¢,-|--+ bis |ba| und hieran wieder der Anfang |a-+b,-|---, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

Es werden also hierbei gleichsam drei gleich grosse Kreise, auf 
deren Peripherie wir uns die drei Folgen aufgetragen denken kénnen, 
aufgeschnitten, aber gleichzeitig: die 6 Enden anders als vorher mit 
einander verbunden und zwar in diesem Falle so, dass ein einziger 
neuer Kreis entsteht. Es sei gestattet, der Kiirze wegen im Folgen- 
den diese bildliche Ausdrucksweise zu gebrauchen, die jeden Augen- 
blick wieder durch die rein arithmetische ersetzt werden kann. 

Fall I, b). — Zwei einander symmetrische Folgen aus der ersten 
und zweiten Colonne und eine in sich selbst symmetrische aus den 
iibrigen Zahlenpaaren derselben Zeilen. 

Wir kénnen hier keinen Schnitt legen, der alle drei Kreise, von 
denen 2 einander gleich sind, wihrend die Peripherie des dritten 
doppelt so lang ist als die der beiden andern zusammen, gleichzeitig 
trifft. Legt man aber erst einen Schnitt, der den einen der beiden 
kleinen Kreise einmal, den grossen also zweimal schneidet, so schliessen 
sich die Stiicke zu 2 Kreisen zusammen, deren einer aus der Hiilfte 
des friiheren grossen, deren anderer aus der anderen Hilfte und dem 


in der zweiten 


in der dritten 
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kleinen Kreis besteht. — Die drei jetzt vorhandenen Kreise kénnen 
also durch einen zweiten Schnitt gleichzeitig getroffen und daher (ebenso 
wie vorher) zusammengeschlossen werden. 

Fall II, a). — Zwei Kreise, deren einer alle 2u Zeilen einmal, 
deren zweiter alle zweimal beriihrt. 

Jeder beliebige Schnitt wird beide Kreise treffen, namlich den 
kleinen einmal, den grossen zweimal; aber die Stiicke schliessen sich 
wieder zu 2 Kreisen zusammen, und eine Wiederholung kann natiirlich 
nur immer wieder zu demselben Resultat fihren. 

In diesem Fall ist also die Herstellung einer einzigen geschlossenen 
Folge aus der Gruppirung (G) unméglich. 

Fall II, b). — Zwei gleich grosse Kreise, welche zusammen alle 
Zeilen einmal und 2 andere doppelt so grosse Kreise, deren jeder alle 
Zeilen einmal beriihrt. 

Darch jeden beliebigen Schnitt wird einer der beiden kleinen Kreise 
mit den beiden grossen zusammengeschlossen, sodass nun wieder die- 
selbe Situation wie im vorigen Fall herrscht; auch hier ist also die 
Herstellung einer einzigen Folge unméglich. 

Fall I, in dessen beiden Unterfillen die Ausfiihrung méglich war, 
ist aber gerade der unsrige, da bei uns 4 = 2x- 1, also ungerade 
ist. Das Resultat dieser Betrachtung ist also dieses: 

» Wenn bei einer Zahl n = 12% +7 die Gruppirung (G) bewirlt, 
dass die Zahlenpaare der beiden ersten Colonnen sich zu einer einzigen 
Folge zusammenschliessen oder zu zwei einander symmetrischen Tolgen, — 
und nur in diesen beiden Fiillen, — wird durch eine blosse Umstellung 
in einer, bezw. in zwei Zeilen die Gruppirung erreicht, welche eine 
cyklische Anordnung (E) liefert.“ 

20. Es bleibt daher nur noch die Frage zu beantworten: Wie 
muss die Zahl » — 12x + 7 beschaffen sein, damit die beiden ersten 
Colonnen von (G) eine einzige oder zwei einander symmetrische Folgen 
von Zahlenpaaren ergeben? 

Zu dem Ende beobachten wir, wie bei der angegebenen Art des 
Fortschreitens von Paar zu Paar in der Gruppirung 


1 2 12x%+4 
3 a 12% 
4un+1 4x%+2 4x+4 


) 4x43 8x+5 12x%+6 
4x+5 8x+7 12x%+2 


(H) 





8x43 12045 4246 
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(die nur eine Wiederholung der Gruppirung (G) fiir 4 = 2% + 1 ist) 
die Zahlen der zweiten Colonne auf einander folgen, wenn man z, B. 
mit dem Paar 1, 2 anfiingt. Es folgen dann 3, 4; 7, 8; 15, 16; u. s. w., 
also in der zweiten Colonne die Zahlen 2, 4, 8, 16, u. s. w. In der 
That folgen die Zahlen der zweiten Colonne auch weiterhin als die 
Potenzen von 2 aufeinander, wenn man diese mod. (4x + 3) nimmt 
und jedesmal, wenn der kleinste Rest von 2* mod. (4x + 3) ungerade 
wird, 8x + 4 addirt. 

Zuniichst sieht man, dass die zweite Colonne wirklich gerade die 
Zahlen 1, 2,..., 4% -+ 2, die ungeraden nur um 8x + 4 vermehrt, 
enthilt. Ist nun a, eine Zahl der zweiten Colonne, in der angegebenen 
Weise einer bestimmten Potenz von 2 z. B. 2" zugeordnet, d. h. so, 
dass, wenn a der oberen Hiilfte angehort, 

a = 2" mod, (4x + 3), 
im andern Fall aber 
a — (8x + 4) = 2 mod. (4x + 3) 
ist, so zeigt die folgende Ueberlegung, dass man dann von a bei 
unserer Art fortzuschreiten zu einer Zahl der zweiten Colonne gelangt, 
welche in derselben Weise 2+! zugeordnet ist. Dabei sind 4 Fille 
zu unterscheiden : 

1) @ sei eine Zahl der oberen Hilfte; a= 2"; links von a 
steht a — 1. 

«) 2a —1 steht auch noch in der oberen Hilfte; dann ist der 
rechte Nachbar von 2a — 1, d. h. die in der zweiten Colonne auf a 
folgende Zahl, = 2a, also eine Zahl, die = 2#+'. 

8B) 2a — 1 steht schon in der unteren Hilfte; dann ist ihr rechter 
Nachbar 2a + 4% -+ 1. Subtrahirt man aber davon 8% -+ 4, so ist 
die resultirende Zahl 2a — (4% + 3) wieder = 2e+', 

2) a sei eine Zah! der unteren Hilfte; a — (8% + 4) = 2; links 
von a steht a — (4x%-+ 2). Auf das Paar 

a—(4x+2),a 
folgt aber als Zahl der ersten Colonne 
2a — (4x + 2) — (12% + 7) = 2a — (16x + 9); 
denn da die Summe zweier Zahlen einer Zeile der beiden ersten Colonnen 
in der untern Hilfte stets > 12% +7, musste 12x +7 substrahirt 
werden. 

a) 2a — (16% + 9) steht in der oberen Halfte; dann ist der rechte 

Nachbar, also die in der zweiten Colonne auf a folgende Zahl 
2a — (16% + 9) 4+ 1244, 

B) 2a — (16%-+-9) stehe in der untern Hiilfte; dann ist ihr rechter 

Nachbar 
2u — (16% + 9) 4+1+4+4% 4+1— 2a — (12x%+ 7), 
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Subtrahirt man davon 8x + 4, so ist die resultirende Zahl 
2a — (20% + 11) = 2". 

Nun sind die zuerst auftretenden Zahlen der zweiten Colonne 
2,4,8,... wirklich in der angegebenen Weise den Potenzen von 2 
zugeordnet; folglich ist mit der vorstehenden Betrachtung der vier 
mdglichen Fille unsere Behauptung erwiesen. 

Dann aber kénnen wir die zu Anfang dieses Artikels aufgeworfene 
Frage sogleich beantworten. Die Folge, die mit |1, 2| beginnt, schliesst 
sich, wenn man zu dem Paar | 

4k+3, 8x+5 

gelangt ist, also zu der Zahl 8% -+ 5 der zweiten Colonne, die um 
8x + 4 vermindert —1 wird. Die beiden ersten Colonnen von (H) 
liefern also eine einzige Folge, wenn erst die (4x + 2)'e Potenz von 2 
= 1 mod. (4x + 3) wird, d. h. wenn 2 primitive Wurzel von 4x + 3 
ist, und sie liefern zwei einander symmetrische Folgen, wenn 2?*+! 
als niedrigste Potenz von 2 =1 mod. (4% + 3) wird. Dass diese 
beiden Folgen niimlich zu einander und nicht in sich selbst symmetrisch 
sind, geht einfach daraus hervor, dass die Zahl ihrer Glieder 2x +- 1, 
ungerade, ist. ; 

Das Resultat des gegenwiirtigen Paragraphen ist also dieses: 

» Wenn in n=12%+7 «x der einen oder der andern von den 
beiden obigen Bedingungen geniigt, und nur in diesen Fiillen fiihrt die 
Gruppirung (H) zu einer cyklischen Anordnung (E).‘ 


Schluss. 


21. Fassen wir die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung kurz 
zusammen, so sind es die folgenden: 

Fiir jeden Werth von n gilt Formel (A). 

Gleichung (B) gilt sicher bis einschliesslich n = 12, bezw. Glei- 
chung (C) bis einschliesslich p = 6. 

Die Lisung des Problems der Nachbargebicte (abgesehen von den 
Fallen n = 5, 6) durch eine cyklische Anordnung (E) und die Lisung 
des damit identischen Problems, ist hichstens méglich, wenn n dic Form 
12% + 7 hat. 

Die Lésung ist wirklich herstellbar, wenn dabei x so beschaffen 
ist, dass entweder 

a) 2 primitive Wurzel von (4x + 3) ist 
oder 

b) 2?*+! als niedrigste Potenz von 2 == 1 mod. (4% + 3) wird. 
Fiir alle diese Werthe von n gelten somit die Gleichungen (B) und (C). 

Zur Herstellung der cyklischen Anordnung dient die Gruppirung 
(H), bet der im Falle a) nur eine Zeile geiindert wird, etwa die erste 
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unter der Mittellinie, im Falle b) noch eine zweite, etwa die letste Zeile. 
Fasst man die Zahlen von (H) dann als Repriisentanten der Zeilen 
von (F) auf, und verbindet deren Elemente entsprechend, so entsteht eine 
Anordnung (E). 

Die genannten Fiille erschipfen alle, in denen (H) eu einer An- 
ordnung (KE) fihrt. 

Als Beispiel mége dienen fiir a) 

n=3l1. 


2 28 
4 24 
6 20 
8 16 
10 12 


11 |21) 30) 
13 23 26 
15 25 22 
17 27 18 
19 29 14 
x = 2; 4x +3 —11; 2 primitive Wurzel mod. 11. 

Nach Umstellung der Zeile 11 21 30, was durch deh Bogen an- 
gedeutet wird, fiihrt die Gruppirung zu einer einzigen geschlossenen 
Folge von Paaren: 

Ji, 2| 3,4 | 7,8 | 15, 25 | 9, 10 | 19, 29 | 17, 27 | 13, 23 | 5, 6 | 11,30) 
10,12 | 22,15 | 6,20 | 26,13 | 8,16 | 24,3 | 27,18 | 14,19 | 2,28 | 30,21) 
20,5 | 25,22 | 16,7 | 23,26 | 18,17 | 4,24 | 28,1 | 29,14 | 12,9 | 21,11]. 
Hieraus ergiebt sich Zeile (31) der cyklischen Anordnung (E), indem 
man aus jedem Paar immer die erste Zahl nimmt: 

(31) 13 7 15 9 19 17 13 5 11 10 22 6 26 8 24 27 14 2 30 20 25 

16 23 18 4 28 29 12 21. 

Gleichzeitig hat man hierin eine Lésung des iiquivalenten Problems, 
dem man auch die in Art. 15 genannte Form geben kann. 

Als Beispiel fiir Fall b) diene: 


n= 19. 


Die Gruppirung (H) ist: 


onogw — 





Die Gruppirung (H) ist 
1 2 16 
3 4 12 
5 6 8 
[13 18) 
15 14 
11 |17| 10) 


oa 
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“a=—=1; 4x%-+3=—7; bereits 2°5=1 mod. 7; nach den angedeuteten 
zwei Umstellungen fiihrt die Gruppirung zu einer einzigen geschlossenen 
Folge von Paaren: 


}1,2 | 3,4 | 7,18 | 6,8 | 14,9 | 4,12 | 16,1 | 17,11 | 9,15 | 5,6 | 11,10] 
2,16 | 18,13 | 12,3 | 15,14 | 10,17 | 8,5 | 13,7]. 
Also Zeile 19) von (E) wird: 
19) 1376 144 16 179 5 11 2 18 12 15 10 8 13 


und die Anordnung der Zahlen + 1, + 2,---, +9 mit der ange- 
gebenen Eigenschaft: 


£626—84 —3 —6 05, —6 & —1,—4 —4 —a.8 —¢. 


Wenn man fiir die niedrigsten Werthe von x untersucht, welche 
der Zahlen 12% -+4-7 die Bedingung a), welche die Bedingung b) 
erfiillen, so ergiebt sich: das Erstere gilt von x —0, n= 7; x = 2, 
m=31; x«—4, n= 55; dann erst von x= 14, n=175 u. s. w., 
das Letztere von x = 1, n= 19; x—=5, n = 67; x = 11, n= 139; 
u. s. w. — Allgemein lisst sich zeigen, dass wenn x ein Multiplum 
von 3 ist, die Gruppirung (H) nicht zu einer Lésung fiihrt. 

Wir haben also zwar alle Fille erschépft, in denen die Gruppirung 
(H) zu einer Liésung des Problems durch eine cyklische Anordnung 
fiihrt, aber es bleibt noch die Frage offen, ob nicht eine andere 
Gruppirung als (H) noch in den Fiillen n = 12% +7 zum Ziel fiihrt, 
wo (H) versagt. Hierzu ist iibrigens zu bemerken, dass man aus (H) 
sogleich » — 2 andere Gruppirungen, die alle genau dasselbe wie (H), 
nicht mehr und nicht weniger, leisten, ableiten kann, indem man alle 
Zahlen in (H) einmal mit 2, einmal mit 3 u. s. w., einmal mit » — 1 
multiplicirt und mod. ” nimmt. 


Giessen, November 1890. 























Ueber lineare Differentialgleichungen, welche mittelst be- 
stimmter Integrale integrirt werden. 
Von 
P,. A. Nexrassorr in Moskau. 


Allen Mathematikern sind bestimmte Typen von linearen Differential- 
gleichungen bekannt, welche mittelst bestimmter Integrale integrirt 
werden kénnen. Derart ist z. B. die ap ay von Laplace 


(1) (an bn x) — v4. +++ (a, +0,2) 4 rs + (% + x) y= 0, 


ferner die sietiaaidaiinis Gleichung von Gauss und die allgemeinere 
rae von der Form: 














@) Qa) S¢— 4 g@Sgy, MEY e@ey-.- 
—1 n—3 
R(2) 5 oy ME Ri (a) PTY OAD AE) Rr (qy TOY 


wo pi und R(«#) in Bezug auf x ganze Polynome sind und dabei 
der Grad eines der Polynome Q(x) und x R(x) gleich n, des anderen 
aber nicht grésser als » ist*). 

Goursat hat in einer Abhandlung im zweiten Bande der Acta 
Mathematica die Anzahl der linearen Differentialgleichungen erweitert, 
welche durch bestimmte Integrale integrirt werden**). Er fand neue 
Typen von Gleichungen, welche zu dieser Gruppe gehéren. In der 
That hat er auf Seite 41—48 seiner Abhandlung eine Methode zur 





*) Die Gleichung (1) ist von Laplace in seiner Théorie analytique des pro- 
babilités betrachtet worden; die Gleichung (2) von Pochhammer im 71. Bande 
von Crelles Journal. Eine neue bemerkenswerthe Bearbeitung der Theorie der 
Gleichungen (1) und (2) hat Jordan in seinem Cours d’analyse de l’école poly- 
technique (t, III, p. 241—274, 1887. Paris) gegeben. 


**) E,Goursat, Sur une classe des fonctions représentées par des intégrales 
définies (Acta Mathematica, 2:1, p.1—70, 1883, Stockholm). 


Mathematische Annalen, XXXVIII, 34 
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Bildung einer linearen Differentialgleichung gegeben, welche sich 
durch Integrale von der Form 


w 


(3) y= f sau 


integriren liasst, wo 

2 = (u — a, ... (w — a)" (uw — wy)... (« — tp)? 
und 4@,,...,@, constante Gréssen, w,,...,%p, Functionen der Variablen 
x sind. Die Integrationsgrenzen v und w des Integrales (3) werden 
unter den Gréssen a,,..., Gn, U,,+++) Up gewiahlt. 

In der vorliegenden Abhandlung, welche ihrem Inhalte nach mit 
der erwihnten Arbeit von Goursat in nahem Zusammenhange steht, 
erweitere ich die Zahl der linearen Differentialgleichungen, welche 
mittelst bestimmter Integrale integrirt werden, noch mehr*). Ich 
gebe in der That darin eine Methode an zur Bildung einer allgemeineren 


linearen Differentialgleichung, welche integrirt werden kann mit Hilfe 
eines Integrals von der Form: 


(4) y= J ze? O(a, u) du, 


wo z die oben angegebene Bedeutung hat, O(7, uw) eine beliebige in 
Bezug auf u ganze Function, p(x, w) eine beliebige in Bezug auf u 
rationale Function ist, und die Integrationswege der Integrale von der 
Form (4) auf bekannte Weise durch die Gréssen a,,..., dn, Uy, +. +, Up 
und die Coefficienten der Function g(x, u) bedingt werden**). Die 
auf solche Weise gebildete lineare Differentialgleichung umfasst die 
oben angegebene Gleichung Goursat’s so wie die Gleichungen (1) und 
(2) als Specialfiille. Die Gleichung Goursat’s dagegen umfasst durch- 
aus nicht die Gleichung (1) und nicht immer die Gleichung (2). Die 
hiermit angefiihrte Eigenschaft ist indess nicht die einzige, durch 
welche sich die vorliegende Abhandlung von derjenigen Goursat’s 
unterscheidet. 

Unter anderem unterscheidet sich die vorliegende Abhandlung 
von derjenigen Goursat’s durch die Wahl der sogenannten Grund- 


*) Die in der vorliegenden Arbeit enthaltenen Resultate wurden am 
11, Januar 1890 auf der VIII. russischen Naturforscherversammlung in St. Petersburg 
mitgetheilt (s. Abhandlungen der VIII. russischen Naturforscher- und Aerzte- 
versammlung, Abtheilung I, Seite 12—15, St. Petersburg 1890) und sind aus- 
fiihrlicher in der Mathematischen Sammlung der Moskauer Mathematischen Ge- 
sellschaft (Bd. XV, Heft 2) auseinandergesetzt. 


**) Die hiermit eingefiihrten Bezeichnungen, welche den bei Goursat 
benutzten entsprechen, gebrauche ich nur in der Kiuleitung zur Vergleichung 
seiner Resultate mit den meinigen. Sonst aber benutze ich andere Bezeichnungen, 
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Integrationswege, welche auch im Falle »(x, wv) =0 und O(z, u)—1, 
d. h. wenn die zu integrirenden Functionen in den Integralen (3) und 
(4) einander gleich sind, mit den bei Goursat gebrauchten Wegen 
nicht tibereinstimmen*). Die in der vorliegenden Abhandlung benutzte 
Wahl der Grund-Integrationswege macht es mir méglich viele Ein- 
schrinkungen zu vermeiden, tiberhaupt die aufgestellten Fragen zu 
erweitern, ihre Lésung auf festere Grundlagen zu stellen und diesen 
Lésungen solche mannigfaltige Formen zu geben, wie sie sich bei 
Goursat nicht finden. Die Wichtigkeit dieser Wahl der Grund- 
Integrationswege besteht nicht nur darin, dass Integrale der von uns 
betrachteten Art, bezogen auf diese Integrationswege, immer mdglich 
sind, sondern auch darin, dass diese Integrationswege immer den 
weiter unten anzugebenden Bedingungen (7) und (8) geniigen, welche 
in der vorliegenden Theorie eine wichtige Rolle spielen. Auf diesen 
Bedingungen beruht aber die von mir angegebene Methode zur Bildung 
von linearen Differentialgleichungen (§ III), welche mittelst bestimmter 
Integrale von der Form (4) integrirt werden, Eben diese Bedingungen 
bilden die Grundlage zur Lésung der Frage der Vereinfachung und 
Umformung der Integrale von der Form (4) (§ II). 

Ferner unterscheidet sich die vorliegende Abhandlung von der- 
jenigen Goursat’s durch die neue Darlegung der analytischen 
Kigenschaften der Functionen der Variablen x, welche sich durch 
bestimmte Integrale ausdriicken lassen, welche die Variable x unter 
dem Integralzeichen als Parameter enthalten. Wihrend Goursat bei 
der Untersuchung solcher Functionen die Querschnitte (,,coupures“) 


*) Schon Riemann, von dem die moderne Theorie der linearen Differential- 
gleichungen ausgeht, bedient sich, wenn er hypergeometrische Functionen durch 
Integrale ausdriicken will, geschlossener und gedffneter Integrationswege (s. Werke, 
pag. 77, 404), Es muss jedoch bemerkt werden, dass die Integrationswege Rie - 
mann’s den wichtigen weiter unten (in § I) unter (7) und (8) angegebenen Be- 
dingungen nicht entsprechen. Letztere Bemerkung gilt tibrigens, wie mir Hr. 
Klein mittheilt, nicht fiir die Integrationswege, welche Riemann in der Theorie 
der Abel’schen Integrale zur Definition der Perioden benutzt. 

Ich muss ferner erwihnen, dass Jordan im III, Bande seines Cours d’analyse 
bei der Integration der speciellen Gleichungen (1) und (II) mittelst bestimmter 
Integrale mit Vortheil dieselben Wege benutzt, welche in vorliegender Abhand- 
lung als ,,Grundwege“ bezeichnet werden (§ 1, (11)). 

Die Kigenschaften derjenigen Integrale, welche auf die in der Folge durch 


die Symbole von der Form: [(2’s” z2”)] bezeichneten Wege bezogen sind, sind 
ausfiihrlich von Pochhammer untersucht worden in seinen Abhandlungen: 
1) Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf (diese Annalen, Band 35, 1889), 
2) Ueber eine Classe von Integralen mit geschlossener Integrationscurve (diese 
Annalen, Band 37, 1890), andererseits von mir im Zusammenhang mit den Sym- 
bolen der allgemeinen Differentiation (Mathem. Sammlung, Moskau, Band 14, 
Heft 1, 1888). 


34* 
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von Hermite beniitzt, vermeide ich iiberall deren Anwendung, indem 
ich die Integrationswege als biegsame, dehnbare und zusammendriick- 
bare, leichtbewegliche Fiden betrachte (§ V), welche sich zugleich mit 
der Aenderung von x deformiren, indem dieselben fortgesetzt gespannt 
erhalten werden mittelst fester cylindrischer Stifte, deren Axen senk- 
recht zu der Ebene der Integrationsvariablen durch besondere Punkte 
der zu integrirenden Function gehen*). Die auf diesen Vorstellungen 
ruhende Methode zur Untersuchung von Functionen, welche durch 
bestimmte Integrale ausgedriickt werden, hat ihre besonderen Vorziige, 
und ist unter anderem einigen Einschrankungen nicht unterworfen, 
* welche der Goursat’schen Methode eigen sind. Ausfihrlicher wird 
dies in § V, Anmerkung 2 der vorliegenden Abhandlung zur Sprache 
gebracht, 

Nachdem ich so meine Resultate denjenigen von Goursat gegen- 
iibergestellt habe, sehe ich mich verpflichtet der Abhandlung Goursat’s 
volle Anerkennung zukommen zu lassen. 

In § IV sind als erklirende Beispiele fiir die neue Theorie zwei 
zu den neuen Typen gehdrende lineare Differentialgleichungen in ihrer 
endgiltigen Form gegeben. Dieselben werden sich wohl bis jetzt noch 
nirgends in der mathematischen Literatur vorfinden. 

Indem ich vorliegende Untersuchungen tiber die Theorie der linearen 
Differentialgleichungen veréffentliche, méchte ich betonen, dass der- 
artigen Untersuchungen neben der gewohnlichen Theorie der Integration 
der linearen Differentialgleichungen mittelst unendlicher Reihen von 
zweifellosem Nutzen scheinen. Die tiberaus complicirte Berechnung 
dieser Reihen (besonders im Falle sogenannter irregulirer Integrale) 
macht es allgemein wiinschenswerth, die Lésung der linearen Diffe- 
rentialgleichungen durch andere Methoden zu versuchen. Und unter 
diesen Methoden scheint diejenige der bestimmten Integrale, die von 
derjenigen der unendlichen Reihen so sehr verschieden ist, um so 
mehr besondere Aufmerksamkeit zu verdienen, als die Lésungen, 
welche sie im Falle ihrer Anwendbarkeit giebt, besonders elegant 
sind. 


*) Wie mir Hr. Klein mittheilt, gehen die Anfiinge auch dieser Anschauungs- 
weise wieder auf Riemann zuriick, der von ihr beispielsweise beim Studium 
der oben erwiihnten bestimmten Integrale Gebrauch machte, durch welche er 
die Perioden der Abel’schen Integrale definirte. Es ist dies aber kaum in weiteren 
Kreisen beachtet worden. Doch enthalten die von mir vermige der im Texte 
angegebenen Methode untersuchten bestimmten Integrale den Parameter ¢ in 
einer complicirteren Art, als die von Riemann betrachteten Abel’schen Integrale, 
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| § I. 
Jordan’sche Grund-Integrationswege. 
Ks sei: 
(2 — a)" (¢— ay so: @— e,)*— 
Bi Be 
>< (e—§)*" i arr 
ee ee. oe 
(8) fee <a te Pe 
ee ees 
>< (9 — Bt Tae 
so dass 
(5) Igf=(4,—1)lg(@—4,) + (42—1) lg (e—#,) +++ + (a1) Ig (2 
a = _% oe ee. Oe 
+@—) 6-H +4 +e +o 
— r(g— an vee >: 
+ O-BNb~0+ slg +--+ 
W, ¥, 
+ (e¢—1) Ig(¢@—$) +35 inthe de 
+ a Oe ae a er “ae 


Dabei setzen wir voraus, dass keine der Gréssen A,,..., Ax, a@, 0, ¢,... 
? 1? ? ’ ? + ik 


oder auch die Grésse 4,-+----+4+a+b0+c+--- eine ganze 
Zahl oder Null ist. Ferner setzen wir: 


(6) ~~ J fo ds, 


wo 
(6°) D = Oy + Oe +: +++ Ok; 


ZL bedeutet hier den Integrationsweg und dieser soll jetzt so gewahlt 
werden, dass erstens der Bedingung geniigt wird: 


d fp 
q B.A lz = 0 
@) fa —- vos (@—#,)"* (2 — §)* (@—n)” = 5 
L 


(darin ist m eine beliebige ganze Function von ¢, und m, ..., m, 
“, v, 6,... sind beliebige ganze Zahlen oder gleich Null), und 
dass eweitens das Differentiiren der Function y uach den Variablen 
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Byy ey Bey Sy Uys + ey Uy My py sory Vgy Fy Wyy ony Wry + ey Oyy e+ sy Or 
durch das Differentiiren der zu integrirenden Function f unter dem 
Integralzeichen ersetzt werden kann, d.h. dass die Gleichungen be- 
stehen: 


dy _ (f(<df I | 
(8) yl oy Odz,--., dé do, = | aeae, | ee 
t L 





Es giebt eine Menge von Integrationswegen, welche diesen Be- 
dingungen geniigen. Setzen wir voraus, dass die Punkte 4, ..., 2, 
—, », ,.-- um endliche Strecken von einander entfernt sind, so 
kénnen wir vor allem folgende drei Gruppen von Integrationswegen 
angeben, welche den Bedingungen (7) und (8) geniigen. 

Erste Gruppe. Es seien 2 und.z” zwei Punkte der Ebene der 
Variablen 2, genommen aus der Anzahl der Punkte welche den Gréssen 
Z1)++ &, §, 9, €,-.- entsprechen. Wir beschreiben um die Punkte 
e und zg” sehr kleine Kreise 66’B"B und yy’ py” y 
(Fig. 1) und verbinden jede dieser Peripherien mit 
einem Punkte und durch die Curven fa und ya, 
welche nicht durch die Punkte 2,,..., 2, &, y, €,... 
gehen sollen, Aus den so gezogenen Curven ent- 
stehen die elementaren Contouren «8 8'8” Be und 
ayy y” ya (Fig. 1), welche die Punkte 2’ und 2” 
umschliessen, Wir wollen diese Contouren, wenn 
sie im positiven Sinne durchlaufen werden, resp. 
mit (2) und (2”) bezeichnen. Dieselben Contouren sollen mit (2’) und 
(2”) bezeichnet werden, wenn sie im negativen Sinne durchlaufen 
werden. Endlich soll (2’2"2'2”) einen zusammengesetzten Weg dar- 
stellen, der aus den nacheinander durchlaufenen Wegen (2’), (2”), 
(2’), (2”) besteht. Offenbar erhalt die Function f bei der Bewegung 
des Punktes ¢ auf dem Wege (2’2"2'2") am Anfange und am Ende 
desselben ein und dieselbe Bedeutung. Somit geniigt der Weg (2’2"2'2”) 
als Integrationsweg LZ der Bedingung (7). Ausserdem wird er zweifellos 
auch den Bedingungen (8) geniigen. 





Fig. 1. 


Zweite Gruppe. Bestimmen wir diejenigen Theile der Ebene 
der Variablen ¢, fiir deren Punkte der reelle Theil der Grésse 


i ~ a 


negativ ist. Bezeichnen wir mit @ und ? den Modul und die Amplitude 
der Grésse u,, so haben wir: 


“4 eo! isi 
e—E=oe'!, up—he”, page ee 20 tie 9) 
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Wir moégen zuniichst diejenigen Punkte der Ebene der Variablen z 
bestimmen, fiir welche der reelle Theil der Grésse (9) gleich Null 
ist, Offenbar muss fiir diese Punkte die Bedingung erfillt werden: 

cos (@ — p?) = 0, 
woraus folgt: 
1 
@ 8 — 2 @ 
(9) Cam has +(+3)* , 
Pp 
wo s eine ganze Zahl ist. Wenn wir somit durch /, eine Gerade be- 
zeichnen, welche in der Ebene der Variablen z vom Punkte & bis ins 
Unendliche sich erstreckt nach derjenigen Richtung, welche mit der 
Abscissenaxe den Winkel ¢ bildet, so werden wir 2p Linien J), J, ,..., lep—1 
haben, fiir deren Punkte der reelle Theil der Grésse (9) gleich Null 
ist. Diese 2p Linien werden im Scheitelpunkte 2p einander gleiche 
Winkel festlegen (wobei jedes Linienpaar /, und 1,4, eine einzige Gerade 
bildet, indem eine Linie die Fortsetzung der anderen ist), — Die 
genannten 2p einander gleichen Winkel, welche im Scheitelpunkte & 
durch die Seiten 1,, 1, ..., lep-1 gebildet werden, wollen wir mit 
£,, &,.. +) §2» bezeichnen, wobei wir unter & den Winkel zwischen den 
Seiten 7,_, und 1, verstehen. Es ist leicht einzusehen, dass der reelle 
Theil der Grosse (9) resp. negativ oder positiv wird, je nachdem der 
Punkt z innerhalb eines der Winkel &,, &,..., & -1 oder innerhalb 
eines der Winkel &,, &,,..., &2, fiallt. In der That, wenn der Punkt z 
innerhalb des Wiukels & liegt, so werden wir fiir diesen Punkt haben: 


hee 
g—E = pe— 0 


wo @ der Modul ¢ — € und @ eine Grosse ist, welche der Ungleich- 
heit geniigt 


9” ga. 
(9) °<¢"'es 
Zugleich haben wir: 


Uy a a sh : “aaa , 
wr 1) ? (sin pv — i cos p@’). 
Diese Gleichung in Verbindung mit der Ungleichheit (9”) zeigt aber, 
dass der reelle Theil der Grésse (9) bei ungeradem s negativ, bei 
geradem s positiv ist. — Nachdem wir nun auf diese Weise diejenigen 
Theile der Ebene der Variablen z bestimmt haben, in denen der reelle 
Theil der Grésse (9) negativ ist, bezeichnen wir in der Figur 2 die 
Geraden 1,, 1,,0,,..., lep-1 durch A, EB,EC,...,§H. Es werden 
dann also die Winkel &,, &.,...,&» dargestellt durch AEB, BEC,..., H&A. 
Wir bezeichnen ferner (Fig. 2) durch 2 irgend einen der Punkte 
1.00) Sky 9, &.-. und durch sg irgend eine der Zahlen 1, 2,..., p, und 
beschreiben um 2’ mit sehr kleinem Radius einen Kreis 00°0"0. Wir 
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verbinden ferner die Peripherie dieses Kreises mit dem Punkte & durch 
die Curve 0&, welche den Punkt € erreicht ohne durch die Punkte 
2;,+++, Se, &, 4, §,..- zu gehen, und in & innerhalb des Winkels 
2,1 einmiindet, ohne die Schenkel 
dieses Winkels zu beriihren. Die 
so gezeichneten Curven bilden eine 
elementare Contour §00’9' dé (Fig. 2) 
welche den Punkt ¢ umgiebt, und 
die wir (2)? nennen, wenn sie im 
positiven Sinne durchlaufen wird. 
Offenbar muss fiir die Punkte dieser 
Contour, welche nahe an & liegen, 
der reelle Theil der Grdsse (9) 
negativ sein. Zugleich wird sich 
die Function f.# [p ist eine beliebige rationale Function] der Null 
nihern, sobald der Punkt ¢ lingt der Curve d§ auf den Punkt & 
zuriickt. Desshalb stellt die Contour (2’)? einen Integrationsweg L 
vor, der den Bedingungen (7) und (8) geniigt. Bemerken wir noch, 
dass analoge Integrationswege auch von den Punkten 7, €,... aus 


gezogen werden kénnen. Diese Wege werden wir entsprechend be- 
zeichnen mit 


(2),(s =1,...,9), (#R(=1,...,7),-.-. 

Dritte Gruppe. Wir wollen hier die Bezeichnungen, welche 
wir bei der Betrachtung der Integrationswege der zweiten Gruppe 
festgesetzt haben, und welche sich auf Fig. 2 beziehen, beibehalten. 
Ausserdem bezeichnen wir jetzt mit ZL: die Contour g¢«'& (Fig. 2). 
Dieselbe umkreist keinen der Punkte ¢,,..., #, &,4,§, ..., verliuft 
vielmehr folgendermassen. Sie liuft vom Punkte §& innerhalb des 
Winkels &,_1 aus (ohne vom Punkte & die Schenkel dieses Winkels 
zu beriihren), tritt dann zuerst in den Winkel &,, dann in &,4; und 
erreicht innerhalb &,;, wieder den Punkt § (ohne in diesem Punkte 
die Schenkel des Winkels &,,; zu beriihren). Offenbar kann diese 
Contour L; wiederum als ein Integrationsweg LZ angesehen werden, 
der den Bedingungen (7) und (8) geniigt. Selbstverstiindlich existiren 


derartige Integrationswege auch bei den Punkten 7, €,...; wir be- 
zeichnen dieselben analog durch 


Dy(s—1,...,q), Le(sel,...,#),.... 

Ausser den angegebenen drei Gruppen von Integrationswegen, 
welche den Bedingungen (7) und (8) geniigen, existirt eine Menge von 
Integrationswegen dieser Art. Im Allgemeinen wird diesen Bedingungen 
erstens jeder Weg geniigen, der sich durch eine geschlossene Curve 
darstellen laisst, welche nicht durch die Punkte ¢,,..., , &,, §,... 





Fig. 2. 
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geht, und an dessen Anfang und Ende die Function f dieselbe Be- 
deutung hat, Zweitens geniigt den Bedingungen (7) und (8) jeder 
Weg, der nicht durch die Punkte 2,,..,, #&, &, 9,§,... geht und 
dessen Anfang und Ende mit dem einen oder anderen der Punkte 
&,,¢,... zusammenfiallt, sofern nur der Weg am Anfang und am 
Ende so innerhalb der entsprechenden Winkel 
€s,-1(S== 1,...,p), Yee-1(S==1,..., 9), fe.-1(S=ml,...,9),,-- 

verliuft, dass die Function /. ~ unter @ eine beliebige rationale Func- 
tion von -¢ verstanden am Anfang und am Ende des Weges gleich 
Null wird. Endlich drittens geniigt den Bedingungen (7) und (8) jeder 
Weg, der gleichwerthig ist mit einem aus mehreren Theilen zusammen- 
gesetzten Wege, von denen jeder einzelne die eben angegebenen Higen- 
schaften besitzt. Es existiren aber auch keine anderen Wege mehr, 
welche den Bedingungen (7) und (8) gentigen, als die hiermit angefiihrten, 
sofern wir nimlich die Variablen 2,,..., 2, §, wy, +~ +) Up, 
Vy, +++) Ug, -++, 80 wie die ganzen Zahlen m,,..., m, @,V,6,... 
und auch die ganze Function g im zweiten Theile der Gleichung (7) 
unbestimmt lassen. 


Wir wollen jetzt beweisen, dass wenn » eine ganze Zahl bedeutet, 
welche durch die Formel 


(10) m= h+ (p41) 4+ (G41) +41) 4$---—1 
gegeben ist, es unter den Integrationswegen, welche den Bedingungen 
(7) und (8) geniigen, » Grundwege giebt, welche die Eigenschaft be- 
sitzen, dass jedes Integral von der Form (6), genommen in Besug auf 
irgend einen Weg L, der den Bedingungen (7) und (8) geniigt, sich 
durch n Integrale derselben Form, genommen in Bezug auf die erwihnten 
Grundwege, als eine lineare homogene Form ausdriicken lésst mit 
Coefficienten, welche die Variablen 
By po 0 09 Bay Gy Wyy - - 0p My By Gyy «+ 02 Mey ees 

nicht enthalten. 

Beispielsweise kénnen wir beweisen, dass man zu Grundintegrations- 
wegen, welche die erforderlichen Eigenschaften besitzen, z. B. folgende 


n Wege machen kann (bei deren Bezeichnung ich die friiheren Fest- 
setzungen gebrauche): 


( (2; #8, Bp), (2, 25,25), ~~ «> (2, #2222), 
(c,€3,&), Lt, Le, ..., Lf, 
(11) 2 (4,9%%), Li, Li, voy Di, 
(2,6%,2), Li, Li, oe, De, 


a 
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Wollen wir der Kiirze wegen ein Integral von der Form (6), genom- 
men in Bezug auf den Weg L, durch [Z] bezeichnen. Falls der Weg 
L durch stetige Deformation, bei welcher die Grése des Integrales [ Z] 
nicht geindert wird, zum Zusammenfallen mit dem Wege L’ gebracht 
werden kann, sollen die Wege Z und L’ gleichbedeutend heissen. 

1) Setzen wir nun zuerst voraus, dass der Weg L den Bedingungen 
(7) und (8) geniigt, indem er eine geschlossene Curve darstellt, welcher 
entlang sich bewegend die Function f am Anfange und am Ende den- 
selben Werth annimmt. 

Es ist dann zuniichst leicht einzusehen, dass man durch Defor- 
mation dieses Weges ihn durch den gleichbedeutenden geschlossenen 
Weg L’ ersetzen kann, welcher durch den Punkt « (Fig. 1) geht, von 
dem aus wir die simmtlichen Wege 


(12) (4; 222,22), (#45 2,25), . ~~, (4,228, 2), 

oslin ite ti (2, & 4, é), (2,0 2,), (2,62, 6),... 

sowie die Wege 

(13) “galapeg (§), (y), (6), +++ 
(4), eo 0 (zx), (é), (9), (f), sae 


auslaufen lassen wollen. 

Ferner ist leicht einzusehen, dass der Weg L’ einem bestimmten 

Wege (¢ 22" .. .) gleichbedeutend ist, der sich aus den nacheinander 
durchlaufenen Wegen (2’), (2”), (2), ..., (die alle zu den Wegen (13) 
gehoéren sollen) zusammensetzt. In diesem Sinne werden wir haben: 
(14) [LZ] = [(e'2"2""...)]. 
Setzen wir ferner voraus, dass bei der Durchlaufung der Wege 
(2), (2”), (@”),... die Function f die Factoren ¢***#, e274", @a"i, |, 
annimmt. Unter diesen Bedingungen kann die Gleichung folgender- 
massen geschrieben werden: 


(15) [ZL] = [(2)] + Om (e+ Ore (a) +e, 
wobei die Integrale [(z’)], [(2”)], [(e’”)], . .. so verstanden sein sollen, 
dass die Function f am Anfange eines jeden Integrationsweges die 
gleiche Bedeutung hat. 

Sei jetzt (2) irgend einer der Integrationswege (13) und nehmen 
wir an, dass die Function f bei der Durchlaufung von (2) den Factor 
e?*4 annimmt, so haben wir folgende Gleichung: 


(16) [(¢, 22, Z)] = (1—e™) [(2,)] — (L-@***) [(Z)], 

in der wieder alle Integrale so umgeformt sind, dass die Function f 
am Anfange jedes Integrationsweges die gleiche Bedeutung hat. Wenn 
wir nun in der Gleichung (16) dem Wege (Z) der Reihe nach die 
Bedeutung der Wege (2’), (2”), (2”),... geben und mit Hilfe der so 
erhaltenen Gleichungen aus der Gleichung (15) die Integrale 
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Le), (2), 2"), - - - 


eliminiren, so bekommen wir: 


(17) (LZ) = = S55 (le) — —eeay {Ue 29, 

+ ntl (e a" a, 8")) + ane ’[(e,2"2,2")] +- 
wo 
(18) Am 4 2" + a" 4... 


Da nun aber die Function f beim Durchlaufen des Weges (2 22". . .) 
am Anfange und am Ende den gleichen Werth annehmen soll, so 
muss die Grésse 4, welche durch die Gleichung (18) bestimmt wird, 


eine ganze Zahl oder gleich Null sein, Deshalb bekommt die Glei- 
chung (17) die Form: 


(19) [L) = mae (Ue 28')) + Oe, 2°87’) 
+ pan [(e,2°3,2”)] +++}. 


Wenn wir jetzt beachten, dass, unter (Z) einen Weg derselben Art 
verstanden, wie vorhin, 


[(4, 22, Z)] = ee {(1 — eat) ((Z)] — (1 — *) [(2,)}}, 
so finden wir: 
(20) [(e,Z 2, Z)] = — e**"[(2, Z2,Z)). 


Giebt es nun unter den Wegen (z’), (2”), (2’”), ... solche, welche 
im negativen Sinne durchlaufen werden, d. h. Wege 


(4), 7 (&), (5), (7); (Q), +++) 

so werden die ihnen entsprechenden Wege (2’), (2’), (2), ...+ im 
positiven Sinne durchlaufen und die entsprechenden Integrale [(z, 2’ 2, z’)], 
[(e2,"22")],..., welche im zweiten Theile der Gleichung (19) vorkom- 
men, besitzen die Form: {(z,22%,Z)]. Diese Integrale werden wir 
dann mit Hiilfe der Formel (20) umformen. Nach diesen Umformungen 
giebt uns in der That die Gleichung (19) den gesuchten Ausdruck 
fiir das Integral [Z] durch Integrale von der Form (6), die sich auf 
solehe Wege (12) beziehen, welche zu den Grundwegen (11) gehéren. 

2) Setzen wir zweitens voraus, dass der Weg LZ den Bedingungen 
(7) und (8) genitigt, indem er aus einer Curve besteht, deren Anfang 
und Ende mit zweien der Punkte &, 4, €,... zusammenfallen, in der 
Art, dass jede Function f.  {# soll wieder eine beliebige rationale 
Function von z sein} am Anfang und am Ende dieses Weges gleich 
Null wird. 

Um die nachfolgenden Ueberlegungen leichter verstiindlich zu 
machen, nehmen wir an, der Weg JL verbinde insbesondere die 
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Punkte § und 4, wobei diejenigen Punkte dieses Weges, welche den 
Punkten § und sehr nahe sind, beziehungsweise innerhalb der Winkel 
£, und », fallen sollen. Ein bestimmter Punkt a, theile jetzt den Weg 
ZL in 2wei Theile a, und ay, so dass wir haben: 


(21) [ZL] = [Ea] + [a 7). 

Wir beschreiben ferner um die Punkte € und » uwnendlich kleine 
Kreise B, B,'8,"8, und y,7,'y;"y,, welche die Strecken Ea, und a, y 
des Weges L beziehungsweise in den Punkten 6, und y, schneiden 
(wir iiberlassen es dem Leser die zugehdérige Figur zu zeichnen). Wir 
bezeichnen endlich durch A den Weg a, 8, 6,'B,"B,a,, der aus dem 
Stiicke a, 8, der Curve €a,, der Kreisperipherie £,8,'8,"8, und dem 
Stiicke 6, a, , der Curve a, besteht, und durch B den Weg e,7,7,'7"'71%, 
der sich aus dem Stiicke a,y, der Curve a,y9, der Kreisperipherie 
V1 71 ¥; Y, und dem Stiicke y, a, der Curve a, 4 zusammensetzt, Offenbar 
ist der Weg gleichbedeutend dem Wege, den die Curven 

a, &, Li, Li, vey LE, Eu, 
bilden. Daher bekommen wir: 
(22) [A] = (= — 1) [Ee] + [Le] + [Ze] +--+ + (24). 
Ebenso finden wir: 
(22') [BB] = (1 — e™) [een] + [Zn] + [Za] + +--+ (Zi). 
Berechnen wir aus den 2 letzten Gleichungen die Integrale [&a,] und 


[@, 4], und setzen ihre so erhaltenen Werthe in Gleichung (21), so 
finden wir: 


nl (a a enti) [A] = (1 - ea) [B] 
(23) [Z] on ( 2a as 1)(1 me em) 
[ee -+ (28) [2g] +--+ 124 


+ 1— emai —— 


Ferner wollen wir mit ABAB den Weg bezeichnen, der aus den 
nacheinander durchlaufenen Wegen A, B, A, B zusammengesetzt ist, 


wobei A und B an sich dieselben Wege wie A und B bedeuten sollen, 


nur dass dieselben im entgegengesetzten Sinne durchlaufen gedacht 
sind. Wir haben dann: 


(24) [ABAB] = (1 — [A] — (1 — e+) [B). 
Zugleich bekommt die Gleichung (23) die Form: 








[ABAB] 
(26) (L] = (nat — 3) (4 — amy 


4 a +A) (as) +---+ (9) 


1— emai 1— emi 
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Da die Function beim Durchlaufen des Weges ABA B am Anfang 
und am Ende dieselbe Bedeutung erhilt, so muss nach dem frither 
bewiesenen das Integral [ABA B] sich durch Integrale von der Form 
(6), die auf die Wege (12) bezogen sind, vermége einer linearen 
homogenen Forme] ausdriicken lassen, deren Coefficienten die Variablen 
By, ++ 0, Bey Ey, Upp. +) Upy Ny Vy, ~~ «y Vg, ~~. Nicht enthalten, Durch 
Kinsetzen dieses Ausdruckes fiir das Integral [4 BAB] in die rechte 
Seite der Gleichung (25) bekommen wir die gesuchte Formel fiir die 
Darstellung des Integrals [Z] durch Integrale von der Form (6), die 
auf die Grundwege (11) bezogen sind. 

Offenbar kann man diese Betrachtungen leicht auf jeden offenen 
oder geschlossenen, stetigen Weg L erstrecken, dessen Anfang und 
Ende mit irgendwelchen der Punkte €, 7, ,... zusammenfallen. Nur 
muss dabei das Integral [Z] einen Sinn haben. Somit kénnen wir 
den auf Seite 517 aufgestellten Satz von der Zurtickfiihrbarkeit aller 
Wege auf die » Grundwege als vollstiindig bewiesen betrachten. 

Die hiermit bewiesene Eigenschaft der Grundwege kann man etwas 
erweitern. Diese Erweiterung ist beachtenswerth. Es seien 2’ und 2” 
zwei von den Grossen 2,,..., %, 00, &, 4, €,.... Denken wir uns 
ferner eine Curve 22” zwischen den Punkten 2’ und 2”, welche auf 
ihrem Wege zwischen ¢ und zg” nicht durch die Punkte z,,..., 2, 
&,7,€,..- geht, und setzen voraus, dass das Integral 


(26) [2’2"| = fi fdz, 
bezogen auf die angegebene Curve 2’2”, einen Sinn hat. Der Inte- 
grationsweg 22” wird den Bedingungen (7) und (8) nicht geniigen, 
wenn auch nur eine von den Gréssen 2° und 2” mit irgend einer der 
Grossen ¢,,..,, %, Co zusammenfallt. Nichtsdestoweniger kann man 
genau nach der soeben benutzten Methode leicht allgemein beweisen, 
dass das Integral |z'2’’], bezogen auf diesen Weg, sich durch Integrale 
von der Form (6), die auf die Grundwege bezogen sind, mittelst einer 
linearen homogenen Formel, deren Coefficienten die Grissen 21. . . &y 
Ey Uy, oy Upy Ny Vig ++ +p Vq--. Nicht enthalten, ausdriicken lisst. 

In der That, nehmen wir an, der Punkt a, theile den Weg 2’ 2” 
in zwei Theile, 2’a, und «,2”, so dass man also hat: 


(27) [2 2”] = [ea] + [a,2”]. 
Wir beschreiben jetzt um die Punkte ¢ und 2” unendlich kleine Kreise 
6,8, B,”B, und 772 72°72, welche die oben genannten Curven ¢’a, 


und @,2” beziehungsweise in den Punkten B, und y, schneiden sollen. 
(Wenn irgend welche der Gréssen ¢’ und 2” unendlich gross ist, so 
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werden wir natiirlich den entsprechenden Kreis 6, f,'B,"B, oder y, 7,'7.7. 
nicht als unendlich klein, sondern als unendlich gross annehmen, mit 
den Coordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt). Wir bezeichnen ferner 
mit C den Weg a.f,B, 6,” B,«,, der zusammengesetzt ist aus dem 
Theile «8, der Curve za, der Peripherie 6,6,’ B,''8, und dem Theile 
B, a, der Curve z’a,, ferner mit D den Weg a, 772 72" 72%), der zusam- 
mengesetzt ist aus dem Theile @,y, der Curve ¢’a,, der Peripherie 
Yoo Yo Y, und dem Theile y,a, der Curve a2”, Unter der Voraus- 
setzung, dass die Function f nach Durchlaufung der Wege C und D 
respective die Factoren ¢*** und e*#*' erhilt, erhalten wir jetzt die 
Formeln: 

- (o0 = (e#— Ife a) + Hh, 
(28) [D] = (1 — [a 2"] + Hy, 


wo 
(O (wenn 2 = 2,, Z,.. +, 2, CO), 
[Lt] + ---+ [ZA] (wenn 2’ = &), 
(29) H,= [Li] +--+ [L4] (wenn 2 = 9), 
& . 
O (wenn 2” = 2, ,...+, 2, O), 
LLL) + +++ + [28] (wenn 2” = &), 
(29) H, = } [Zi] + +--+ [L4] (wenn 2” = 7), 





Berechnen wir nun vermittelst der Gleichungen (28) die Integrale [2' «,| 
und [«,2”], und setzen ihre Werthe in die Gleichung (27), so bekom- 
men wir: 





_ gona fe. eee 
(30) es") = e's) (e]—(1—e MED) H, i, 


( f8*8 1) (1 — 4) Pe are 


Ferner nennen wir CD DC den Weg, der sich zusammensetzt aus den 
nacheinander durchlaufenen Wegen C, D, C, D (wo C, D die riick- 
wirts durchlaufenen Wege C, D bedeuten sollen). Dann haben wir 


[CDC D| =(1— &*")(C] — (1 —&**)[D}. 
Folglich bekommt die Gleichung (27’) die Form: 


, oe cDCcD H, H 
(30) [#2"] ee ry +—ant 7 
Da nun am Anfang und Ende des Weges CDC D die Function f 
denselben Werth erhilt, so wird nach dem friher Bewiesenen das 
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Integral [C DC D] vermittelst einer linearen homogenen Formel mit 
constanten Coefficienten durch Integrale von der Form (6), die auf 
die Wege (12) bezogen sind, ausgedriickt. Durch Einsetzen dieses fiir 
[C DC D| geltenden Ausdrucks so wie der in (29) und (29’) gegebenen 
Ausdriicke fiir die Gréssen H, und H, in die rechte Seite der Glei- 
chung (30’), bekommen wir aber in der That die gesuchte Dar- 
stellung des Integrals (26) durch Integrale von der Form (6), die auf 
die Grundwege (11) bezogen sind. 

Mit Benutzung der somit bewiesenen Kigenschaft der Integrale 
von der Form (26) wollen wir fortan nicht nur die den Bedingungen (7) 
und (8) geniigenden Integralwege betrachten, sondern auch die Wege 
22”, auf welche sich die Integrale von der Form (26) beziehen. Immerhin 
verdienen die den Bedingungen (7) und (8) geniigenden Integrations- 
wege ganz besondere Beachtung, nicht nur, weil auf diese Wege be- 
zogene Integrale immer méglich sind, wihrend Integrale von der Form 
(26) nicht immer méglich sind, sondern auch desshalb, weil die Be- 
dingungen (7) und (8) eine sehr wichtige Rolle spielen bei der Bildung 
der linearen Differentialgleichung, welche durch Integrale von der 
Form (6) integrirbar ist, wie auch bei der Umformung dieser Integrale. 

Wir wollen hier noch eine Formel ableiten, welche zu den Formeln 
gehdrt, welche die Werthe einiger Integrale von der Form (6) durch 
auf die Grundwege (11) bezogene Integrale darstellen. Dieselbe ist 
eine Umformung der Formel (19) und wird uns im § V von Nutzen 
sein. Bezeichnen wir durch [Z] wie friiher ein Integral von der 
Form (6) bezogen auf den Weg L, und setzen wir voraus, dass 


1) E cin Integrationsweg ist, gebildet aus den nacheinander durch- 
laufenen Wegen 


(31) (z'), (2”), (2""), So: orsy 
welche zu den Wegen (13) gehéren; 


2) dass F' ein Integrationsweg ist, zusammengesetzt aus den nach- 
einander durchlaufenen Wegen 


(31’) (3), (3°), GB), e+ 
welche ebenfalls zu den Wegen (13) gehéren; 

3) dass die Function f bei Durchlaufung der Wege (31) und (31') 
beziehungsweise die Factoren erhilt: 


erat | ent" ems | as 


alt 2700" i pone” i . 
Pr UT, Pe ow ik 


4) dass EF EF ein Weg ist, der sich aus den nacheinander durch- 
laufenen Wegen E, F, E, F zusammensetzt (wobei E und I’ die- 
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selben Wege sind, wie EF und F, nur in der entgegengesetzten Richtung 
genommen). 


Auf Grund dieser Bezeichnungen werden wir haben: 


go EDT AN me + eee + 
[FI=(G) + eG") + emer" + 


(G3) = [BFEF] =(1 — #4 (E] — (1 — e)[F), 
wo 

Aaa EM pA He, 
(33') rely a ll ii 


Dabei hat in allen Integralen, welche in den Gleichungen (32) und (33) 
stehen, die Function f am Anfange und am Ende eines jeden Inte- 
grationsweges denselben Werth. Geben wir nunmehr dem Wege (Z) 
in Gleichung (16) nach einander die Bedeutung der Wege 

(2), (2), @"), + +9 BD, BIG") ++ 5 
eliminiren dann mit Hilfe der so erhaltenen Gleichungen aus den 
Gleichungen (32) die Integrale 

(@)], (2), +--+, 1601, (6°), -- + 


und setzen die so gefundenen Werthe der Integrale [EZ] und [F’] in 
die Gleichung (33), so erhalten wir: 


(34) [RFEF| - {{(e,0%,2)] + aw ‘i ’)] 


eat (g, ”2,2")) Le }— ag {[(e,3% #3)) 
+ Ome HTN + emt AT +}, 
Wenn wir diese Formel schliesslich noch mit Hiilfe der Gleichungen 


von der Form (20) in gehériger Weise umformen, so erhalten wir 


das Integral [EF EF] durch Integrale von der Form (6) dargestellt, 
welche auf die Wege (12), bezogen sind. 


Anstatt der Wege (11) kann man offenbar zu Grundintegrations- 
wegen auch folgende » Wege wihlen: 
(4; #822), (#1452, 25), «- - (#202; 2x), 
(82,8), (a), (ae, -- + GP, 
(2,03,%), (2:)n» (er)na «= «> (rt 
(,$8,6), (#idt, (eer ++ +» DE 


é 


(35) 





























Integration mittelst bestimmter Integrale. 525 


ebenso wie folgende n Wege: - 
‘ (8122812), (2125285), » - +» (2,228 Be), 
(2,)E, Li, Li, os 9 i, 


(35) (2:)n) Ln, Ly, +++» Df, 
(e,), Li, Lt,..., Li, 
. SO ERE ae ah 

Ueberhaupt lisst sich die Wahl der Grundintegrationswege auf 
sehr mannigfache Weise treffen. Nur muss dabei die oben angegebene 
Eigenschaft der Grundwege erhalten bleiben, welche darin besteht, 
dass sich jedes Integral von der Form (6), das sich auf einen Weg L 
bezieht, der den Bedingungen (7) und (8) geniigt, durch Integrale 
von derselben Form, die auf die Grundwege bezogen sind, vermége 
einer linearen homogenen Formel ausdrticken lasst, deren Coefficienten 
von den Gréssen 2,...v,... frei sind. Die gleiche Form der Dar- 
stellung muss auch fiir Integrale (26) gelten. 

Anmerkung 1. Wenn man k=0Q macht, so fallen auf der 
rechten Seite der Gleichung (5) die Factoren der ersten Zeile weg, 
und man kann als Grundwege folgendes System von Curven wihlen: 


Li, Li, sey Lk, 
Eq, Ly, Ly, ..-) Li, 
&¢, Lt, Li,..., Lt, 


as 





(36) 


Darin sind &y, &,... Curven, welche die Punkte § und », € und §,... 
in der Art verbinden, dass sie in unendlicher Nahe der Punkte &, », 
€,-..- innerhalb der Winkel &,, ,, €,,... verlaufen. Ebenso kann 
man im betrachteten Falle zu Grundwegen folgendes System von 
Curven wiihlen: 

Li, L},..., ER, 
(&&%), Li, Li, vee Diy 
(E686), Lt, Li,..., Li, 


“9 


(36') 


Anmerkung 2. Wenn auf der rechten Seite der Gleichung (5) 
nur die Factoren der ersten Zeile von Null verschieden sind, diejenigen 
der iibrigen Zeilen aber verschwinden, so kann man zu Grundintegrations- 
wegen folgendes System von Curven wihlen: 

(36”) (01,2122), (442521 %5)) + «+» (ne, %)- 
Mathematische Annalen, XXXVIII. 35 
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Anmerkung 3. Zu bemerken ist, dass die Bedingungen (7) und 
(8) nicht von einander verschieden sind, da eine jede dieser Bedingungen 
die Folge der anderen ist. 


§ Il. 
Reducirte und modificirte Formen der Integrale von der Form (6). 
Setzen wir 
(37) fr=fle—ayy™"... @— my CEP grr... 
WO ™,,..., M%,U,v,... beliebige ganze Zahlen (mit Einschluss der 


Null), so finden wir: 


(38) Sh =f {(e—2#,)"...(e—ae)"* (@—&) (@—n).. -} Ponsseosmeods 


wo 











{Pe +5 4+) = {(@—%).. . (@— ae) (# — 8)? (2 — ge" .. .} 
Ay--m A, +m, 
se 
mite ce th eel ines ccere eee 
(39) | s——§  (—h? G@—e (e—gyPh 
re eS aa ~~ - 
s— (e—n)* (@—n)* (¢—n)! 





Offenbar ist Pim,,...,4,-..) ein in Bezug auf ¢ ganzes Polynom vom Grade n. 
Der Coefficient von z* in diesem Polynom kann nicht gleich Null 
werden, weil wir die Grosse 4, +---+4,+a-+c+--- nicht gleich 
einer ganzen Zahl oder gleich Null annehmen. 

Multipliciren wir jetzt beide Seiten der Gleichung (38) mit dz und 


integriren wir entlang der Contour L, so werden wir auf Grund der 
Bedingungen (7) haben: 


(40) Jne-a" .. (@—en)"* (e—8)" (e—n)” ...} Pom,-+,,--) d2 = 0. 


Fiihren wir ferner folgende Abkiirzungen ein: 


m=m,+-->-+mtputyv+-:--, 
Tn = (@—2#,)™" ... (@— #)"* (2 — E)“(e—7n)” . 
Pa = , | ree 


(41) 
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so wird die Gleichung (40) dadurch folgende Form erhalten: 
(42) | fi taPaas = 0. 


Derartige Gleichungen, welche eine Umformung der Bedingung (7) 
darstellen, kénnen zur Ableitung verschiedener Resultate und unter 
anderem zu verschiedenen Umformungen des Integrales (6) in Bezug 
auf die zu integrirende Function dienen. Beginnen wir mit der Be- 
trachtung derjenigen Umformung des Integrales (6), mittelst welcher 
dieses Integral in Bezug auf die Function f in reducirter Form erscheint. 

Der Grad t des Polynomes ©, welches durch die Gleichung (6’) 
bestimmt wird, ist eine beliebige ganze Zahl >0. Wenn aber dieser 
Grad > n ist, so kann er mit Hilfe von Gleichungen von der Form (42) 
erniedrigt werden. In der That, wenn t > ist, und wir in den 
Gleichungen (42) unter m,,... mz, #, v,... nur ganze positive Zahlen 
(incl. Null) verstehen und sie derart variiren lassen, dass die Zahl m 
(welche durch die erste der Gleichungen (41) bestimmt ist) nacheinander 
die Werthe 0,1,...,*—, bekommt, so erhalten wir tr —n-+ 1 
Gleichungen von der Form (42). Durch Multiplication dieser Glei- 
chungen beziehungsweise mit unbestimmten Gréssen C,, C,,..., Cr—n, 
welche g nicht enthalten, und durch Combination der entstehenden 
Formeln mit der Gleichung (6) werden wir haben: 


(43) y= froae, 
wo 
(44) ®, = 0 — OT, Py — ++» — Cen Teen Pe-n- 


Bei der Unbestimmtheit der Gréssen C,,..., Cr, ist die hier auf- 
tretende Function ®,, im allgemeinen ein Polynom vom Grade t in 
Bezug auf z. Aber in jedem einzelnen Falle kénnen wir in Folge der 
Unbestimmtheit der Gréssen C,,..., Cr» dieselben so wiihlen, dass 
im Polynome ®, alle Glieder wegfallen, deren Grad > ist. Indem 
wir den Gréssen C,, ..., Cz, diese Werthe ertheilen, bekommt die 
Gleichung (43) folgende Form: 


(45) y= freds, 


wo @ ein bekanntes Polynom bedeutet, dessen Grad in Bezug auf z 
nicht hédher ist als nm — 1. 

Die Form des Integrales (45), auf welche wir somit das Integral 
(6) gebracht haben, ist eben diejenige, welche wir soeben die in Beaug 
auf die Function f reducirte Form genannt haben. 


35* 
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Die Gleichungen von der Form (42) machen es midglich, das 
Integral (45) noch umzuformen, in Bezug auf die Indices 4,,..., Ax, 
a,b,c,..., welche in der rechten Seite der die Function f bestim- 
menden Gleichung (5) vorkommen. Diese Indices kinnen niimlich um 
beliebige ganze Zahlen vergrissert oder verkleinert werden, sofern 2u- 
gleich das in (45) vorkommende Polynom ¢ variirt wird. Um die Még- 
lichkeit einer solchen Umformung zu beweisen, geniigt es, sich zu 
iiberzeugen, dass man einen beliebigen einzelnen der genannten Indices 
um eine Einheit sowohl vergréssern als auch verkleinern darf, anders 
gesagt, es geniigt zu beweisen, dass das Integral (45) in jeder der 
nichstfolgenden Formen dargestellt werden kann: 


(46) y= fi f(e—a)4, ds, 
41) of ——f..6, ds 
( y (8 —4) 2 ? 
wo 3 irgend eine der Gréssen ¢,,..., 2, &, 4, €,... ist, und sowohl 


9, wie 0, in Bezug auf ¢ ganze Polynome bedeuten, deren Grade nicht 
grésser als » — 1 sind. 

Zum Beweise ertheilen wir zuniichst allen Zahlen m, ,...,m,,,-.. 
in der Gleichung (41) den Werth Null, wodurch die Function 7',, = 1 
wird. Die Gleichung (42) bekommt dann die Form: 


(48) iz ds—0, 


wo P, ein Polynom vom Grade m ist. Wir multipliciren jetzt die 
Gleichung (48) mit einem unbestimmten Factor B, der z nicht enthiilt, 
combiniren das Resultat mit der Gleichung (46) und erhalten so: 


(49) y= frte—v4 + BP,} de. 


Damit dieses Integral mit dem Integral (45) zusammenfalle, ist die 
Bedingung zu erfiillen: 


9= (¢—3)4, + BF,, 
woraus folgt: 


@— BP. 
(50) (oS 





Da nun die rechte Seite dieser Gleichung in Bezug auf z ein ganzes 
Polynom sein soll, so muss die Function ¢— BP, fiir 2 = 4 gleich 
Null werden. Folglich kommt: 


(51) , Se 
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Die Gleichungen (50) und (51) bestimmen vollstiindig das gesuchte 
Polynom 4,. 


Geben wir zweitens den Zahlen m,, ..., m, u, v,... in den Glei- 
chungen (41) solche Werthe, dass die Function 7,, die Form erhilt: 
(52) In = 3" 


In diesem Falle wird m= —1, und die Gleichung (42) bekommt 
die Form: 








(53) ft ~ Psd =0, 
L 


wo P_, ein bekanntes Polynom vom Grade m ist. Multipliciren wir 
die Gleichung (53) mit einem unbestimmten Factor B und combiniren 
das Resultat mit der Gleichung (47), so erhalten wir: 


(54) y ATS (6,-+-BP_)dz. 


Damit dieses Integral mit dem Integral (45) zusammenfalle, geniigt 
die Bedingung 

(# —3)9 = 6, + BPu, 

woraus folgt: 
(55) 9, == (e—3)9 — BP. 

Nun soll der Grad des gesuchten Polynoms 6, nicht héher als n — 1 
sein, es muss also das Glied vom Grade m in der Gleichung (55) ver- 
schwinden; anders gesagt: die Function 


= 6—BP_, 





2” 


muss fiir ¢ == oo gleich Null werden. Folglich hat man 
pa-| @=0 

(56) Ba| £5. 
Die Gleichungen (55) und (56) bestimmen vollstiindig das gesuchte 
Polynom @,. 

Nachdem wir bewiesen haben, dass jeder der Indices A,,..., Ax, 
a,b,c,... im Ausdruck fiir die Function f um eine Einheit ver- 
grossert oder vermindert werden kann, schliessen wir, dass man diesen 


Indices durch gehérige Aenderung des Polynoms ¢ beliebige positive 
oder negative Werthe beilegen kann. 
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§ I. 

Bildung der linearen Differentialgleichung, welche sich mittelst 
bestimmter Integrale der betrachteten Form integriren lisst. 
Unter Beibehaltung der fritheren Bezeichnungsweise, tiberzeugen 

wir uns mit Hiilfe der Gleichung (5) dass: 
(67) wt 


u 


dz™ .,.dz™ dul ...dwp dv ...dv%.. 
1 k 1 Pp 1 q 





. (gy My’). (Ags mg) 
(@— a)" ...(@—#,)"* (@— 8 (@— 0)”. 





wo 
mi! = my ee mem ey ep by bp tee; 
w= wy + 2a +++ + Per, 
vm ny $2) $+ 4%, 


(Ao, m2) _ (te — 1) (te “ 2) x (Ae — me), (4o,0) = 1. 


In der auf der linken Seite der Gleichung (57) stehenden Ableitung, 
kommen keine Differenzirungen nach den Variablen &, 7, ... vor. 
Differenziren wir die Gleichung (57) nach diesen Variablen, so finden wir: 


(58) a 7 ane Mo 7 #"t., ma mx x 
age ...dank dg duit ...durpdn’0dor,..dvr... 





~ 


, Sa 
(@—4)™...(2—m)"*(@—B" @— 0)...” 





wo Q(z) eine in Bezug auf z ganze Function vom Grade pu, +q +-:- 
ist; ausserdem sind: 

mm’ = m, + tee +m + ty + Hy +--+ wy +, +, +. fuy+:-, 
w= wy + Qu + ++ + pep + (p+1)ay, 

vm ny Boy tary + +1); 


Wir nehmen jetzt an, dass die Gréssen 


DS RS OS eae eS eee eee Ae 
von « abhiingen, die Gréssen 


Bipty ++ +, Sky Ustiy ++ +) Up, Ny Votty +--+) Ugy Witty +. +, Wey ees 


aber von x unabhiingig sind. Mit Hiilfe der Gleichungen (57) und (58) 
ist leicht zu beweisen, dass 
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(59) ff fin, 

da™ R” 
wo 
(60) R= {(e—s,)... (¢—#)(e—8)+(6—ay@—O...3, 
Qm aber ein in Bezug auf 2 ganzes Polynom ist, dessen Grad fiir 
m > 0 niedriger ist als der Grad des Polynomes R™. Bezeichnen wir 
jetzt mit m, den Grad des Polynoms R in Bezug auf z (so dass also 
G1) m= T+ (Pt) $o4+ (+I) 4-- 
ist) , so kénnen wir offenbar behaupten, dass fiir m > 0 der Grad des 


Polynomes Q,, nicht héher als mn, — 1 ist. 
Setzen wir ferner: 


‘ _— ao _ r @o £ e a ee 
(62) Oe OG tet to 


Auf Grund der eae (6), oo (8), (59), (62) und der Formel 
von Leibniz erhalten wir folgende Gleichung: 








1 Uae m( 1) Qo no 
Sr— frfonrs Opes mes? Mes 


oder 


ay | fp Sm 
(63) ry ft eae 
L 


wo Q., ein in Bezug auf ¢ ganzes Polynom vom Grade < (mn, +17) ist. 
Setzen wir 


(64) f=, 


wo m durch die Gleichung (10) bestimmt wird, so finden wir mit 
Benutzung der Gleichung (63): 











(65) Cot ASH A Yt Any 
- fi f,(Qu + Ay RQn1 + +++ + Ay R-1Q,_, + A, RO) dz, 


wo A,,...,A, vorderhand noch unbekannte Functionen der Variablen 
x bedeuten, welche ¢ nicht enthalten. Wir bemerken noch, dass der 
auf der rechten Seite der Gleichung (65) unter dem Integralzeichen 
innerhalb der Klammer stehende Ausdruck ein in Bezug auf 2 ganzes 
Polynom vom Grade nm,-+ 1 ist, und ferner, dass unter den be- 
sprochenen Bedingungen die Gleichung (42) statthaben muss. Ertheilen 
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wir jetzt-in den Gleichungen (41) den Zahlen m,,..., m, u,v,... 
Werthe, fiir welche die Function 7; die Form erhiilt 


(66) Ps 


= == Rr , 
wo 
(67) dap dane eT 
p, = (2—#)"... (@—a)* (2 —E)" (e—n)”... 
und R eine durch die Gleichung (60) bestimmte Function ist, so be- 
kommen wir? 


Mm, =S,—,...,5m—=—Ss —N, 
M41 = Sept, e+ oy ME = Sz, 
(68) uu —n(p+l), v= —neo,..., 
m= S— nn, 
Pag oe Bence, © Pyne, -.:9'-09-0,--) 


Zugleich bekommt die Gleichung (42) die Form: 
(69) fi Ps Ps—nn, d2 = 0, 


wo Py nm, ein Polynom n'" Grades der friiher definirten Art ist. — 
Setzen wir nunmehr fiir die ganzen Zahlen s,,..., s,m’, v’,... nur 
positive Werthe (incl. Null), und lassen dieselben derart variiren, dass 
die durch die erste der Gleichungen (67) bestimmte Zahl s die Werthe 
O,1,..-+, [(m,—1)n + 1] erhiilt, so erhalten wir (n,—1)n+1r+ 1 
Gleichungen von der Form (69). Multipliciren wir endlich diese Glei- 
chungen beziehungsweise mit den Griéssen 
B,, B,, tee Bit) n4e; 


welche unabhingig von ¢ sein sollen, und combiniren die erhaltenen 
Gleichungen mit der Gleichung (65), so finden wir: 


(70) oy ee ey ee 


da” aa 








m [RQ AR 1b Ae RO, + ARO 


— By Po—nn, — By 9, Pr—un, — +++ — By Pq Py—nn, a2, 
wo g = (n,—1)n-+ cist. Wir wihlen jetzt die unbestimmten Gréssen 


A,,.-.,An, By,..., By derart, dass fiir ein beliebiges ¢ die Gleich- 
heit besteht: 


(71)  Q, + A, RQ +--+ + Ani R*'Q, + A, RO 
— By Po—an, — By Q, Pi-nn, “= are 9 Pg Pann, = 0, 
wo g=(n,—1)n-+ ist, Diese Gleichung ist in Bezug auf ¢ vom 
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Grade nn, + t und fiihrt auf nn, + t + 1 Gleichungen, welche linear 
sind in Bezug auf die nn, + t + 1 Unbekannten 
dh, Bigs o:2 yay 
By, -Byy:+.+ 09! Me 
Berechnen wir diese Unbekannten und setzen wir ihre Werthe in die 
Gleichung (70), so erhalten wir: 
‘ a"y qty dy 
(72) ; aan ” dat pine. Ant ag + Any = 0. 
Dies ist die gesuchte lineare Differentialgleichung, welche durch Inte- 
grale der Form (6) integrirt werden kann. 


Bei der Ableitung der Gleichung (72), welche durch Integrale von 
der Form (6) integrirbar ist, spielten die Bedingungen (7) und (8) 
eine wesentliche Rolle. In der That benutzten wir dabei die Glei- 
chung (42), welche auf der Bedingung (7) beruht, und die Formel 
(63), welche die Bedingung (8) voraussetzt. Aber zur Aufsuchung 
der particuliren Lésungen der Gleichung (72) kann man ausser den 
Integralen (6), welche den Bedingungen (7) und (8) geniigen, noch die 
Integrale von der Form (26) benutzen (welche den Bedingungen (7) 
und (8) nicht zu geniigen brauchen), In der That folgt die Fahigkeit 
der Integrale von der Form (26), der Gleichung (72) zu geniigen, 
daraus, dass sich diese Integrale durch Integrale von der Form (6), 
die zu Grundwegen gehéren, welche den Bedingungen (7) und (8) 
gentigen, mittelst linearer homogener Formeln mit constanten Coef- 
ficienten ausdriicken lassen. 

Unter den Lésungen der Gleichung (72), welche durch Integrale 
von der Form (26) erhalten werden, die den Bedingungen (7) und (8) 
nicht gentigen, sind viele beachtenswerth. Fihren wir hier einige 
dieser Lésungen an, wobei mit dem Symbol [LZ] allgemein ein Integral 
von der Form (6) bezogen auf den Weg L bezeichnet werden soll. 

1) Wenn der reelle Theil der Grésse 4, positiv ist (6—1,...,h) 
so kann man im Integral (26) 2 =” — gz, setzen, und unter Z%, 
eine geschlossene durch z, gehende Curve verstehen. Wenn somit der 


reelle Theil von 4, positiv ist, muss die Gleichung (72) Lésungen von 
der folgenden Form haben: 


(73) Y = [(3)s0]> 
wo 3 irgend einer von den Punkten ¢,,..., #,&,,€,-.+ (mit Aus- 
nahme des Punktes 25) und (3),, eine elementare Contour ist, die vom 


Punkte z ausgeht und den Punkt 3 umkreist. Ferner giebt (immer 
vorausgesetzt, dass der reelle Theil der Grosse 4, positiv ist) die 
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Formel (26) fiir 2 = gg und 2’ = §, 9, €,... noch folgende Lésungen 
der Gleichung (72): 


(74) ¥ = [(408)], y= [ons], ¥ = [(408)],---, 


Wo (Zg&):, (20%)s, (Z0)s,.-. Curven sind, welche die Punkte z, und &, 
& und 9, g, und €,... unter sich verbinden, wobei diese Curven in 
unendlicher Nihe der Punkte §, 7, €,... beziehungsweise innerhalb 
der Winkel §,1(s—1,..., 9), M2s-1(S=1,...,¢), €es-1(s=1,...,7)... 
verlaufen miissen. 

2) Wenn der reelle Theil der beiden Gréssen 4, und 4, positiv 
ist (s und o kénnen zwei beliebige unter den Zahlen 1, ..., k sein), 
giebt die Formel (26) fiir e —¢, und 2” —g, folgende Lisung der 
Gleichung (72): 


(75) y = [404], 


WO Ze2, eine die Punkte zg, und zg, verbindende Curve bedeutet. 
3) Wenn der reelle Theil der Grésse 


(16) hee tl + (1) $e (a1) + (@—1) + 1) $s 
wo t eine Potenz der durch Gleichung (6’) bestimmten Function ® 
ist, negativ ist, so dass die Function f® fiir ¢ =o sich in Null von 
der Ordnung > 1 verwandelt, so giebt die Formel (26) fiir 2 — co 
und 2” = oo, §,7,... folgende Lésungen der Gleichung (72): 

(77) y= [(3).], y= [(c08).], y = [(com)],-.- 

Hier ist (3), eine elementare Contour, die aus der Unendlichkeit kommt 
und den zu den Punkten 2,,..., %, §, 9, €,... gehdrenden Punkt : 
umkreist. Ferner sind (co§),, (coy),,...Curven, welche aus der Un- 
endlichkeit nach den Punkten &, 7,... hinlaufen, wobei sie in unendlicher 
Nahe der Punkte &, 7, ... beziehungsweise innerhalb der Winkel 
Es,-1(S==1,.--,p), Nasr (S=1,...,q),... liegen. 

4) Wenn nicht nur der reelle Theil der gerade genannten Grosse h 
negativ ist, sondern dazu noch der reelle Theil der Grésse 4, positiv, 
so giebt die Formel (26) fiir & —, und ¢’ —oo folgende Liésungen 
der Gleichung (72): 


(78) y = [4000], 
WO 2,00 eine vom Punkte zg, ins Unendliche sich erstreckende Curve ist. 
Bemerken wir noch, dass mit Hilfe der im § II angegebenen Um- 
formungen, welche erlauben, die Indices 4,...4x, a, b,... wm beliebige 
ganze Zahlen zu vergrissern oder zu verkleinern, immer erreicht werden 
kann, dass den Existenzbedingungen eines jeden der Integrale (73), (74), 
(77) und (78) geniigt wird. 
Anmerkung 1. Die oben betrachtete (durch Gleichung 5 be- 
stimmte) Function f enthilt keinen Factor von der Form e?, wo 
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eine ganze Function der Veriinderlichen ¢ ist. Aber der Fall, dass die 
Function f einen derartigen Factor enthilt, ist auch von keiner beson- 
deren Wichtigkeit, da er mittelst der Substitution 
as +B 
yz+0 
(unter ¢ die neue Variable verstanden) leicht auf den betrachteten Fall 
zuriickgefiihrt werden kann. 

Anmerkung 2. Ks sei 


(19) f= (a)... {04,20 L(t 2)} of ola, 2} 
WO (a, #), +. +, We(%, 2), M1 (%, 2),-- ‘a Po(«, 2) in Bezug auf 2 ganze 


algebraische und in Bezug auf x eindeutige (algebraische oder transcen- 
dente) Functionen sind, und Q(z, 2) ein Bruch von der Form ist: 


O(z, 2) am Ge, 2) — » 
{qs(a, 0"... {4 (@, #)}" 
worin %,, %),..., %@ ganze positive Zahlen sind und der Ziahler Q(z, 2) 
in Bezug auf x eine eindeutige und in Bezug auf 2, ganze Function 
von niedrigerem Grade als der Nenner ist. Dabei wird vorausgesetzt, 
dass die Function 
W(x, 2) = (x, 2)... U(x, 2) M, (%, 2)... Do(%, 2) 


in Bezug auf die Variable ¢ nur fir einige specielle Werthe der 
Variablen x Doppelwurzeln haben kann, im allgemeinen aber die 
Gleichung 


= 





¥(a, 2) =0 
keine Duppelwurzeln in Bezug auf ¢ besitzt. Die betrachtete Func- 


tion f kann leicht auf die Form (5) gebracht werden. Dafiir geniigt 
es auf der rechten Seite der Gleichung (79) die Functionen 


W(X, 2), + +» We(®, 2)) Yi (@, #), ++ -, Pol, 8) 
in beziiglich ¢ lineare Factoren zu zerlegen, und den Bruch 0(x2) 
durch seine Zerlegung in Partialbriiche zu ersetzen, Somit werden fiir. 
die betrachtete Function f, nach Herstellung der Form (5), die Gréssen 
2,,+.++, @ die Wurzeln der Gleichungen #, (x, 2) = 0,..., w.(”, #) =0 
darstellen, die Gréssen €, 7, §,... aber die Wurzeln der Gleichungen 
9; (x, #2) = 0,..., Po(x, 2) = 0. Ferner stellen die Gréssen 

Way Mhgy «0 0p My Day'e » +5 Men Way os oy Wey oo 
die Zahler bei der Zerlegung des Bruches @(2, 2) in Partialbriiche dar, 
sind folglich rationale Functionen der Wurzeln §,7,€,.... Endlich 
sind die Coefficienten der auf die friiher angegebene Weise gebildeten 
linearen Differentialg'eichung, welche durch Integrale von der Form 
(6) integrirt wird, im vorliegenden Falle nichts anderes, als in Bezug 
auf 2 symmetrische Functionen der Wurzeln jeder der Gleichungen: 
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¥,(@, 2) 0, .. , Hele, 2) = 0, —,(@, 2) = 0, ..., Pola, 2) = 0. 
Unter diesen Umstiinden miissen die Coefficienten der genannten 
linearen Gleichung offenbar eindeutige Functionen von x sein [insofern 
wir ® als eindeutige Function von x angenommen hatten]. Besagte 
Coefficienten werden ausserdem algebraisch sein, wenn die Functionen 
0, (@, 2). +) Po(x, #), ® und O(z, z) von x algebraisch abhingen. 

Anmerkung 3. Es ist leicht zu sehen, 1) dass die Gleichung (72) 
in Gleichung (1) tibergeht, wenn ® = 1 und wu, eine lineare Function 
von « ist, wahrend die tibrigen Grossen ¢,,..., a, &, Uy, +++) Up, 
Vyp,+ ++) Ug>+.. Von & unabhingig sind; 2) dass die Gleichung (72) 
in Gleichung (2) tibergeht, wenn ® =1 und 2, —~@ ist, wahrend 
die tibrigen Gréssen 2,,..., %, &, Uy, .-++) Up, ) 4) - 
von % unabhingig sind. 


Anmerkung 4. Es sei 


(80) y= [ fas, 


(81) r= {re dz, 


wo f und ® Functionen sind, welche durch die Gleichungen (5) und 
(6°) bestimmt werden, und LZ ein Weg ist, welcher den Bedingungen 
(6) und (7) geniigt. Mit Hiilfe der Gleichungen von der Form (63) 
und (69) tiberzeugen wir uns, dass zwischen den eben erwahnten Inte- 
gralen y und Y ein Zusammenhang von folgender Form besteht: 


o ay Sp ees 


—1 
(82) Y= Xyt Xo 4--+ Xu St, 
wo X,,..., Xn: bekannte Functionen der Variablen x sind. Daher 
sind die mittelst der Integrale (80) integrirbare lineare Differential- 
gleichung und andererseits die allgemeinere mittelst der Integrale (81) 
integrirbare lineare Differentialgleichung von einander nicht wesentlich 
verschieden, indem man die sweite Gleichung als das Resultat der Um- 


formung der ersten Gleichung vermidge der Substitution (82) betrachten 
kann. 


§ IV. 
Beispiele. 


Beispiel 1. Um die in den vorhergehenden Paragraphen dar- 
gestellte Theorie auf die einfachsten Beispiele anzuwenden, setzen wir 
zunichst: 


(83) Sain? FF ast, 
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Man kann dann der Gleichung (71) folgende Form geben: 
A,2° + A,et+A,22+1=— 
= (a+ 1) B,2* — (hB, — aB,) 25 — [22 B, + hB, — (a —1) B,] 24 
— (3B, + 22B,+ hB, — (a —2)B,] 23 — (3B, + 22B, + hB,) 2? 
— (3B, + 22B,) 2 —3B,. 
Und daraus folgen die Gleichungen: 

A,=(a+1)B,, AB, —aB,=—0, 
A,=—22B,—hB,+(a—1)B,, 3B,+22B,+hB, —(a—2)B,—0, 
A,=— 3B,— 2xB,—hB,, 3B,+22B,=0, 1——3B,, 
mit deren Hiilfe wir finden: 

A, = —18h + (6h — 42*) (2ha + 3a) 











9(2ha + 3a) . 
(2ha + 3a) [2(2a — 1)a¢+h*] — 6(2ax-+ h?) 
(84) A,= 9(2ha + 3a) ’ 
; a(a + 1) (2ha + 8a — 6) , 
3 9(2ha + 3a) 


Somit also lasst sich die Gleichung: 
, a 
(85) 92ha2+3e) 5% — [18h + (4a*—Gh) 2ha+3a)] 1% 


+ {(2ha+3a) (22a—1) +h] —62ax+h)} 2% 
— a(a+1) (2he+3a—6) y= 0 


durch Integrale von der Form 


(86) y= f ve i 


integriren. 
Beispiel 2. Es sei 
f= (¢— 11 got es * = 1. 
wo u eine Constante ist. 
In diesem Falle kann man der Gleichung (71) folgende Form geben : 
1+ Ajo? + A,et + Aye? 
= 22B, + [(u — 2x) B) + 2x B,) 2 
+ [(4—a—w) By + (w— 22) B, + 22B,) 2 
+ ((@ + 4— 4) By + B—a — uw) B, + (u — 2x) B, + 2xBs] e 
+ [(a+4—3) B, + @—a—w) B, + (u— 22) By) et 
+ [aa — 2) B+ (1—a—w) By + (a+ A—1) Bye, 
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Und daraus folgen die Gleichungen: 
22By—1, 22B,+(w— 2x) B,—0, 
22B, + (u— 2x) B,+ (8 —a—u) B,+(a+14—4 B—0, 
(l—a—u)B,+ (a+4— 2) B,=—0, 
A, = 22B, + (u — 2x) B, + (4—a—u) B,, 
A, = (u — 22) B, + (2—a—w) B+ (a+ —3)B,, 
A, =(a+4—1)B,, 
mit deren Hiilfe wir finden: 














fA 2(a+u— 1) Ma [(2e2 — u)*?+ 2(a+u—4) a] N 
a aN2 ——s 
i its [(a + 4 — 2) (2a — u) + (a+u —2) (a+u—1)|N 
ade ee +4—3)(2 ) 
a — ©£—u 
$e 
, (a+i—2)(a+’i—1)M 
‘neal 4Nat ’ 
wo 
87’ Nt ASIEN ela Aaagltol 
OF) N=2(u—4+1)2-—(a+u-—1)u. 


Daher ist die Gleichung 
a’ & d 
(88) da + As Gar + 42 Ge + Ay = 9, 


in welcher die Coefficienten A,, A, und A, durch die Gleichungen (87) 
und (87’) bestimmt werden, integrirbar mit Hiilfe von Integralen 
der Form: 


S44 
(89) _ foam wte® * de, 
L 


Bemerken wir, dass die Gleichung (88) in demjenigen Theile der 
Ebene x, welche den Punkt « = 0 umgiebt, irreguliire Integrale besitzt, 
deren Zerlegung in unendliche nach Potenzen von x fortschreitende 
Reihen nach den gewdhniichen Methoden sehr complicirte Rech- 
nungen erfordert. 





§ V. 


Analytische Eigenschaften der Functionen, welche sich durch bestimmte 
Integrale der Form (6) ausdriicken lassen. 


Es ist bekannt, dass die analytischen Functionen am meisten 
charakterisirt werden durch ihre singuliren Punkte und ihr Verhalten 
bei sogenannten Umliufen oder Umbreisungen dieser Punkte. Was 
insbesondere die Functionen betrifft, welche linearen Differential- 
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gleichungen geniigen, so muss man bemerken, dass der Verlauf dieser 
Functionen beim Umkreisen der singuliren Punkte eine noch grdssere 
Bedeutung erlangt in Anbetracht des jetzigen Standes der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. 

Desshalb halte ich es nicht fiir tiberfltissig, eine einfache Methode 
zur Untersuchung der beziiglichen .Eigenschaften solcher Functionen 
Yi» Yo, +++ Yn der Variablen x zu geben, welche durch Integrale von 
der Form (6) bestimmt werden, die lings der Grundintegrationswege 
erstreckt sind. (Dabei wird angenommen, dass die Gréssen ¢,,.. ., 22, 
Ey Uy, +. +) Up, M, MY, .++) Vgy--- gQegebene Functionen der Variablen x 
sind; einige dieser Gréssen kénnen in speciellen Fallen auch constant 
sein.) Diese Methode, in welcher die Riemanu’sche Auffassung der Inte- 
grationswege als gespannter Fiiden (vergl. die Note zu p. 512) eine 
besondere Rolle spielt, macht es méglich die Lage der singuliren Punkte 
der Functionen y,, ¥,,..-+, Yn auf der Ebene der Variablen x zu be- 
stimmen, und die Wirkung der Umkreisungen dieser Punkte auf die 
Werthe der genannten Functionen zu untersuchen, wobei wir ohne 
Weiteres die sogenannten Umkreisungscoefficienten erhalten werden 
(d. h. die constanten Coefficienten, welche in den linearen Ausdriicken 
auftreten, mittelst deren man die Endwerthe der Functionen 4,, y», ..., Yn 
vermoége ihrer Anfangswerthe darstellt). 


Haben wir so eine unmittelbare Methode zur Untersuchung der 
singuliren Punkte der Integrale von der Form (6), und verbinden wir 
dieselbe mit der Theorie der Integration linearer Differentialgleichungen 
durch unendliche Reihen, so dringen wir dadurch einerseits besser in 
die Higenschaften der Integrale von der Form (6) ein, besonders was 
ihre Fahigkeit betrifft, sich auf verschiedene Weisen in unendliche 
Reihen zerlegen zu lassen, andererseits entdecken wir ganze Classen 
von linearen Differentialgleichungen, bei welchen die im Allgemeinen 
sehr complicirte und bei dem jetzigen Stande der Theorie der linearen 
Gleichungen grundlegende Aufgabe, die erwihnten Umkreisungscoeffi- 
cienten zu berechnen, sich sogar beim Vorhandensein sogenannter 
irregulirer Integrale vereinfacht. 

In der Folge werden wir zugleich mit der Aenderung von z die in 
der g-Ebene verlaufenden Integrationswege der betrachteten Integrale 
gewissen stetigen Deformationen unterwerfen miissen, welche dadurch 
entstehen, dass zusammen mit dem Punkte 2 die Punkte 4,,..., %, 
&, 7, €,... bewegt werden und zugleich auch die Schenkel der Winkel 
boo-i1(G—=1,...,), Neo-1(6—1,...,9,) &eo-1(6 = 1,..., 7), ... innerhalb 
welcher die reellen Theile der Gréssen 

“p "4 gg 
©) (@—e)?’ (@—nt’ @—sy’ 
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beziehungsweise negativ sind (siehe § I, Besprechung der Contouren 
der 2" und 3' Gruppe). 

Um uns den Charakter dieser Deformationen klar zu machen, 
wollen wir uns folgende Vorstellungen bilden: 

I. Die Ebene der Variablen 2 wird in den Punkten 2,,...,2x, & , §,.-- 
durchsetet durch geniigend diimne feste cylindrische Stibe, deren Axen 
senkrecht zur Ebene stehen. (Der Kiirze halber bezeichnen wir diese 
Stiibe mit denselben Buchstaben, wie die Durchschnittspunkte ihrer 
Axen mit der Ebene; also werden diese Stabe beziehungsweise heissen 
By y+ oy Shy Ss Ge rn 

Il. Fiir ein gegebenes x sind die Stiibe 2,,..., %, &, 9, €,..- 
unbeweglich; bei der Aenderung von x aber bewegen sie sich zusammen 
mit den Punkten 2,,..., 2, &, 4, §,... 80 gwar, dass ihre Axen 
bestiindig durch diese Punkte gehen. 

Ill. Bei der Aenderung von x fiihren die Stiibe 2#,,..., %& nur 
eine vorschreitende Bewegung aus, die Stidibe &, y, &, ... aber ausser- 
dem noch eine drehende Bewegung, in Folge welcher die Schenkel der 
Winkel Fa0-1(6=1,.-.) P), Mre-1(6 = 1, ... 9), S20-1(6 = 1, .-., 7), .-. 
bestiindig in denselben die Axen enthaltenden Schnittebenen der beziig- 
lichen Stiibe liegen. (Diese Schnitte der Stiibe &, 1, €,... wollen 
wir Hauptschnitte nennen). 

IV. Jeder den Bedingungen (7) und (8) geniigende Integrations- 
weg L, welcher aus einer geschlossenen Curve, die nicht durch die 
Punkte 2,,...,%,&, 1, &,... geht, besteht, und die Eigenschaft 
besitet, dass die Function f beim Durchlaufen dieses Weges am An- 
fange und am Ende denselben Werth annimmt, stellt einen zusammen- 
hiingenden, geschlossenen, dehnbaren und zusammendriickbaren, bieg- 
samen und leichtbeweglichen Faden vor, welcher eine bestimmte Anzahl. 
Male die Stibe 2,,...,%, &, 4, 6... wmbreist. Auf diese Weise 
z. B. erscheint der zur ersten Gruppe gehérende Weg (2’2"2'2") als 
ein zusammenhingender geschlossener Faden 

aBB’B"Bayy' y” yaBB” B' Bayy”y' ya 
(Fig. 1, pag. 514), welcher die Stibe 2’ und 2” umkreist. 

V. Jeder den Bedingungen (7) und (8) geniigende Weg L, welcher 
aus einer Curve besteht, deren Anfang 2’ und Ende 2” mit einigen der 
Punkte &,, §,... susammenfallen, und welcher sonst keine Punkte 
@i,-+ Se, &, 9, €,... enthiilt, erscheint ebenfalls als ein zusammen- 
hiingender, dehnbarer und susammendriickbarer, biegsamer und leicht- 
beweglicher Faden. Dabei sind die innerhalb der Stibe 2’ und z” ver- 
laufenden Endstiicke dieses Fadens in diese Stiibe unverdnderlich eingefiigt, 
so zwar, dass sie swischen den Hauptschnitten der Stiibe innerhalb der 
Winkel verlaufen, fiir deren Punkte die reellen Theile der zugehirigen 
Grissen (90) negativ sind. Auf diese Weise erscheinen z. B. die Wege 
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(e’)f und Li der 2'" und 3 Gruppe (s. § I) als die Faden £00’0”"0& 
und §ee'§ (Fig. 2, pag. 516). Die Endstiicke dieser Faden, d. h. ihre 
unverinderlich mit dem Stabe & zusammenfallenden Stiicke, sind 
in Fig. 2 durch die punktirten Linien bezeichnet (der Kreis g’g” g”” 
stellt den Schnitt des Stabes € mit der Ebene der Variablen ¢ dar). 
Man muss allgemein festhalten, dass bei Aenderungen von 2 die in 
die Punkte 2’, ’s” einmiindenden Endstiicke des betrachteten Weges L 
an den vorschreitenden und drehenden Bewegungen der Stiibe 2’ und 2” 
theilnehmen miissen. Durch diese Bewegung wird dann der ganze 
Weg L deformirt. — 

Jetzt ist es leicht sich allgemein die Deformationen der Integrations- 
wege vorzustellen, welche durch Aenderungen von 2 hervorgerufen 
werden. In der That, wenn sich 2 in bestimmter Weise findert, so 
werden, solange der Punkt 2 nicht gerade in einen der singuliiren 
Punkte hineinfillt, die Stiibe 2,,..., 2, &, 9, €,... sich auf eine 
bestimmte Weise bewegen und zugleich die oben genannten Fiiden, 
welche die Integrationswege darstellen, in Bewegung setzen und defor- 
miren, Offenbar werden diese Wege wiihrend der ganzen Zeit der 
betrachteten Deformation den Bedingungen (7) und (8) geniigen, wobei 
sich die auf diese Wege bezogenen Integrale y,,..., y, auf bestimmte 
Weise stetig iindern miissen. 

Wir bemerken noch, dass neben den hiermit bezeichneten Defor- 
mationen der Integrationswege noch solche bei constantem 2 zu- 
gelassen werden, nimlich alle diejenigen, bei denen sich die Werthe 
der zugehérigen Integrale nicht findern. Wenn fiir ein gegebenes x 
zwei Integrationswege durch stetige Deformation der letzteren Art 
zum Zusammenfallen gebracht werden kénnen, wollen wir zwei solche 
Wege wie friiher (s. § I) gleichbedeutend nennen. 

Unter den Wegdeformationen bei constantem x verdient besondere 
Beachtung die Deformation, welche einer Verschiebung des Anfangs- 
punktes a der Fiiden (¢,),..., (@), (&), (y),... entspricht, aus denen 
wir unsere Grundwege zusammengesetzt haben. Wenn man diesen 
Anfangspunkt lings einer beliebigen Curve verschiebt, welche durch 
keinen der Punkte ¢,,..., 2, &, 4,... geht, so wird das Integral 
von der Form (6), bezogen auf irgend einen Weg (#’ 2” 2'2”) (bei 
welchem die Punkte 2’ und 2” zu der Punktreihe ¢,,..., 42, &, 4,--+ 
gehéren) seinen Werth nicht tindern. Dies berechtigt uns, den 
Anfangspunkt « der ‘Wege (2'2”2'2”) selber als beweglich zu be- 
trachten. 

Somit diirfen wir beispielsweise diesen Anfangspunkt « unmittelbar 
mit der Hand verriicken, sobald es nothwendig erscheint. Wenn er aber 
bei der Aenderung von 2 sich auf dem Wege irgend eines der Stibe 
befindet, so miissen wir uns vorstellen, dass er durch die Bewegung 

Mathomatische Annalen, XXXVIII. 36 
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dieses Stabes zusammen mit den Fiiden, die von ihm auslaufen, ver- 
schoben wird. 

Um jetzt die singuliren Punkte der Functionen y,, y,,..., Ya 
zu untersuchen, welche durch bestimmte Integrale von der Form (6), 
die lings der Grundwege erstreckt werden, ausgedriickt werden, wollen 
wir der Kiirze wegen diese Wege beziehungsweise mit L,, L,,..., Ln 
bezeichnen; ferner werden wir zugleich mit der Ebene der Variablen z 
auch die Ebene der Variablen x betrachten, auf welche die singuliren 
Punkte der Functionen y,, y.,.-., Yn fallen. 

Indem wir jetzt zwecks Aufsuchung dieser singuliren Punkte den 
Punkt 2 verschiedene Punkte seiner Ebene umkreisen lassen, miissen 
wir nicht nur die dabei von den Staben hervorgebrachte Deformation 
der die Integrationswege vorstellenden Faden verfolgen, sondern auch 
die Wirkung dieser Umkreisungen auf den Werth der eu integrirenden 
Function f selbst, welcher Werth sich manchmal nach einer Umkreisung 
getindert haben kann. 

Indem wir dies im Auge behalten, setzen wir fest, dass wir den 
Werth der Function f fiir diejenigen der Grundwege L,, ..., Z,, deren 
Anfangspunkt mit dem Punkte @ (Fig. 1) zusammenfillt, durch den 
fiir diesen Anfangspunkt geltenden Anfangswerth der Function f be- 
stimmen, d.h. durch den Werth der Grosse 
(91) 4(2) = (f)s=e- 

Ferner wollen wir den Werth der Function f fiir diejenigen Inte- 
grationswege L,,..., Z,, deren Anfangspunkte nicht mit dem Punkte a 
zusammenfallen, ebenfalls durch den Werth y(7) der Function f fiir 
den Punkt z =a bestimmen. Zu diesem Zwecke stellen wir uns vor, 
dass diese Integrationswege durch MHiilfsfiden, welche die Punkte 
2, 5++ +) Me, &, 4,..+ nicht enthalten, mit dem Punkte a verbunden 
sind, wobei die Function f, welche fiir den Punkt za den angegebenen 
Anfangswerth (a) besitzt und sich bei der Bewegung des Punktes ¢ ent- 
lang dieser Hiilfsfiden stetig aindert, diese Wege mit denjenigen be- 
stimmten Werthen erreicht, welche wir nun der Function f bei den 
auf diese Wege bezogenen Integrationen als neue Anfangswerthe zu- 
ertheilen wollen. Unter solchen Bedingungen wird der Einfluss, den 
die Umkreisungen des einen oder anderen Punktes der x-Ebene auf 
die zu integrirende Function f besitzen, vollstiindig bestimmt durch 
den Einfluss ebenderselben Umkreisungen auf die Grésse x(x). Dieser 
Einfluss ist sorgfiltig zu studiren. 

Beim Aufsuchen der singuliiren Punkte der Functionen y,, ..., Yn 
braucht man jetzt, wie ich behaupte, nur folgende drei Categorien von 
Punkten der Ebene x zu untersuchen: 

I. Diejenigen Punkte, fiir welche einige der Grissen 2,, .. ., 2x, 
E, 1, €,... einander gleich werden; 
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Il. Die Punkte, fiir welche einige der Grissen ty, Vg, Wr, ... 
gleich Null werden; 

Ill. Die singuliéiren Punkte der Functionen 2, ,..., 2, & ty, «+ Upy 
hee ee ee 

Ausser diesen drei Categorien kénnen die Functionen y,,..., Yn 
keine singuliren Punkte haben. Beweisen wir in der That, dass der 
Punkt x, kein singuliirer Punkt irgend einer der Functionen y,,.... Yn 
ist, wenn er nicht zu einer der drei genannten Categorien gehirt. Be- 
merken wir zunichst, dass vermége der so getroffenen Festsetzung 
die Faunctionen 4,, . . .. #2, &) ty, . «+» Mpy My Vyy «+ 09 Ogy ees 
sowie auch die Amplituden der Functionen u,, v,,... in der Um- 
gebung des Punktes x, endlich, stetig und eindeutig sein miissen. 
Wenn also die Variable x den Punkt x, auf einer unendlich kleinen 
geschlossenen Curve umkreist, so kénnen dabei die Functionen 4,,..., 2%, 
E, Uy, -- Up, Ny Vy, ~~ +) Vgy.-» und die Amplituden der Functionen 
Up, Ug,.-. nur unendlich kleine Zunahmen erfahren, und miissen 
schliesslich wieder die Anfangswerthe annehmen. In Folge dessen 
werden die Stiibe 2,,..., 2, &, 4, €,..., welche durch ihre Be- 
wegung eine Deformation der Integrationswege hervorrufen kénnen, 
wiihrend der Umkreisung nur unendlich kleine vorschreitende oder 
drehende Bewegungen ausfiihren, nach der Umkreisung aber (auch 
was die Hauptschnitte der Stiibe &, 1, §,... angeht) in ihre Anfangs- 
lage zuriickgekebrt sein. Wenn nun gleichzeitig die Bedingung er- 
fillt wird, dass der Anfangspunkt « der Faden (¢,),..., (2), (&), (1), «-- 
in endlicher Entfernung von den Flichen liegt, die von den unendlich 
kleinen geschlossenen Curven abgegrenzt werden, welche bei der be- 
trachteten Umkreisung von den Punkten ¢,,..., 2, &, 9, ... be- 
schrieben werden, so werden bei der ganzen Bewegung die Grund- 
wege L,,..., Z, nur unendlich wenig deformirt, und werden fort- 
gesetzt solche Lagen einnehmen, die mit den Anfangslagen der 
Wege gleichbedeutend sind. Gleichzeitig nimmt die Function f nach 
vollendeter Umkreisung fiir za denselben Anfangswerth wieder an den 
sie vorher hatte. Hiernach verursacht die Umkreisung des Punktes x, 
keine Aenderungen der Werthe der auf die Wege L,,..., Ln be- 
zogenen Integrale. Folglich erhalten die Functionen y,,..., Yn nach 
der angedeuteten Umkreisung ihre urspriinglichen Werthe. Diese 
Functionen sind also in der Umgebung des Punktes x, jedenfalls ein- 
deutig. Ausserdem aber sind diese Functionen und ihre Abgeleiteten 
in demselben Bereiche offenbar endlich und stetig. Somit ist der 
Punkt 2, kein singulirer Punkt der Functionen y,,..., Yn und jede 
dieser Functionen kann fir Punkte x, die hinreichend nahe an 2 
liegen, nach ganzen, positiven Potenzen von x — x, entwickelt 
werden. 


36* 
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Nehmen wir jetzt an, der Punkt x, gehire zur ersten Categorie. 
Dann kann er, wie wir behaupten, ein singulirer Punkt einiger der 
Functionen y,,..., Y. sein. Um dies an einem einfachen Beispiele zu 
erkliren, denken wir uns, dass fiir = 2, nur die Gréssen 2, und 2, 
einander gleich werden, und zugleich den Werth ¢, annehmen, und 
dass beim Umlauf des x um 2, die Punkte z, und zg, um den Punkt 2, 
in positivem Sinne die geschlossenen Contouren 2,8'2,'8"2, und 
2, % y" 2, beschreiben, Nehmen wir dabei an, die Curve 2,6’ z,' 8” 2, 
lige innerhalb der von der Curve 2,y'z,'y"s, begrenzten Fliiche, und 
der Anfangspunkt « der Wege (2,), . . ., (#), (&), (y), (€),...- befinde 
sich ausserhalb dieser Fliche und itiberhaupt ausserhalb der Flichen, 
welche von den geschlossenen Curven begrenzt werden, welche bei 





Fig. 3. 


der betrachteten Umkreisung von den Punkten 2,,..., 2%, &, 4,.. 

beschrieben werden (Fig. 3). Wenn wir nun die Aenderung der durch 
Gleichung (91) bestimmten Grosse y(z), ferner die Bewegung der 
Stiibe 2,,..., 2, &, 4, €,... verfolgen (die beide der Umkreisung des 
Punktes x, entsprechen), und ebenso die durch diese Bewegung hervor- 
gebrachten Deformationen der Faden untersuchen, welche die Contouren 
(2,), «++» Sey (&), (my), (§),... erzeugen, die einen Bestandtheil der Wege: 


(92) . bs By Ba), (8, 58, By), « «+ (8) nb y Fr) 


(2, £4, 6), (2, 02, %), (2,£2,6), . 


bilden, so bemerken wir folgendes: 
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1) Die durch Gleichung (91) bestimmte Grésse 7(7) nimmt nach 
der Umkreisung den Anfangswerth wieder an. 

2) Die Contour (¢,) [auf Fig. 3 durch die Curve agBB'B” Bga be- 
zeichnet] wird schliesslich eine Lage einnehmen, welche gleichbedeutend 
ist mit der Lage der Contour a«g’BB’B” Bg’ a (Fig. 3); dieselbe ist in 
der Figur durch eine dicke punktirte Linie bezeichnet und unterscheidet 
sich von Contour (z,) nur durch eine Umkreisung des Stabes ¢,. 

3) Die Contour (¢,) [in Fig.3 ahyy’y"yha] nimmt nach der 
Umkreisung eine Lage ein, welche gleichbedeutend ist mit der Lage 
der Contour «h'y'y” y h' a (Fig.3); dieselbe ist durch eine feine punktirte 
Linie bezeichnet und unterscheidet sich von der Contour (z,) durch 
eine Umkreisung des Stabes z,. {Wir empfehlen dem Leser einen 
Faden und 2 Bleistifte, welche die Stabe vorstellen sollen, zu nehmen, 
und thatsiichlich die beschriebenen Bewegungen auszufiihren, um sich 
von der Richtigkeit der mitgetheilten Resultate zu tiberzeugen}. 

4) Die Contouren (z,),..., (#), (&), (m), (§), ... mehmen nach 
der Umkreisung Lagen an, welche ihren Anfangslagen gleichbe- 
deutend sind. 

Man kann auch sagen, dass bei der Anordnung der Figur 3, der 
Weg (¢,) nach der Umkreisung eine Lage einnehmen wird, welche 
gleichbedeutend ist dem Wege (¢,¢,2,2,%,), der sich aus den nach- 
einander durchlaufenen Wegen (¢,), (#2), (2;), (), (4,) zusammensetzt. 
Wir wollen ihn der Kiirze wegen mit A bezeichnen und unter A den 
im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Weg verstehen. Ebenso 
nimmt der Weg (z,) nach der Umkreisung eine Lage ein, welche 
gleichbedeutend ist dem Wege (¢,2,2,). Wir wollen diesen Weg B 
nennen und unter B den im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen 
Weg B verstehen. Zugleich werden die Wege (92) nach der Um- 
kreisung Lagen einnehmen, welche beziehungsweise gleichbedeutend 
sind den Wegen: 





(93) ABAB, A(és)A(%,), -+., A(ee) AG), 


A(§)A(&), A(n) AH), A()A(Q), - «+ 


(wo die Bezeichnung ohne Weiteres verstindlich sein diirfte). Somit 
werden die Integrale: 


Yr» Yetty+ + +» Yry : 


welche auf die Wege (92) bezogen sein mégen, die die v ersten von 
den Grundwegen L,,..., Z, sein sollen, nach der Umkreisung iiber- 
gegangen sein in die Integrale: 





ms nt 











546 P. A. Nexrassorr. 


Bis Fes od ty Was, 
5 
C ) Yi, Viti, eee Y,, 
welche auf die Wege (92) bezogen sind. Driicken wir jetzt diese 


letzteren Integrale mit Hiilfe der Forme] (34) durch die Integrale 
Yi» Yo» +++ Y» aus, so finden wir: 


(96,) Y, = @rhthiiy,, 

(96,)  Yo-1 = Yor tem (es'—l)y, (6 =3,---, h), 
(965) Ye = ye + Oth! (Part — 1) y,, 

(96,) Yeps = Yep + thé (244i — 1) y,, 


Die Functionen y,, ¥,,..-, Y, erhalten also nach der Umkreisung 
des Punktes 2 in der That neue Werthe Y,, Y,,..., Y,, welche 
von den Anfangswerthen verschieden sind. Tolglich ist x, ein singu- 
liéirer Punkt der Functionen y,, Yo, «+ +) Yr: 

Der hiermit betrachtete Fall erklirt in geniigender Weise die 
Thatsache, dass die Punkte der ersten Categorie singuliire Punkte 
einiger der Functionen y,, y.,..., Yn sein kénnen. 

Nehmen wir ferner an, der Punkt x, gehire zur zweiten Categorie. 
Um zu beweisen, dass auch in diesem Falle der Punkt 2, ein singu- 
lirer Punkt einiger der Functionen y,,..., y¥, sein kann, nehmen wir 
p=3 an, und denken uns, die Function u, werde gleich Null fiir 
“ == 2%, und zwar in der Weise, dass ihre Amplitude die Zunahme 22 
erhalt, wahrend der Punkt z den Punkt x, unendlich nahe umkreist. 
Der Anfangspunkt a der Wege (4,), . . ., (é), (&), (m),... sei so 
gelegen, dass der Werth x(x) der Function f fiir 2—« sich nach 
der erwihnten Umkreisung nicht aindert. Nehmen wir noch der Ein- 
fachheit halber an, die Gréssen § und z, seien constant. Es seien 
jetzt AEB, C&D, E§F (Fig.4) die Winkel &,, &,, &,, innerhalb welcher 
der reelle Theil der Grésse 

Us 
CP 

negativ ist, deren Schenkel also in den Hauptschnitten des Stabes & 
liegen. Ferner sollen die Curven §a,00'0"da,&, £8,7,&, EB.7.&, 
EB,y,§ (Fig. 4) respective die Integratiouswege 

(97) (@)g', Le', Le, DS 

darstellen und die Integrale von der Form (6), bezogen auf diese 
Wege, sollen mit y,, y., Y¥3, y, bezeichnet sein. Wir nehmen ferner 
an, die bei Berechnung dieser Integrale in Betracht kommenden An- 
fangswerthe der Function f seien mittelst der Hiilfsfiden 0’ a, y,a, 
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Y,%, yye (Fig. 4) bestimmt (die vom Punkte @ zu den Punkten 
0”, Yi» Yo» ¥3 Ger beziiglichen Integrationswege hingezogen sind). 
Dabei miissen wir uns vorstellen, dass jeder der Faden 6” a, y,a, 
7.%, y,% mit dem zugehérigen Wege (97) unzertrennlich verbunden 
ist, sich zusammen mit ihm bei Aenderungen von x deformirt, und 
immer dazu dient den Werth der Function f auf diesem Wege zu 
bestimmen. Nehmen wir ausserdem der Einfachheit halber an, dass 
die einerseits von den Faden 0’a, y,a, y,@, y,@ und andererseits 
von den Wegen (2,);', Lg', L;’, L;° begrenzten Flichen keine Stiibe 
enthalten. Nunmehr mége x den Punkt 2 umkreisen. Wir verfolgen 
dann zuniichst die Bewegung der Geraden 1, J,, l,,1;,1,,1,, welche 








Fig. 4. 


auf der Figur 4 durch die Geraden AE, BE, CE, DE, EE, FE be- 
rechnet sind, und die Schenkel der Winkel &,, &, &, &, &, & bilden; 
damit zugleich verfolgen wir die Drehung des Stabes §, dessen Haupt- 
schnitte immer durch die sich bewegenden Geraden 1, 1,, 1,, 15, 4, U, 
gehen miissen, sowie auch die durch diese Drehung hervorgebrachten 
Defornationen der Curven (¢,)c', Lg', Lg’, Lz, 0a, y, 0, you und y, a, 
welche wir uns als Fiiden vorstellen. Da den Bedingungen gemiiss 
die Amplitude @ der Grésse u, nach der Umkreisung eine Zunahme 
von 22 erhalten hat, so haben dabei der Formel (9) entsprechend, 
die Schenkel 1,, 1,, ,, 5, 44,2, und der Stab € eine Drehung um den 
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Winkel =. im positiven Sinne ausgefiihrt, wobei die Winkel &,, &, &, 
beziehungsweise in die Lage der Winkel &, &, & gelangt sind. Zu 
gleicher Zeit nehmen die Wege (¢,)<', Z;', Lg, Z,® nach der Um- 
kreisung Lagen ein, welche beziehungsweise gleichbedeutend sind den 
Wegen &a,'00'0"da,'&, EB 7,8, EB. 7.8, § 8, y,'§ (in Fig. 4 durch 
die fein punktirten Linien bezeichnet). Was die Fiiden 0”, y, a, 
y.@, y,@ anbelangt, welche zur Bestimmung der Anfangswerthe der 
Function f bei den Integrationen dienen, so kommt der erste von 
ihnen vermége unserer Umkreisung in eine der Anfangslage gleich- 
bedeutende Lage, und die drei iibrigen beziehungsweise in die Lagen 
V7; &, Yo &, ys a, welche in Fig. 4 durch die dickpunktirten Linien be- 
zeichnet sind. Man kann auch sagen, dass der Weg (¢,): nach der 
Umkreisung eine Lage einnimmt, welche gleichbedeutend ist dem Wege 
Dy (2,)g' Le! 
(wobei der Weg Z;' gleich dem im entgegengesetzten Sinne durch- 
laufenen L;' ist), Ferner werden die Wege L;', L;*, L,° nach der 
Umkreisuug Lagen einnehmen, die beziehungsweise gleichbedeutend 
den Wegen L;*, Lz’, L;' sind, welche mit dem Punkte a durch die 
Hiilfsfiden y,a@, y,@, y,y, ea verbunden sind. Somit gehen die Inte- 
grale ¥,, 4, Ys, y, uach der Umkreisung in Integrale Y,, Y,, Y;, Y, 
iiber, welche auf die Wege Ze'(2,)g' Le', Lz’, L,*, Le' bezogen sind, 
denen entlang der Werth der Function / vermége der angegebenen 
Hiilfseurven bestimmt wird. Wenn wir jetzt diese letzteren Integrale 
durch die Integrale y,, y,, y3, y, ausdriicken, erhalten wir: 
Y,=y, + (@*4*— 1)y, 

ine Y,=%, Y;=%; 4 nat y,, 
Wir sehen hiernach, dass die Functionen y,, ¥., ¥3,y, bei der Um- 
kreisung des Punktes 2, ihre Werthe in der That indern. Somit ist 
%, in der That ein singulirer Punkt der Functionen 9; , Yo) Y5> Yq 

Setzen wir endlich voraus, der Punkt x gehire sur dritten Cate- 
gorie. Es soll der Punkt # den Punkt 2, auf einer unendlich kleinen 
Contour umkreisen, dabei aber der Anfangspunkt « der Wege (¢,), ..., (2x), 
(€), (y), ..- auf keiner der Curven liegen, welche von den Punkten 
1,+++) &ey §, 4)... Wahrend der betrachteten Umkreisung beschrieben 
werden. Unterscheiden wir ferner zwei Fille: 1) den Fall, dass die 
obengenannte Grodsse x(z) nach der betrachteten Umkreisung den Werth 
K.yz(x) annimmt, wo K constant ist und im speciellen Falle der Einheit 
gleich sein kann; 2) den Fall, dass die Gréssen x(x) nach der Um- 
kreisung einen neven Werth y,(z) annimmt, fiir welchen das Ver- 
hialtniss 

n(2) 
4 (x) 
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keine constante Grosse ist. Untersuchen wir diese zwei Fille be- 
sonders : 

Erster Fall, Es ist leicht einzusehen, dass der Punkt 2 im 
betrachteten Falle ein singulirer Punkt der Functionen y,,..., Yn 
sein kann, wobei diese Functionen nach der Umkreisung des Punktes x, 
Werthe Y,,..., Y, annehmen miissen, welche sich mittelst der An- 
fangswerthe y,,..., Y, durch lineare homogene Formeln mit constanten 
Coefficienten ausdriicken lassen. Es sei z. B. der Punkt 2 ein Pol 
der m'" Ordnung in Bezug auf die Function z,, dagegen kein singu- 
lirer Punkt beziiglich der Functionen ¢,, 2,,..., ge, &, Uy, .. +) Up, 
Vj,+++)Ug,-.+ + Unter dieser Bedingung muss der Stab z,, wihrend 
der Punkt x um den Punkt x eine einmalige unendlich kleine Um- 
kreisung ausfiihrt, m Umlaiufe um den Coordinatenanfangspunkt machen, 
indem er sich auf einer unendlich entfernten geschlossenen Curve im 
negativen Sinne herum bewegt. Somit nimmt die Grésse y(x) nach 
der Umkreisung den neuen Werth e—?*™*‘y(x) an. (Wir setzen dabei 
voraus, dass der Punkt @ nicht unendlich entfernt ist und dass er 
wieder ausserhalb der Flichen liegt, welche von den unendlich kleinen 
geschlossenen Curven begrenzt werden, die bei der betrachteten Um- 
kreisung von den Punkten ¢,, 2, .. . @,&,4,... beschrieben werden). 
Ferner wird der Weg (¢,), der den Stab 2, umgiebt, nach seiner 
Deformirung die Lage 4 einnehmen, welche der Anfangslage nicht 
gleichbedeutend ist, sondern sich von derselben durch m Umliiufe um 
die Stiibe 2,, 2,,..., 2, &, 4,... unterscheidet. Zugleich erhilt das 


Integral : 
= { rode, 
4 9% 2) 


bezogen auf den Weg (¢,2,2,2,), zu dessen Bestandtheilen der Weg 
(e,) gehért, nach der Umkreisung den neuen Werth 


Y,—etomus [Fo de, 
(43,4) 
Diesen Werth kann man mit Hiilfe der Formel (34) als eine lineare 
homogene Function der y,,...,Y, mit constanten Coefficienten aus- 
driicken, wobei angenommen wird, dass man die Wege (4) als Grund- 
integrationswege gewahlt hat. Obgleich nun diejenigen Integrations- 
wege, welche die Curve (¢,) nicht enthalten, nach der Umkreisung 
Lagen einnehmen, die ihren Anfangslagen gleichbedeutend sind, so 
haben nichtsdestoweniger die auf diese Wege bezogenen Integrale nach 
der Umkreisung ihre Werthe geiindert. Sie haben niamlich den 
Factor e~?*™4‘ erhalten, indem dieser Factor zum Werthe x(x) der 
Function f fir s—« hinzugekommen ist. Somit erscheint der 
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Punkt x, im betrachteten Beispiele als singulirer Punkt der Functionen 
Yip sey Yue 


Zweiter Fall. In diesem Falle erhilt die Function f, nach der 
Umkreisung des Punktes x, durch die Variable x, auf den verschiedenen 
durch Hiilfsfaiden mit dem Punkte « verbundenen Integrationswegen 
einen neuen Werth /,, fiir welchen das Verhiiltniss 


A 
f 
nicht constant ist. Zugleich erhalten die Functionen y,, y., ...) Yn 
nach der Umkreisung des Punktes x, Werthe Y,, Y,,..., Y,, welche 
sich ausdriicken lassen durch lineare homogene Formeln mit constanten 
Coefficienten mittelst der auf die Grundwege bezogenen Integrale 
M1» No) ++ +) Nn, in welchen die zu integrirende Function f durch ihren 
obenerwihnten Werth /, ersetzt ist. In Folge dieser Aenderung des 
Werthes der zu integrirenden Function sind die Integrale ,, y,,..., na 
im Allgemeinen von den Integralen y,, y.,..-., Ym verschieden, und 
desshalb lassen sich die Integrale Y,, Y,,..., Y, im Allgemeinen 
nicht mittelst der Integrale y,, y,,..., Yn durch lineare homogene 
Formeln mit constanten Coefficienten ausdriicken, Dabei muss man 
bemerken, dass im betrachteten Falle die Functionen y,, 9, ...) %a 
nicht der Gleichung (72), sondern im Allgemeinen einer anderen linearen 
Differentialgleichung geniigen werden, welche aus der Gleichung (72) 
erhalten wird, indem man die Coefficienten A,,..., A, durch diejenigen 
Werthe ersetzt, welche dieselben nach Umkreisung des Punktes 2, 
annehmen. (Dieser Punkt wird im betrachteten Falle ein kritischer 
Punkt der Functionen A,,..., A, sein). Weitere Umkreisungen des 
Punktes x, kénnen auf neue Werthe der betrachteten Integrale fiihren, 
welche sich zwar durch Integrale von derselben Form, bezogen auf 
die Grundwege, ausdriicken lassen, aber médglicherweise nicht als 
lineare homogene Functionen mit constanten Coefficienten der Integrale 
Yi» +++) Yn und derjenigen Integrale, welche aus ihnen durch die vorher- 
gehenden Umkreisungen erhalten sind, Um diese Resultate zu verall- 
gemeinern, nehmen wir an, die Functionen 2,,..., 2, &, %,5-+.) Up, %) 
V,, +++) Ug,--+ haben mehrere singulire Punkte 2,',2,)",..., welche 
die Eigenschaft besitzen, dass fiir ein gegebenes ¢ die Function f nach 
Umkreisung dieser Punkte durch die Variable z einen Werth /, er- 
halten kann, fiir welchen das Verhiltniss f,:f nicht constant ist. 
Wenn die Anzahl dieser singulaéren Punkte endlich.ist, und wenn die 
Punkte in Bezug auf die Functionen ¢4,, ..., a, &, Uy, +++) Upy--- 
singulire Punkte von algebraischem Charakter sind, so kénnen die 
Functionen y,,...,% bei allen méglichen Umkreisungen der Punkte 
Zo %",+.. nur eine endliche Anzahl N von verschiedenen oder linear 
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unabhdngigen Werthen annehmen, d. h, von solchen Werthen, zwischen 
denen keine linearen homogenen Relationen mit constanten Coeffi- 
cienten bestehen. Alle iibrigen Werthe der Functionen y,,.. ., Yn; 
welche nach den verschiedenen Umkreisungen der Punkte 2, 2,", ... 
hervorkommen, miissen sich als lineare homogene Functionen der 
bereits gefundenen N Werthe, mit constanten Coefficienten, ausdriicken 
lassen. Wir wollen daher diese N-Werthe Grundwerthe nennen. 
Nach dem Theorem von Tannery*) bilden diese Grundwerthe eine 
Gruppe von particuliren Lésungen einer bestimmten linearen Diffe- 
rentialgleichung der N‘ Ordnung mit eindeutigen Coefficienten. Wir 
verzichten hier auf eine Discussion der umfangreichen und complicirten 
Frage nach dem Bildungsgesetz dieser linearen Differentialgleichung, 
welche durch bestimmte Integrale integrirbar ist. Wir bemerken nur, 
dass, wenn die Function f in Bezug auf die Variable x keine singu- 
liren Punkte zuliisst, fiir welche der betrachtete zweite Kall eintritt, 
N =n wird. Dabei fallt die gerade erwihnte, mit eindeutigen 
Coefficienten versehene Gleichung N'* Ordnung ohne Weiteres mit 
der Gleichung (72) zusammen. Dieser Schluss triffit, wie wir uns 
schon friiher iiberzeugten, fiir die Form (79) der Function f in der 
That vollstindig zu. 


Durch die auseinandergelegten allgemeinen Methoden sind wir 
nunmehr in der Lage, alle singulaéren Punkte der Functionen y,, ..., Yn 
aufzufinden, und den Einfluss der Umkreisungen dieser Punkte auf 
die Werthe dieser Functionen festzustellen. Ueberhaupt so oft wir 
eine Gruppe irgendwelcher Functionen y haben, welche nach der 
Umkreisung eines der singuliren Punkte Werthe annehmen, die sich 
als lineare homogene Functionen der Anfangswerthe mit constanten 
Coefficienten ausdriicken lassen, sind wir mit Hiilfe dieser Unter- 
suchungsmethoden im Stande, auch diese Coefficienten zu finden; wir 
kénnen dann also, nach der Fuchs’schen Methode, die betrachteten 
Integrale in der Umgebung des betrachteten singuliiren Punktes in 
Potenzreihen zerlegen. 

Um letztere Idee durch ein Beispiel zu erliiutern, betrachten 
wir die Integrale von der Form (89) respective bezogen auf die Grund- 
wege (1010), Z,' und Z,*. Dieselben sind in der Figur 5 (auf fol- 
gender Seite) durch die Curven bezeichnet: 


‘lw 


ayy'y” yaBB BY Bayy"y’yaBB"B' Ba, 00,40, 08, 8,0. 
Dabei setzen wir voraus, dass die Winkel AO B und COD (Fig. 5) 
diejenigen Winkel sind, fiir deren Punkte der reelle Theil der Grésse 


*) Annales de l’Ecole Normale, t. 1V, 2™¢ série, p. 130, 
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x 
rr 
negativ ist, Es ist leicht zu sehen, dass das Integral 
245 
(99,) "1 - fe —if-ste° * ds 


(1010) 
gar keine singuliren Punkte im endlichen Theile der Ebene der 
Variablen x besitzt und sich dementsprechend unbedingt in eine con- 


vergente Reihe nach ganzen positiven Potenzen von x zerlegen lisst. 
Aber jedes der Integrale 


(99,) Y= fo —1ljf¢e* °* ds, 
“s 

(99,) Ys -/ (e—1f"'s"e* * dz 
Le 


besitzt einen einzelnen singuliren Punkt, niimlich den Punkt x = 0. 
Macht der Punkt x eine Umkreisung um diesen singuliren Punkt, so 
erhalt die Amplitude von 2 nach 
dieser Umkreisung die Zunahme 
22; der Stab O, dessen Axe durch 
den Anfangspunkt der Ebene der 
Variablen 2 geht, und die zu- 
gehérigen Winkel AOB und COD 
(Fig.5) machen dabei eine Drehung 
um den Winkel 2, die Wege L,’ 
und Z,? nehmen also Lagen ein, 
welche beziehungsweise gleichbe- 
Fig. 5. * deutend sind den Wegen L,? 
und JZ,, und die Functionen y, 
und y, nehmen die Werthe Y, und Y; an, welche sich durch y, und 
y, folgendermassen ausdriicken lassen: 
(100) Y, = @msty,, Ys = yy 
Wir haben dabei der friiheren Verabredung entsprechend an- 
genommen, dass die Werthe der zu integrirenden Function f, welche 
bei Berechnung von y, und y, in Betracht kommen, mit Hiilfe der 
Hiilfsfaden 3, und 6,a (Fig. 5) und des gegebenen Werthes x(x) der 
Function f fiir den Punkt a bestimmt werden. 
Wir kennen jetzt die Substitution der y,, y,, y, und wollen nun- 
mehr nach Fuchs setzen: 


(101) Y = HY, + OY. + HsYs, 
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indem wir uns vornehmen, darin die Coefficienten «,,a,,@, 80 zu bestimmen, 
dass die Function y bei der Umkreisung des betrachteten singuliren 
Punktes in eine Function Y iibergeht, welche von y nur um einen 
constanten Factor unterschieden ist: 


(102) Y=sy: 
Diese Bedingung bringt man mit Hiilfe der Gleichung 
Y=—«a,Y,+,Y,+,Y¥, 

und der Gleichungen (100) und (101) auf die Form: 

(1 —s)a,y, + (— Sat. as) yp + (87% x, — Sas) y3 = 0. 
Folglich: 

(1—s)a, = 0, — sa, + a, = 0, ea, — sa,=0, 
Diese linearen, in Bezug auf «,, @,, a, homogenen Gleichungen sind nur 
mdglich, wenn die Determinante verschwindet: 





1—s, 9, 0 
0, —s, 1 |=0. 
0, ead —s 





Dies also ist im vorliegenden Falle Fuchs’ determinirende Gleichung. 
Wir finden so folgende drei Werthe von s: 
Sam 1, cme, erle-ii, 
Hierauf finden “wir als entsprechende Functionen y, welche der Be- 
dingung (102) geniigen, die folgenden: 
__ set nal _ nai 
(1083) y=y,y=e "He y,yme *y%—e* ys. 
Da die beiden zuletzt angegebenen Functionen y nach der Umkreisung 
des Punktes « = 0 die Factoren e™ und e*(¢—' annehmen, so kiénnen 
dieselben beziehungsweise in folgender Form dargestellt werden: 
a a-1 
z* p(x) und a2* p(x) 

wo (x) und ~(xz) eindeutige Functionen sind. Man muss bemerken, 
dass die hier auftretenden Functionen g(x) und (x) in ihren Zer- 
legungen nach Potenzen von x unendlich viele Glieder mit negativen 
Potenzen enthalten werden, da wir es hier mit irreguliren Integralen 
der Gleichung (88) zu thun haben. Diese Zerlegungen sind in der 
That leicht auszuftihren. Mit ihrer Hiilfe ist es dann leicht die Inte- 
grale y, und y, in unendliche Reihen zu zerlegen. 

Wir bemerken noch, dass man aus der Form der Gleichung (88) 
erwarten kénnte, dass ihre Integrale als singuliren Punkt noch folgen- 
den besitzen méchten: 


— G@+u—iu 
wr 2(u—A’+1)? 
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denn fiir z = x, werden die Coefficienten der Gleichung (88) unendlich. 
Aber indem wir nach der angegebenen Methode die singuliren Punkte 
der Functionen y,, y,, y, aufsuchen, welche durch die Gleichungen 
(99,), (99,), (99,) bestimmt werden und eine vollstindige Gruppe von 
particuliren Lésungen der Gleichung (88) darstellen, kommen wir zu 
dem Schlusse, dass der so bestimmte Punkt 2) kein singulirer Punkt 
der Integrale der Gleichung (88) ist. 


Kehren wir jetzt zur weiteren Untersuchung des allgemeinen Falles 
zuriick. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass die durch Glei- 
chung (5) bestimmte Function /, fiir jedes gegebene ¢ in Bezug auf 
die Veriinderliche x keine singuliren Punkte besitzt, ausser solchen, 
deren Umkreisung entweder gar keine Aenderungen des Werthes x(x) 
der Function f fiir ¢—« hervorruft, oder nur den Hinzutritt eines 
constanten Factors verursacht. Nehmen wir ferner die Wege (11) zu 
Grandwegen und theilen wir sie in zwei Categorien ein. Die erste 
Categorie sollen die Wege bilden: 


(4, 22,2), + - +) (2,242, Fx), 
104 = 
_ (¢,£2,8), (2,927), .--, 


welche zur ersten Gruppe gehdren (s. § 1), die zweite Categorie aber 


die Wege: 
Eb, vss HRY 
(105) i «aap Ee, 
» a.-h 
welche zur dritten Gruppe gehdren (s. § 1). Die Anzahl » der Wege 
(104) der ersten Categorie ist: 
(106) y=n—p—q—?.... 


Die Integrale von der Form (6) bezogen auf die Wege (104) wollen 
wir beziehungsweise mit y,, ..., Y», und die auf die Wege (105) be- 
zogenen mit ¥,i1,..., Yn bezeichnen. Nehmen wir ferner an, der 
Punkt 2 beschreibe eine beliebige geschlossene Curve, welche die 
singuliéren Punkte der Functionen y,...y, umkreist, und verfolgen 
wir die Bewegung der Stabe 2,,..., #, &, 4, §,... und die durch diese 
Bewegung hervorgebrachten Deformationen der Fiiden (2,),..., (2); 
(&), (y),... aus denen sich die Wege (104) zusammensetzen. Es ist 
leicht einzusehen, dass nach der Umkreisung des Punktes x auf der 
genannten geschlossenen Curve folgende Aenderungen stattfinden: 

1) Die Wege (2,), . . ., (2x), (&), (y),... mehmen Lagen ein, welche 
gleichbedeutend sind gewissen Wegen 


Boys 05 Mee BM, ss 
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welche auf bestimmte Weise zusammengesetat sind aus den in der 
einen und der andern Richtung genommenen Wegen (¢,), ..., (x), 
(8), (m),.-- 


2) Die Wege (104) gehen nach der Umkreisung in folgende 
Wege iiber: 


(107) (% 2,2, Ly), ...)(2,22,Z), 


(Z,2Z,2), (4,H7A),.... 


3) Der Werth x(x) der Function f fiir ¢—« nimmt nach der 
Umkreisung den constanten Factor C an (dabei soll der Punkt « nicht 
auf den Curven liegen, welche die Punkte g,,..., #, §, 9, ... bei 
der betrachteten Umkreisung beschreiben). 

4) Die Integrale y,, ..., y gehen nach der Umkreisung in die 
Integrale Y,,..., Y, iiber, welche resp. auf die Wege (107) bezogen 
sind. Ks ist leicht einzusehen, dass sich letetere Integrale mittelst der 
Integrale y,...Y, durch lineare homogene Formeln mit constanten 
Coefficienten ausdriicken lassen. In der That lisst sich auf jedes Integral 
von der Form (6), bezogen auf die Wege (107), die Formel (34) an- 
wenden, welche es méglich macht, die Integrale Y,... Y, mittelst 
der Integrale Cy,,..., Cy, durch lineare homogene Formeln mit con- 
stanten Coefficienten auszudriicken; C ist dabei der obenerwiihnte con- 
stante Factor. 

Der bewiesene Satz liisst sich folgendermassen ausdriicken: Nach- 
dem die Variable x eine geschlossene Curve beschrieben hat, welche die 
singuliiren Punkte der Functionen y,, ..., y» wmkreist, nehmen diese 
Functionen Werthe an, welche sich aus den Anfangswerthen y,,. ~~) Yv 
als lineare homogene Functionen mit constanten Coefficienten berechnen 
lassen. 

Dieser Schluss in Verbindung mit dem friiher erwihnten Theorem 
von Tannery zeigt, dass die Integrale y,,...,Y besogen auf die 
Wege (104) die particuliiren Liésungen einer gewissen linearen Differen- 
tialgleichung v' Ordnung mit eindeutigen Coefficienten darstellen. Man 
muss aber bemerken, dass im allgemeinen diese Coefficienten nicht so 
wie die Coefficienten der Gleichung (72) mittelst der Functionen 
yy 0 09 May Br Mgr + 0 oy Spy Gp py oie cn Bey +29 Gores Ge UES eee 
Abgeleiteten rational ausgedriickt werden kénnen. In die Ausdriicke 
der Coefficienten der eben erwihnten Gleichung v'* Ordnung treten 
rational nicht nur die Functionen 2,, . .., 2, & Uy) + + +» Upy My Vy y+ + +9 Vay 

- +) Qoy++ +) Qe mit ihren Abgeleiteten ein, sondern auch die Integrale 
Yrtir+++) Yn mit ihren Abgeleiteten. 

Ohne uns in eingehendere Untersuchungen einzulassen, bemerken 
wir noch, dass unter den betrachteten Bedingungen die Integrale 
Yrtiy+ ++) Ya bezogen auf die Wege (105) auch nichts anderes sind als 
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die particuldren Lisungen einer gewissen linearen Differentialgleichung 
der (n—v)™" Ordnung mit eindeutigen Coefficienten. Diese Coefficienten 
ihrerseits lassen sich rational durch die Functionen 2,,..., %, &, 
Wy se oy Upp Yr My» - 29 Uys © + +9 Ogn © > Oxy Yip Yoo » » +) Y und ihre Ab- 
geleiteten ausdriicken. 

Anmerkung 1. Den soeben aufgestellten Satz betreffs der Inte- 
grale y,,..., y kann man in Bezug auf die Form der Function f ver- 
allgemeinern. Um den Ausdruck der Function f allgemeiner zu machen, 
wollen wir sie nicht mehr nach Formel (5) bestimmen, sondern mit 
Hiilfe der folgenden Eigenschaften : 

1) In Bezug auf die Variable z soll die Function f nur v + 1 


singuliire Punkte z,,..., 2, &,4,... besitzen. 
2) Nachdem der Punkt z die Contouren (¢,),..., (x), (&), (y),-.+ 
welche die Stiibe z,,..., #,&,4,... umgeben, beschrieben hat, soll 


sie beziehungsweise die Factoren erhalten: 
2nhi Qmd,i 22ai 2nbi 
gee Ce re he Oe 
wobei keine der Gréssen A,, ..., Ax, a,b,... oder auch die Grisse 


Afra patbt--- 
eine ganze Zahl oder gleich Null sein soll. 

3) Der Werth y(~) der Function f fiir z= a soll eine Function 
der Variablen xz sein, welche nur solche singuliire Punkte besitzt, deren 
Umkreisung keine andere Aenderung dieser Factoren hervorruft, als 
etwa das Zutreten eines constanten Factors. 


Wenn die Function f diese Eigenschaften besitzt, so miissen die 
Functionen 


f f f 
Oe ee "a—ayt? @—8*"? @—n)’ 
in Bezug auf die Variable ¢ in der Umgebung der Punkte z,,..., 2, 
—,,-.., eindeutig sein. Dabei kénnen diese Punkte entweder ein- 
fache Pole oder auch beliebige wesentlich singuliére Punkte der ent- 
sprechenden Functionen (108) sein, sowie auch gewodhnliche nicht 


singulire Punkte dieser Functionen, Betrachten wir jetzt Integrale 
von der Form: 


(109) y= fi fds, 


bezogen auf die Wege (104), welche als Fiiden gedacht werden sollen. 
Diese Integrale, welche mit y,,...,¥, bezeichnet sein sollen, werden 
Functionen von « sein und verschiedene singuliire Punkte besitzen. 
Zu den singuliren Punkten dieser Functionen kénnen, unter anderen, 
diejenigen Werthe von x gehéren, fiir welche einige der Gréssen 
215 +++, Se, &, 4, ... eimander gleich oder unendlich werden, sowie 
auch diejenigen Werthe von x, denen singulire Punkte der Functionen 
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2))+++, ey §,9,... entsprechen. Nehmen wir ferner an, der Punkt 
x mache eine Umkreisung um irgend einen der singuliren Punkte der 
Functionen y,,..., y», und verfolgen wir dabei die Bewegungen der 
Stabe z,,.,., #%, &, ,... und die dadurch hervorgerufenen Defor- 
mationen der als Fiiden gedachten Integrationswege. Offenbar entstehen 
nach der Umkehrung folgende Aenderungen: 
1) Die Wege: 

(#1), +++, (4), (B), a --- 
gehen tiber in folgende: 

Z,,-.+, Ze, =, WH, 


von denen jeder gleichbedeutend ist einer gewissen Combination der 
Wege: 


se) 


(21), - + +» (@)» (&), (m), ++, 
(4;), ee <9 (4x), (&), (7), . 

2) Die Wege (104) gehen beziehungsweise in die Wege (107) iiber. 

3) Der Werth x(x) der Function f fiir ¢—« nimmt nach der 
Umkreisung den constanten Factor C an (dabei soll der Punkt « nicht 
auf den Curven liegen, welche die Punkte ¢,, ..., a, &, 4,... bei 
der betrachteten Umkreisung beschreiben). 

4) Die Integrale y,, ..., y, gehen nach der Umkreisung in die 
Integrale Y,, ..., Y, tiber, welche bez. auf die Wege (107) be- 
zogen sind, 

Nun kénnen diese letztgenannten Integrale mit Hiilfe einer der 
Formel (34) analogen Formel aus den Integralen Cy,,..., Cy, durch 
lineare homogene Formeln mit constanten Coefficienten berechnet 
werden (C if der erwihnte constante Factor). Wenn also die Variable 
x eine geschlossene Curve beschreibt, welche die singuléren Punkte der 
Functionen y,, ..., Y wmkreist, so nehmen diese Functionen Werthe 
an, welche sich mittelst der Anfangswerthe y,,..., y durch lineare 
homogene Formeln mit constanten Coefficienten sich ausdriicken lassen. 
Dieser Schluss in Verbindung mit dem wiederholt genannten Theorem 
von Tannery zeigt, dass die auf die Wege (104) bezogenen Integrale 
Yi5++ +) Y» die particuliiren Lisungen einer linearen Differentialgleichung 
v" Ordnung mit eindeutigen Coefficienten darstellen. 

Diese Gleichung ist im Allgemeinen so complicirt, dass wir es 
fiir tiberfltissig halten, tiefer auf ihre Untersuchung einzugehen. Wir 
wollen den eben erhaltenen Satz nur benutzen um unsere Methode 
der Untersuchung der durch bestimmte Integrale bestimmten Functionen 
mit derjenigen von Hermite und Goursat zu vergleichen, wie sofort 
geschehen soll. 

Anmerkung 2. Unter Beibehaltung der in Anmerkung 1 fest- 
gesetzten Bezeichnungen wollen wir annehmen: 


Mathematische Annalen, XXXVIII. 37 
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(110) [vs"] — [rae, 


wo die Grenzen 2’ und 2” irgendwie unter den Gréssen 2,,..., 2%, §, 4, .-+ 
gewihlt sein sollen, und die Integration sich auf die Gerade 2’ 2” bezieht. 
Setzen wir ferner voraus, dass die Function f den in Anmerkung 1 
festgesetzten Bedingungen geniigt, und ausserdem die Kigenschaft 
besitzt, dass ihre in Bezug auf x singuliiren Punkte fiir jedes gegebene 
constante ¢ nur solchen Werthen von 2 entsprechen, welche der Glei- 
chung geniigen: 


(111) (@—#,)--+ (@—e)(2—E)(e—y)--- = 0. 

Unter diesen Bedingungen unterscheidet sich unsere Function f nur 
durch ihre Bezeichnungen von derjenigen Function, welche auf Seite 2 
der Abhandlung Goursat’s angegeben ist (Acta Mathem. 2: 1, 1883). 
Ferner nehmen wir mit Goursat an (Il. c. p. 15): 

1) Dass von den v + 1 Punkten z,,..., #,&, 4, ... irgend drei 
auf einer geraden Linie nur fiir soleche Werthe von a liegen kénnen, 
welche durch die Punkte einer oder einiger bestimmter Linien (Quer- 
schnitte [coupures] der ersten Art) dargestellt werden; 


2) Dass die 220) Integrale von der Form (110) einen wohl- 
bestimmten Sinn haben. 

Unter Voraussetzung dieser Bedingungen, kommt Goursat auf 
den Seiten 15—21 seiner Abhandlung zu Schliissen, welche mit Hiilfe 


der von uns eingefiihrten Bezeichnungen, folgendermassen formulirt 
werden kénnen: 


1) Von den set J Integralen von der Form (110) sind nur »v Inte- 


grale linear unabhingig, die iibrigen lassen sich mittelst dieser » Grund- 
integrale ausdriicken durch lineare homogene Formeln mit constanten 
Coefficienten. 


2) Jedes Integral von der Form 


(112) y = free 


bezogen auf eine beliebige Curve L, welche irgend zwei von den 
Punkten z,,..., #, &, 9,... verbindet, lisst sich mittelst derselben 
v Grundintegrale durch eine lineare homogene Formel mit constanten 
Coefficienten ausdriicken. 

3) Die singuliren Punkte der Functionen, welche durch Integrale 
von der Form (110) ausgedriickt werden, gehéren simmtlich zu den- 
jenigen Punkten der Ebene z, fiir welche einige der Gréssen 2,, . 
§,,... einander gleich werden. 

4) Nachdem die Variable 2 eine geschlossene Curve beschrieben 


«+> Sky 
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hat, welche Umkreisungen um die singuliiren Punkte macht, erhalten 
die durch Integrale von der Form (110) ausgedriickten Functionen Werthe, 
welche sich aus den Anfangswerthen der Grundintegrale durch lineare, 
homogene Formeln mit constanten Coefficienten zusammensetzen lassen. 

5) Die simmtlichen Integrale (110) geniigen einer linearen Differen- 
tialgleichung v'** Ordnung mit eindeutigen Coefficienten. 

Bei diesen Schliissen macht Goursat betreffs der Function f gar 
keine Einschrinkungen ausser der obenerwaihnten. Und in der That 
werden diese Schliisse Goursat’s vollstindig richtig sein, wenn wir 
zu den von Goursat gemachten Kinschriinkungen noch folgende in 
Goursat’s Abhandlung nicht ausdriicklich angegebene Einschriinkung 
hinzufiigen : 

Die Punkte 2,,..., 2,&,, ... sollen keine wesentlich singuliiren 
Punkte der zugehirigen Functionen (108) sein. 

Wenn aber diese letzte Eimschriinkung nicht hinzutritt, kénnen 
die Schliisse Goursat’s unter Umstiinden unrichtig werden. Um dies 
zu beweisen, nehmen wir folgendes Beispiel. Setzen wir vy = 3 und 


2 2. es 
(113) f = (e—a)* (22 —82+-17)* ze &-*", 
Offenbar sind im vorliegenden Falle die Integrale 
(114) [2,22], [#25], [#18], [4245], [#28], [256] 
wo (4,=0, e—4+i, 4.=—4—i, §—2) 


fiir reelles 2 < 3 miglich, wobei von den vier die eben erwahnten Gréssen 
darstellenden Punkten keine drei auf einer Geraden liegen, solange 
der Punkt x nicht auf den Seiten des Dreiecks ¢,¢,2, oder ihren Ver- 
lingerungen liegt. Somit geniigt die durch Gleichung (113) bestimmte 
Function f allen von Goursat aufgestellten Forderungen. Aber es 
ist leicht einzusehen, dass im betrachteten Beispiele der Punkt § = x 
ein wesentlich singulirer Punkt der Function 


ist. Deshalb kann man auf den vorliegenden Fall den obenerwihnten 
Schluss von Goursat nicht erstrecken. Vielmehr miissen zu den sechs 
schon erwihnten Goursat’schen Integralen noch folgende zwei hinzu- 
gefiigt werden: 


(115) [Le"] — [raz und = [Z;°| =fras, 
rh Ly 


die auf die Wege L;¢' und Lg bezogen sind. Diese Wege gehiren 
zur 3'° Gruppe (§ I) und verlaufen ganz in der Nihe des Punktes § = 2. 

Dementsprechend giebt es nicht bloss drei Grundintegrale , wie es 
der Fall ware, wenn man den ersten der friither erwihnten Sitze 


37* 
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Goursat’s den vorliegenden Fall anwenden wollte, sondern fiimf, und 
in die Zahl dieser Grundintegrale treten nothwendig die Integrale [Z;'] 
und [Z;*] ein. Was aber die singuliiren Punkte der Integrale (114) 
anbelangt, so besitzen diese Integrale ausser denjenigen singuliren 
Punkten, fiir welche zwei der Grossen ¢,, 2,, 2, § einander gleich 
werden, noch den singuliren Punkt «1, dessen Umkreisung auf 
die Werthe der Integrale [2,&], [2,&], [¢,§] in der That von Einfluss 
ist. Wollen wir diese Umkreisung vermége unserer bestimmten Inte- 
grale studiren, so kénnen wir bei den Integralen [¢,&], [2,&], [¢,&] 
die geradlinigen Integrationswege nicht festhalten. 

Somit ist die Methode von Goursat fiir die Integrale von der 
Form (114) nicht ausreichend. Von der oben angedeuteten Einschrinkung 
aber, welche der Goursat’schen Methode eigen ist, ist die von mir 
angegebene Methode frei, insofern in derselben von der Vorstellung 
der Integrationswege als gespannter -Faden Gebrauch gemacht wird, 
die durch die Bewegung fester Stabe deformirt werden. In der That 
behalten die nach dieser Methode in der Anmerkung 1 des § V ge- 
zogenen Schliisse auch im vorliegenden Beispiele ihre Kraft in ihrer 
ganzen Allgemeinheit. 

Anmerkung 3. Die in § V angegebene Methode ist nicht nur 
fiir die Integrale von der Form (6) oder (109), sondern auch fiir Inte- 
grale von folgender Form ausreichend: 


(116) y —f tas. 

8,2, 
Wir miissen uns dabei zwischen 2, und x, einen Faden ausgespannt 
denken , welcher nicht durch die Punkte z,,..., 2x, &, 9, ... hindureh- 
liuft. Zugleich miissen wir uns vorstellen, dass die Ebene der Varia- 
belen g nicht nur in den Punkten ¢,,..., 2:, &, 9, ... sondern auch 
in den Punkten z,, 7, von cylindrischen Stiiben durchsetzt wird. 


Moskau, den 19. Januar 1891. 




















Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curven. 
Von 


Wituetm Sraut in Aachen. 


In diesem Aufsatze gebe ich eine algebraische Ableitung der 
zu einer ebenen rationalen Curve k, mn‘ Ordnung perspectiven 
Strahlenbiischel; sie stiitzt sich auf EHigenschaften der zu den geraden 
Schnitten der FR, conjugirten Formen. Herr Brill hat zuerst auf die 
Wichtigkeit der Proportionalitét der aus den Coefficienten conjugirter 
Formenreihen gebildeten correspondirenden Determinanten fiir die 
Theorie der rationalen Curven aufmerksam gemacht*) und auf dieser 
Proportionalitét beruht das hier eingeschlagene Verfahren. Dasselbe 
ist also abweichend von demjenigen, welches Herr Brill selbst und Herr 
Franz Meyer zur Lésung des angegebenen Problems benutzt haben **); 
scheint mir aber, da es die Bedingungen fiir mégliche specielle Er- 
zeugungsarten der FR, scharf angiebt und die Gleichungen der erzeugen- 
den Biischel in sehr compakter Form herstellt, jenen gegeniiber 
einen Vorzug zu haben. Der schéne Satz des Herrn Franz Meyer, 
dass eine Curve vierter Ordnung einen dreifachen Punkt besitzt, sobald 
die zu den geraden Schnitten derselben conjugirten ormen die ersten 
Polaren einer Form fiinfter Ordnung sind***), ergiebt sich als ein 
besonderer Fall eines allgemeinereu Satzes, welcher hier bewiesen wird. 
In einer Fortsetzung gedenke ich in analoger Weise die zu den 
rationalen Raumcurven perspectiven Regelflichen und Ebenenbiischel 
zu behandeln. 


*) Brill: Ueber binire Formen und die Gl. 6" Grades. Diese Annalen 
Bd, 20, 8. 330. 
**) Meyer: Zur Theorie der reducibeln ganzen Functionen von n Variabeln. 
Diese Annalen Bd. 30, 8. 30 und: Zur algebr, Erz. der rat. ebenen Curven 4'* Ord. 
Diese Annalen Bd, 31, 8, 116. Brill: Ueber rat. Curven und Regelflichen. Diese 
Ann. Bd, 36, 8. 230. 
***) Meyer. Diese Ann, Bd. 31. 
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§ 1. 
1) Es seien bei verinderlichem w in den Functionen: 
(1) Qn: = Gi(u) = >Paipw? (i= 1, 2,3), 
0 
die Coordinaten einer rationalen Curve R, n'* Ordnung gegeben. 


Eine der zu den Formen q; oder den ,,geraden Schnitten“ der 
R, conjugirten Formen sei gegeben in: 


(2) fe(u = > (3) bey wr? 


Dann gelten die Gleichungen: 


n 


(3) >} (1)? dip bin-p = 0. 
0 

Es giebt also (m — 2) linear unabhingige Functionen f,, welche wir 
mit f, f,...fs—2 bezeichuen. Durch Combination derselben erhalten 
wir oo"*—* Functionen f, welche ein lineares System bilden. Wir setzen 
voraus, dass die Functionen g; keinen gemeinsamen Factor besitzen, 
oder dass unter den f; sich keine n‘* Potenz einer linearen Function 
von w@ sich befindet. 


Aus (3) folgt die Proportionalitiit der correspondirenden Deter- 
minanten *) 
(4) |Ap Gy 4,| = t| bab, eee bp Ors eee Do—1 De41 eee Dp—1 iS b,| 
wobei 
pr>q>y?r. 
Die Geraden eines Strahlenbiischels mit dem Mittelpunkt z schneiden 
R, in co! Punktgruppen, welche conjugirt sind zu (n— 1) linear unab- 
hiangigen Functionen f. (n—2) derselben sind die Functionen f,...f.-23 
die Coefficienten der (n—1)'" aber geniigen den Bedingungen: 
(5) O45 = P (— 1)? dip be-a2 p 
0 
In Verbindung mit (3) erhalten wir hieraus die Proportionalitait der 
Determinanten : 
(6) |2 Gp | = a |\byd, vee bord 941 eee Dp—1 Opi eee ba}. 
2) Fallt der Punkt ¢ mit einem Punkte R,, dessen Parameter A 
ist, zusammen, so erhalten die ,,geraden Schnitte“ des Biischels ¢ den 


*) Vergl. Baltzer Determ. 3. Aufl. § 6, 2, 
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gemeinsamen Factor (u—A), weshalb unter den conjugirten Functionen 
f die n'* Potenz (u— A)" sich befindet. Diese muss sich durch die Func- 
tionen f,f..../s-1 linear ausdriicken lassen, so dass: 
n—1 
D> lufe(e) = (e— a. 
1 
Hieraus folgen die Gleichungen: 
n—1l 
DH (bipd + bap) = 0 fir (p= 0..+m—1). 
i 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die (n—1) Gréssen hx, so folgt, 
dass die (n — 1)-reihigen Determinanten folgender Matrix verschwinden: 
|| P04 HO, yA Dy, te ty Did = + Din 
bog4 Day, Dy A Dy, ey Dantd = + dan | 


(7) | =0,. 


Da-1,04 + =e Dn-1,1 A + Da-1,2) = Se Da-1,n-14 + bo~t.0 


Zwischen diesen Determinanten besteht keine lineare Gleichung, deren 
Coefficienten unabhingig von 4 sind. 

Berechnet man die Determinanten, so erhilt man fir jede eine 
Function (n—1)'* Ordnung in 4, deren Coefficienten Determinanten 
sind von der Art, wie sie in der rechten Seite der Gleichung (6) auf- 
treten. Ersetzt man diese durch die Determinanten der liuken Seite 
von (6), so erhalten wir die Gleichung eines Strahlenbiischels (n— 1)!" 
Ordnung, welcher durch den Parameter 4 projectiv zu R,, ist der Art, 
dass jeder Strahl des Biischels den ihm entsprechenden Punkt von R,, 
enthalt, Der Biischel ist perspectiv zu R,. 

Es giebt somit oo"! zu R, perspective Strahlbiischel (n — 1) 
Ordnung, welche ein lineares System bilden. Damit sind alle diese 
Biischel erschépft. Fiigt man zu der Matrix (7) als n'* Horizontal- 
reihe die beliebigen Gréssen: 


Cy Cy ee Cn 1 
hinzu, so erhalt man in der nun vollstindigen n-reihigen Determinante 
den allgemeinsten Ausdruck eines solchen Strahlenbiischels. Jedem 
derselben entspricht somit eine Function (m — 1)’ Ordnung: 


n—1 
F (2) ee > (" “ f Cp as-i-2, 
0 


deren invarianten Eigenschaften, wie wir spiiter sehen werden, be- 
sondere Kigenschaften des Strahlenbiischels entsprechen. Aus den 
Gleichungen von m linear unabhingigen dieser Biischel kann durch 
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Elimination von 1, 4, ..., 4"-! die Gleichung von R, in der ein- 
fachsten Form, welche Herr Franz Meyer schon augegeben hat*), 
hergestellt werden. 

3) Will man zu R, perspective Strahlenbiischel, deren Ordnung 
niederer als (n—1) ist, aufsuchen, so hat man die Gréssen c, so zu 
bestimmen, dass aus der n-reihigen Determinante sich eine Function 
von 4 abhebt, deren Coefficienten unabhiingig von b,_;,, sind. Dies 
ist nun, wie leicht einzusehen, nicht anders méglich, als dadurch, dass 
man als n° Horizontalreihe zu der Matrix (7) hinzufiigt: 

biov + Des, ba + bie; liad. Din + Din 

wobei: 

n—-2 

Dip = k gx Dep 

A 
und die g, beliebige Constante sind. Es tritt dann der Factor (A— v) 
aus der nun vollstindigen n-reihigen Determinante heraus. Setzt man 
¢ der Reihe nach gleich 1, 2, ..., (w—2), so erhalten wir hierdurch 
(n—2) linear unabhingige Strahlenbiischel (n —2)'* Orduung, welche 
perspectiv zu A, sind. Bei der Berechnung derselben kénnte man 
v= oo setzen, wodurch der Factor von 4*-! zum Verschwinden 
gebracht wird. 

4) Die Erniedrigung der Ordnung des zu R, perspectiven Biischels 
kann dann und nur dann noch weiter getrieben werden, wenn es 
gelingt, eine Function (n-+-7)'" Ordnung in 4 zu bilden, deren simmt- 
liche r‘*® Polaren conjugirt sind zu den g;(A). Eine solche Function 
sei gegeben in: 


(8) "Fay ay * 4 . ") m, ante P, 
0 


Wir fiigen jetzt zu der Matrix (7) als letzte Horizontalreihe hinzu: 
Mey Sri My Sp +++ Mp 41 Sy, My S41 MS, +++ Mypz25y, ° + 
8) My—1S pti My S++ MppnSy- 
Dann hat die vollstindige n-reihige Determinante den Factor: 
r+ 


> (— 1)? sp Art+i-p, 


0 
Wir erhalten einen zu R, perspectiven Strahlenbiischel (mn — r—2)'«r 
Ordnung, dessen Berechnung leicht ausgefiihrt werden kann, wenn 


S) = 8, = +++ = 5s, = 0 gesetzt wird. Die Coefficienten von A"—' bis 
4»-r-1 werden dann gleich Null. 





*) Meyer: Apolaritait u. rat, Curven. 5S, 16. 
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Jede Function P (n-+-r)"" Ordnung, deren siimmtliche r" Polaren 
dem Systeme der fi (k as J, ++, (n—2)) angehiren, liefert einen zu 
R, perspectiven Biischel (n—r—2)" Ordnung. 

Die Gleichung dieses Biischels kann geschrieben werden in: 


My my, 5 Mat | 
| My mM, ss Mp 
(9) | mp1 Mr+2 


| 
| 
Mn+r | = 0. 
bp 42,04 +- br+2,15 bred + b,42,2) re bp42,n—-14 + by42,n | 


Dn—104 “be Da—11, Da-aad ob Da-1,2; Pere b, 1,n-14 + we 


§ 2. 
1) Unter der Voraussetzung, dass zwischen den a;, keine wesent- 
lichen Relationen bestehen, die R, also aligemeiner Natur ist, wollen 


wir bei gegebenem ry die Zahl der linear unabhingigen KFunctionen 
n 


F bestimmen. Ks sei: 
a+r 


n-+r 
F(A) -> (” 4 ") My Ant? , 
v 


Sollen die rv" Polaren derselben conjugirt sein zu den Functionen qg,, 
so folgen die Gleichungen: 


(10) SP(—1)?mpdinp =O fir ($= 0,1...7; i= 1, 2,8). 
0 


Wir haben somit 3(r + 1) homogene lineare Gleichungen zwischen 
den (r + ”-+ 1) Gréssen m,. Es giebt folglich (n — 2r — 2) linear 


unabhingige Functionen ¥3 "oder cot?" derselben , welche ein lineares 
System bilden. Bei der allgemeinen R, ist stets 2r < (n—3). 

Aus Gleichung (10) schliessen wir nach dem Brill’schen Satze iiber 
correspondirende Determinanten, dass die (n —2r —2)-reihigen Deter- 


minanten, welche aus den Coefficienten der F(a) gebildet werden kinnen, 
proportional sind Functionen (r + 1)"" Ordnung der dreireihigen Deter- 
minanten der Coe/ficienten der ;(A). 

2) Fiir die zu der allgemeinen R, perspectiven Strahlenbiischel 
erhalten wir aus dem Vorhergehenden folgende Satze: 
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Es giebt oo*~*’-* Strahlenbiischel (n — r — 2)" Ordnung wobei 
2r <n — 3. Ist m gerade, so erhalten wir fiir 2r = n — 4, oo! Biischel 


“ter Ordnung. Ist m ungerade, so finden wir fiir 2r =n —5, 
co? Biischel ot! ter Ordnung und fiir 2r =n — 3, oo° oder einen 
Biischel — ter Ordnung. 


3) Die Ordnung eines zu R, perspectiven Strahlenbiischels kann 
sich weiter erniedrigen, wenn 2r > » — 3 werden kann. Die Curve 
R, ist dann nicht mehr allgemeiner Natur. Zwischen den Coefficien- 
ten aj, bestehen h = 2r — (n — 3) von einander unabhiingige Rela- 
tionen, welche durch das Verschwinden der Determinanten gewisser 
Matrices gegeben sind. 


atr ' i . 
Die Form F' absorbirt nun in ihren (r — s)'" Polaren o<’-* Formen 


nts , ; 
F (n+ s)'* Ordnung, deren es im Allgemeinen x*-**-* giebt. Ist 
desshalb: 


r—s>n—2s—3 oder s>n—r—3, 


nt+r 
so absorbirt F alle Formen (nm + s)'** Ordnung. Der grésste Werth, 
welchen r iiberhaupt annehmen kann, ist r = n — 3. 
n+r _— 2n-r—3 

Es werden durch F (r > a“ = alle Formen F (2n — r -- 3) 
und héherer Ordnung absorbirt, waihrend die Formen niederer Ordnung 
unbeeinflusst bleiben. 

4) Fiir die Curve R, ergiebt sich hieraus Folgendes: Existirt ein 
zu FR, perspectiver Strahlenbiischel (n —r—2)' Ordnung 


(n—3>r>"~*), 


so absorbirt derselbe alle zu R, perspectiven Strahlenbiischel, deren 
Ordnung niederer als (r-+ 2) ist und es giebt oo””-"+ zu R,, perspective 
Biischel (r-+-2)'" Ordnung. Nimmt r den gréssten Werth (n—3) an, 
so giebt es einen zu R, perspectiven Biischel erster Ordnung und 
oo"! Biischel (m — 1)'*" Ordnung. Diese letzteren Biischel werden, 
wenn FR, nicht zerfaillt, niemals beeinflusst. 


§ 3. 
Die Eigenschaften einer Curve R, hiingen im Wesentlichen davon 
ab, wie sie durch Strahlenbiischel niederer Ordnung erzeugt werden 
kann. Die Eigenschaften dieser Biischel oder auch der zu ihnen 


gehérenden Formen ¥ siud auch Kigenschaften der R,. Insbesondere 
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n-+r 
spielt hier die Darstellung der F’ als eine Summe von Potenzen linearer . 
Functionen von 4 eine grosse Rolle. 


1) Folgender Satz giebt nun den Zusammenhang der Eigenschaften 
a+r 
der J’ mit denjenigen von R, an: 
n+r 
»Liisst sich eine Function J’ (A), deren r'e Polaren conjugirt sind, 
zu den Functionen g;(4), darstellen als eine Summe von v Potenzen 
linearer Functionen (4 — up), so liasst sich durch die Punkte uw, von 
R, eine zu R, projective rationale Curve C, (v —r —2)'* Ordnung 


legen, welche mit R, diese Punkte entsprechend gemein hat. Die 
Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte von R, und C, liefern 


den Strahlenbiischel (n — r — 2)" Ordnung, welcher zu F(a) gehort 
oder C,, ist perspectiv zu diesem Biischel.“ 
Beweis: Ks sei: 


ar ~ 
(11) F(a) = > Ip(d— tty)”. 
1 
Wir bilden fiir die Coordinaten der Curve C,, die Ausdriicke: 


%; (Hy) é 


(12) 0% = fn a, 


Diese Curve ist durch den Parameter 4 projectiv zu R,, deren Coordi- 
naten durch 
oxi = gi (A) 


gegeben sind und hat mit R, die v sich selbst thie see Punkte 
OX; = Pi(Up) — 


Die Function F (A) liefert einen zu R,, perspectiven Strahlenbiischel 
(n —r—2)' Ordnung, welcher durch (§ 1 Gl. (9)) gegeben ist. Wir 
zeigen zunachst, dass die Curve C,, ebenfalls perspectiv ist zu diesem 


Biischel. Ist 
Pp 
2 Pp 


eine von f, .. . fx,» verschiedene Form, welche zu den geraden Schnitten 
des Biischels ¢ mit R, conjugirt ist, so haben wir nach (§ 1, Gl. (5)) 


921 = >? (—1)Paip by-p 
0 


also nach Gleichung (12) 
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: , ' 
= (— 1 DF ra, fir @=01,..51) 


oder: 


bt Deg = (— 1) SP gp ty. 
1 
Durch Zusammenstellung der Gleichungen (8) und (11) ergiebt sich aber: 


m, = (— >? gp lp 


und folglich: 
b,A + Det = m:. 


Ersetzen wir nun in der Determinante (9) 0,1, durch b,, so ver- 
schwindet dieselbe oder der Punkt z liegt auf dem Strahle 2 des 
Biischels, dessen Gleichung durch (9) gegeben ist. Hiermit ist zu- 
n+r 

niichst bewiesen, dass die Curve C,, perspectiv dem aus I’ (A) folgen- 
den Strahlenbiischel ist. 

Wir zeigen ferner, dass C,, von der Ordnung w = v — r — 2 ist. 
Da die Functionen g,; conjugirt zu den r' Polaren der F sind, so 
gelten die Gleichungen: 


>) I Pi(Up) (A— Mp) == O 


1 


fiir jeden Werth von A, Es ist also: 


\7 toe 
>? Ip Pi (Up) Mp =O fir (¢=0,1,...,r). 


1 
Ist ferner 


PY amy) = vr — 5,1 + 5a — + (— 1)", 
1 


so folgt aus Gleichung (12) 


ez fp] (A Up) = at >) gy Pi (Up) + a2 Sg Pi(Up) (8; —-Mp) + 
1 1 n 


+o~ >! 9 Pi (Up) {8,—WpS,—1-+- MU pSp—a+ ates Yer} 
1 


o-r—2 


+ mu (A) 
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wobei die y; ganze Functionen von der Ordnung (v — r — 2) in A 
‘sind. Es folgt:. 
o—r—2 
Ta = Ni (a). 
Es ist demnach C,, von der Ordnung (v — x — 2) und unser Satz ist 
bewiesen. Er lisst sich umkehren und lautet dann: 


»Giebt es ein zu R, projective Curve C, w'e* Ordnung, welche mit 
R, v sich selbst entsprechende Punkte uw, hat, so giebt es eine Func- 


n-+r 
tion F’ (A) (n+r)" Ordnung (r = v — w— 2), deren re Polaren 
conjugirt zu den Functionen g;(4) sind und welche sich darstellen liisst 
als eine Summe von v Potenzen der linearen Functionen (A — wy). Der 


zu R, perspective Biischel (n —r—2)'" Ordnung, welcher zu a (a) 
gehért, ist auch perspectiv zu C,.“ 
Den Beweis werde ich seiner Einfachheit wegen unterdriicken. 
Ist w = 0, v =r + 2, so reducirt sich C,, auf einen Punkt, durch 
welchen alle Strahlen des Biischels (n —r—2)'*" Ordnung gehen; Lt, 
hat einen (r+ 2)-fachen Punkt. 


2) Nach (§ 1,2) gehéren zu den zu R, perspectiven Strahlen- 


n—1 
biischeln (n —1)'*" Ordnung beliebige Formen F' (4). In analoger Weise 
wie oben liasst sich nun folgender Satz beweisen : 


»Liasst sich die Function "F (a) darstellen als eine Summe von v 
Potenzen der linearen Functionen (A—jp,), so lisst sich durch die 
Punkte uw, von R, eine zu R, projective rationale Curve C,-; (v—1)'" 
Ordnung legen, welche mit R, diese Punkte entsprechend gemein hat. 
Die Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte von R, mit C,_, geben 


n—t 
den Strahlenbiischel (n— 1)" Ordnung, welcher zu der Function J’ (A) 
gehért oder C,_, ist perspectiv zu diesem Biischel.“ 


n—1 
Nehmen wir zunichst an, F (A) sei eine beliebige Function, so 
n—1 
lisst sich bei geradem m eine Darstellung von F' (A) durch eine Summe 


von : Potenzen machen. Es ist dann wa BT und C,, ist die 
Erzeugende niederster Ordnung des Biischels. Ist dagegen n ungerade, 
so giebt es im Allgemeinen oo' Darstellungen von P (a) durch eine 
Summe von att Potenzen, Wir erhalten oo' Curven C,, (w=">" A 
welche perspectiv zu dem Biischel (n—1)'" Ordnung sind. 


n—1 
Verschwindet die Katalectikante von F(A), ist also diese Form 
n—1 


darstellbar durch eine Summe von = 





Potenzen, so giebt es eine 
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zu dem Biischel (n— 1)'*" Ordnung perspective Curve .— ‘ee Ordnung. 
Der Biischel ist specialisirt. 


n—1 
Ist F' (A) eine Summe zweier Potenzen, so hat der Biischel (n — 1)'*" 
Ordnung eine (m — 2)-fache Tangente. 


n—l 
Ist F (A) selbst eine Potenz, so ist v = i, w = 0 d. h. alle Strahlen 
des Biischels (n—1)'* Ordnung gehen durch einen Punkt, welcher 
auf R, liegt; man hat es mit einem (n—1)mal zihlenden Biischel 
erster Ordnung zu thun. 


g 4. 


1) Es giebt im Allgemeinen eine endliche Anzahl ¢, von zu R, 
projectiven Curven C, w' Ordnung, die mit R, (8w+2) Punkte ent- 
sprechend gemein haben. Wir wollen die Zahl ¢, bestimmen. Es ist 
hier zu setzen: 


v=3w+2; r=v—w—2=—2w. 


Es giebt nun oo*-*"-$ Functionen P (a), von welchen jede sich linear 
aus (n—2r—2) derselben zusammensetzen liisst (§ 2, 1). ¢,. derselben 
miissen sich nach § 3 darstellen lassen als eine Summe von v Potenzen 
linearer Functionen. 
Folglich haben wir die in 4 identische Gleichung: 
n—4w—2 3w+2 


n+2w 
>i hp PA (a) ob 9g4(A— [tg )* 2" oi 
1 


Hierbei sind die Functionen "F. als bekannt anzusehen, dagegen die 
Gréssen hp, gy, , als Unbekannte. Polarisiren wir diese Gleichung 
nach den (3w -+ 2) Gréssen u,, so folgt eine Gleichung 

(n + 2w) — (Bw + 2) = (mn — w — 2)'er 
Ordnung in 4, deren simmtliche Coefficienten, welche nur von den 
h, und w, abhingen, verschwinden. Wir haben somit (n — w — 1) 
Gleichungen, welche linear sind in den (n — 4w — 2) Grdéssen h, und 
den (3w + 3) symmetrischen Functionen der w,. Eliminiren wir aus 
diesen Gleichungen die Gréssen hy, so erhalten wir, da: 


(n — w — 1) — (n — 4w — 2) = 3w+1 
ist, 





a (mn — w —1)(n—w— 2)...(n— 4w — 1) 
- 1.2 (30+1) 





linear unabhiingige Gleichungen (nm — 4w — 2)' Ordnung in den 
(3 + 3) symmetrischen Functionen der w,. Lésen wir von diesen 
symmetrischen Functionen die Grésse w, ab, so haben wir ¢’ lineare 


























Ebene rationale Curven, 571 


Gleichungen zwischen den Producten und Potenzen (n — 4w — 2)! 
Ordnung der symmetrischen Functionen von uw, ... Usw42, deren es 
(30 + 2) giebt. 

Diese Producte und Potenzen, deren Zahl bekanntlich ebenfalls 
gleich ¢’ ist, kénnen somit aus den zur Verfiigung stehenden Glei- 
chungen eliminirt werden. Es folgt eine Gleichung von der Ordnung 
t’'(m — 4w — 2) in w,. Da nun je v=3w eg 2 Werthe von mp, zu- 





sammengehéren, so finden sich ¢’ ~ es = verschiedene Lésungen 
des Problems. Es giebt also: 

__ (n—w—1)(n—w—2)... (n—40—2) 
(13) bo = 2... (80 +2) 


Curven C,, w'* Ordnung, welche so projectiv auf R, bezogen werden 
kénnen, dass eine C, und R, je (83w + 2) Punkte entsprechend ge- 
mein haben. 

Die Folgerungen hieraus sind sehr mannigfaltig. 

2) Setzen wir w = 0, so ist v = 2; C,, ist nullter Ordnung, reducirt 
sich also auf einen Punkt, welcher mit zwei verschiedenen Punkten 


von #, zur Deckung kommt. R, hat daher = ye- = Doppelpunkte. 
Fir w= 1 folgt vo =5 


“o- (n — 2) (n — 8) oe —5)(m —6) — 
1 


1.2.3.4.5 


Bei der allgemeinen Curve R, giebt es daher eine Gerade, welche so 
projectiv auf KR, bezogen werden kann, dass sie 5 Punkte ent- 
sprechend gemcin haben, diese Gerade ist Doppeltangente des zu R, 
perspectiven Biischels dritter Ordnung. Unter den zu einer R, per- 
spectiven Biischeln vierter Ordnung giebt es im Allgemeinen 6, welche 
eine dreifache Tangente besitzen. Unter den oo? zu einer Ry, per- 
spectiven Biischeln fiinfter Ordnung giebt es 21 mit je einer vier- 
fachen Tangente. 


Soll bei der R, w= 1 werden, so muss die Bedingung erfillt 


sein, dass eine Function F(a) exisirt, dann aber giebt es oo' gerade 
Linien von der gewiinschten Lage, welche einen zu R, perspectiven 
Biischel zweiter Ordnung umhiillen. 

Soll bei der R, w= 1 werden, so miissen die zwei Bedingungen 
erfiillt sein, welche ein vierfacher Punkt der R, erfordert; dann aber 
giebt es oo? gerade Linien von der gewiinschten Lage. 

Analoges folgt, wenn wir w = 2 setzen. 

3) Kann eine zu R, projective Curve C,, so liegen, dass beide 
(3a + 3) Punkte entsprechend gemein haben, so muss eine Be- 
dingungsgleichung zwischen den Coefficienten aj, oder den Deter- 
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minanten |a,a,a,| bestehen, deren Ordnung wir bestimmen wollen. 
Wir verfahren in ahnlicher Weise wie in Nr. 1. 
Es ist hier: 


v=3w+3; r=—2w+l. 


Es giebt nun oo*—4v-5 Functionen F(A), von welchen jede durch 
(n— 4w—4) linear unabhingige unter ihnen darstellbar ist; eine muss 
eine Summe von (3w-+-3) Potenzen linearer Functionen von 4 sein. 

Wir haben die Gleichung: 


n—4w—4 380+3 


n+20-+1 
>? hp Fy (4) + >: I(A— je, Pett = 0, 
1 


1 


Polarisirt man diese Gleichung nach den (3w-+ 3) Gréssen u,, so erhalten 
wir eine in 4 identische Gleichung von der Ordnung: 


(n + 2w + 1) — (3w+ 3) = n—w—2 
oder (n—w— 1) Gleichungen in den Gréssen hk, und den symmetrischen 


Functionen der mw, lineare Gleichungen. Eliminiren wir aus ihnen die 
Gréssen h,, so finden sich 


t” xe 8 — 0 — 1) (8 ~ w— 2)... (H— 40—38) 
1.2... (80+ 3) 

Gleichungen, welche in den (n — 4w— 4) reihigen Determinanten 
der Coefficienten der F, linear und in den (3w + 4) symmetrischen 
Functionen der gw, von der Ordnung (n — 4w — 4) sind. Nun ist die 
Zahl der Producte und Potenzen (nm — 4w — 4)" Ordnung dieser 
(30 +{4) Functionen bekanntlich ebenfalls gleich ¢”, so dass sie 
eliminirt werden kénnen. Es folgt eine Gleichung, welche in den 
(n -- 4w — 4)-reihigen Determinanten der Coefficienten der F’, von 
der Ordnung ¢” ist. Nach (§ 2, 1) sind aber diese Determinanten pro- 
portional Functionen (r + 1) oder (2w + 2)" Ordnung der drei- 
reihigen Determinanten der a;,. Die gesuchte Bedingungsgleichung 
ist also in den dreireihigen Determinanten der a;, von der Ordnung: 

2(m — w — 1) (n—w— 2)... (m — 4 — 8) (w+1) 

1.2...(@3w+8) 

4) Ist w=—0, so hat man es mit der Bedingungsgleichung fiir 
einen dreifachen Punkt der R, zu thun. Sie ist in den |a,a,a,| von 
der Ordnung: (e— Hin Dies). Hieraus folgt, dass die Fliiche der 


dreifachen Secanten einer rationalen Raumcurve Rf, ebenfalls von der 
(m— 1) (n—2) (n—3) 
3 








Ordnung ist, Fiir die ebene R, findet man als 


5 
Bedingung fiir einen dreifachen Punkt, dass eine F(A) existirt, deren 
erste Polaren conjugirt sind zu den geraden Schnitten der R,, denn 
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jede Function fiinfter Ordnung lisst sich als eine Summe von drei 
Potenzen linearer Functionen darstellen.”) 


10 

Fir w—1, n=T7 muss es eine F(A) geben, was aber die 
Erfiillung zweier Bedingungsgleichungen erfordert. Sind diese aber 
befriedigt, so giebt es co! gerade Linien von der gewiinschten Lage, 
welche einen zu R, perspectiven Biischel zweiter Ordnung bilden. 

5) Es giebt im Allgemeinen oo' zu R, projective Curven C,,, 
welche so liegen, dass (3w + 1) entsprechende Punkte beider Curven 
sich decken, Zwischen den Parametern mw, und mw, zweier solcher 
Punkte besteht dann eine Correspondenzgleichung, welche nach dem 
Vorhergehenden leicht aufgestellt werden kann. Wir finden zwischen 
(u;-+#.) und w,u, eine Gleichung von der Ordnung: 

(n —w— 1)\(n—w—2)... (n— 4w) . 
1.2... (8w0—1) 
Fiir w = 1, folgt als Ordnung dieser Gleichnng: 
(m — 2)(m — 8)(m — 4) ; 
2 








Hieraus kann man die Ordnung desjenigen Strahlenbiischels ableiten, 
dessen Geraden so projectiv auf R, sind, dass vier entsprechende 
Punkte sich decken. Sollen namlich die Punkte w, und w, von R, 
mit dem beliebigen Punkte z auf einer Geraden liegen, so besteht 
zwischen (u,-+-w,.) und (u,“,) eine Gleichung von der Ordnung (n— 1). 
Eliminirt man aus dieser und der obigen w,, so erhialt man fiir yu, 
eine Gleichung von der Ordnung: (m — 1) (n — 2) (n — 3) (n — 4). 
Die Wurzeln derselben gehéren zunichst paarweise zusammen, vier 
Wurzeln aber liefern dieselbe Gerade, weshalb die gesuchte Ordnung 
des Biischels gleich ist: 
Ip ee LH — 1) (mH — 2) (% — 3) (mM — 4) | 
3.4 

Fir w=1, n =5 folgt k—=2, d. h. die Geraden bilden hier den zu 
R, perspectiven Strahlenbischel zweiter Ordnung. Fir w=—1, n=—6 
folgt k= 10; die Geraden bestehen hier aus den Doppeltangenten 
der zu R, perspectiven Biischeln dritter Ordnung. Fir » = 4 muss 
die Bedingung erfiillt sein, dass R, einen dreifachen Punkt hat; dann 
aber sind alle Geraden der Ebene mit R, in der gewiinschten Lage. 


12 
Fir w= 2, n=9 finden wir eine F(A), deren dritte Polaren 


12 
conjugirt sind zu den g,(4). F(a) lasst sich auf co! Arten durch eine 
Stmme von sieben Potenzen linearer Functionen (4 — u,) darstellen. 
Jedesmal liegen die sieben Punkte uw, der R, auf einem Kegelschnitt. 





*) Meyer, a. a. O. 
Mathematische Annalen. XXXVIII. 38 
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Alle diese Kegelschnitte sind perspectiv zu dem Strahlenbiischel vierter 
Ordnung, welcher selbst perspectiv zu R, ist. 


Fir w= 2, n= 10 finden wir oo' Formen F(a), von welchen 
jede auf eime Art durch eine Summe von sieben Potenzen (4—u,) 
darstellbar ist. Jedesmal liegen die sieben Punkte wu, auf einem Kegel- 
schnitte, welcher perspectiv zu einem der co! Strahlenbiischel fiinfter 
Ordnung ist, welche R,,. erzeugen. 


g 5. 


In einigen Beispielen mége das Vorstehende etwas niher aus- 
gefiihrt werden. 


1) Curven eweiter Ordnung. R, ist gegeben in: 
oy; = Ain A? + 434A +o aje. 
Wir haben die zu den geraden Schnitten eines Biischels conjugirte 


Form: 

f(A) = dy A? + 21,4 + B,,; 
die zu R, perspectiven Strahlenbiischel erster Ordnung haben dann 
die Gleichungen: 


by A+d,,—O0 und b,4+ 56, —0 
oder nach (§ 1, Gl. (8) 
|ga,a,|4 + |2a,a,|—=0 und |sa,a,|4+|za,a,| = 0. 
2) Curven dritter Ordnung. R, ist gegeben in: 
OX; = aio A* + aid? + aizd + ais. 
Fiir die zu R, perspectiven Biischel zweiter Ordnung folgt: 
| big 4 + Dy, by 4+ Dios Din4 + By, 
bog A + bos, ba A + boo, Dy + bys 
und fiir den Biischel erster Ordnung: 


= 0 














Bio bi, Dy» 
bi, Dio bis = 0 
' boo A + boy, baA + boo» Bod + bos 


oder in symbolischer Schreibweise, wenn wir setzen: 
f(A) = a = ay; f,(4) = B, 
(aac’)* (@ B) (a'B) B, = 0. 
Die Determinante berechnen wir weiter in: 
bio bi by» | Big Bi bi» 
boo bay bo» bay by» bes 
Diy Dyn Ds bi Dip ys 


A 


























Ebene rationale Curven. 575 
oder nach (§ 1, Gl. (6)) 


A {b,,| 2a, | — b,, | 2a,a3| + B45 | 2a, a, \} 
— byq| 2a, | + By, | #aq a, | — by. | aya, | = 0. 


§ 6. 
Curven vierter Ordnung. 
1) Wir haben hier zwei linear unabhingige zu den geraden Schnitten 


der R, conjugirte Formen f, und f,. Die Gleichungen der zu R, 
perspectiven Biischel zweiter Ordnung sind nach (§ 1, 3): 


Dy + bi, by,4 + Dia, bya + bi3, by + bi, 

Dood Days Day A Bog, Dagd ++ dog, Dag d + dy4| 

By + bs, ? bss A + bso, by. + Dsss bsg + bs, ee 
bro Dra bre brs 


wobei » = 1 oder 2 zu setzen ist. 
Ist symbolisch: 





0 





fp=eati=alts fyp= pit; f=, 
so dass r=), q = " ist, so haben -wir fiir die Bischel zweiter 


Ordnung den symbolischen Ausdruck: 


(aar’)? («B) (ay) («’B) (ay) (By) Bara = 0. 
In nicht symbolischer Art schreiben wir die Gleichung eines 
solchen Biischels in: 


w,(A) = a, + B,A + Yra? =), 
Hierbei ist: 
et, = — dys |b, bybg| ++ br2 |b, bb,| — ber |b, b3b,| + bro |b.b50,|, 
By = — brs |bgb.bs| —- bra { |byb. b,| + |, b,bs| } 
— brs { |b, b,b4| + | 93 b,| } + bro| b,b30,|, 
Yr = — pa | D9 b, b| — brs | by b, by | + br 2|b9b2b5| + Or |b, by d5|. 


Nach (§ 1, Gl. (6)) ersetzen wir nun |b)b,b,| durch |za,a,| ete. 

2) Die Functionen 7,(4) sind simultane Covarianten der drei 
Formen f,(4) (41, 2,3), welche ich bei einer friiheren Gelegenheit 
schon betrachtet habe.*) Die Resultante Ry,,y, von y, und y, ergiebt 
sich demnach in: 


*) Siehe diese Annalen Bd, XXXV, 8S, 395. 
38* 
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le B Dig Dis Dio by 

baee<dees | Se Se Se 
Ry,,v, — | By B, V2 7 

le B Dis Dio by Dio 

ee a A, 





Der erste Factor der rechten Seite dieser Gleichung gleich Null gesetzt, 
giebt die Gleichung der Curve R,. Der zweite Factor gleich Null 
gesetzt, giebt die Bedingung dafiir, dass f, und /, die ersten Polaren 
einer Form fiinfter Ordnung sind. In diesem Falle haben ¥, und y, 
einen gemeinsamen linearen Factor, welcher den zu R, perspectiven 
Strahlenbiischel erster Ordnung darstellt. Ist die Form finfter Ord- 
nung gegeben in 


5 
F(A) = m, + 5m,4 + 10m, A? + 10m,43 + 5m, at + m,A® 
und setzen wir symbolisch 


F(a) = mS = mi = mi"; fy(d) = 0, 
so ist: 
(m mi’)? (mm'")? (mm)? (m y) (m'y) (my) 72 = O 
die Gleichung des zu R, perspectiven Biischels erster Ordnung und 
ihre linke Seite ist der den Functionen y, und y, gemeinsame lactor. 


In nicht symbolischer Schreibart erhalten wir nach (§ 1, Gi. (9)) 
die Gleichung dieses Biischels in: 


m Mm, M, Ms; M, Mm M™ MM; 
Bi, Dy. Dyy Dy a Bin Oy, Dyn Ds —0 
Boy D2 Dag bay Boy Ba, Day Dag 3 
by, B52 gg gy By 5, gy Dg 


welche mit Hiilfe von (§ 1, Gl. (6) noch umzuformen ist. 
3) Bleiben wir bei der allgemeinen R, stehen, so kénnen wir uns 
die Gleichung ¥, — 0 in folgender Weise geschrieben denken: 
3 


3 3 
2 DF aims + A 14:0; + 12,0, = 0. 
1 1 1 


Die Gleichung |wvw| =O sagt dann aus, dass der Strahlenbiischel 
zweiter Ordnung auf einen solchen erster Ordnung sich reducirt. Dies 
ist auf zwei Arten méglich, erstens indem aus der Gleichung des 
Biischels ein von g unabhingiger in 4 linearer Factor heraustritt und 
zweitens indem wir es mit einem zweimal ziahlenden Biischel erster 
Ordnung zu thun haben. Dem entsprechend hat |uvw| zwei Factoren. 


Es folgt: 
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bi, bis bie by 











bea 0,3 0, 
| [a fe el te ae Oy 
T\uvw| = | drs bre bil: ° 
b b b bi; Dio bi, Dio 
a / . ev bos Doo by, Dao 





Verschwindet der zweite Factor des rechts stehenden Productes, 
so hat R, einen dreifachen Punkt. Verschwindet aber der erste Factor, 
so bilden die Wurzeln von f,(4) eine harmonische Gruppe und f,(A) 
selbst ist die Summe zweier vierter Potenzen. y,—0O ist dann die 
Gleichung eines doppelt ziihlenden Strahlenbiischels erster Ordnung, 
dessen Mittelpunkt ein Doppelpunkt von R, ist. 

Es kann der Fall eintreten, dass der erste Factor fiir die oo! 
Functionen /, verschwindet; dann hat R, co' Doppelpunkte oder 
reducirt sich auf einen zweimal ziihlenden Kegelschnitt. Die Func- 
tionen f, besitzen einen gemeinsamen quadratischen Factor, welcher 
conjugirt ist zu den Restfactoren der /;. 


§ 7. 
Curven finfter Ordnung. 
1) R, sei gegeben durch die Gleichungen: 


§ 
ox = >} tin Ae, 
0 


Es giebt drei linear unabhiingige zu den geraden Schnitten der 
R, conjugirte Formen f,, f., f;. Wir finden somit oo? zu R, per- 
spective Strahlenbiischel in folgendem Ausdruck : 


[Bid Dany Dip dH Vyas +o oy Dig AF Ds | 


(Day d + bai, - noe 

Hr =| Dygh + Ds, ae |=. 
| by A + Oy, ee ey by A + Das 
| bro brs tee bre \ 


Ist symbolisch: 
f(A) = an? = on; f(A) = Bs A= (Pd = 1, 2, 3) 
f,(4) = 02", 
so ist der symbolische Ausdruck des Biischels dritter Ordnung gegeben in: 
ty = (aer’)? (eB) (m’ B) (ey) (ce’ y) (aed) (ee’ 8) (By) (v9) (8B) Biyr.d, = 0. 


2) der zu R, perspective Biischel zweiter Ordnung kann nun aus 
den Functionen #, abgeleitet werden. Zwischen den drei #,(r—=1,2,3) 
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muss, da entsprechende Strahlen derselben durch einen Punkt gehen, 
eine von den x; oder den Coefficienten der f,(4) unabhingige lineare 
Relation bestehen, deren Coefficienten Functionen von 4 sind. 

Es kénnen nimlich die 7, auch definirt werden als Functionen, 
welche folgende Gleichungen befriedigen: 
ov, —_ bro C, + brs C3 + by2 Cy + bys ¢; -+ bra Cy, 
OY, sa bya Cy + bys Cs + bys Cy + Dra Cy + brs Co 


oA+o=—0; r—1,2,3,4. 


Durch Elimination der ¢,...¢, folgen dann in der That die obigen 
Ausdriicke fiir y,. Aus diesen Gleichungen folgt aber auch: 


Y Bro bit bio bis Dig 
v2 boo bo, bo» bos Do, 
Vs bso bs, bse bss bs, 


— Ady Dy Dyy Dy Dy ys 
at; Ay, ba boo bys boy bos 
— Arby by, Dye dy3 dg4 as 

Wird hier p statt 4 eingesetzt, so ist die linke Seite der Gleichung 
durch (A — mw) theilbar und nach Wegheben dieses Factors erhalten 


wit die Gleichung des gesuchten Biischels zweiter Ordnung. Der 
Factor von y, ist aber: 


und 








Dio + yy,» - +) Dig + Os | 

Doo ee Do, | 

a Dso 34 | 
| 











ets b 
Dox ee Dos 


35 
oder: 


Xr = (@B) (a B’) (ay) (@x’) (BB) (v7) (By) (Br) Br) Br’) au 
und es folgt: 
MV + V2 + %3¥3 = (A— Bw). 
Y = 0 ist dann die Gleichung des zu R, perspectiven Biischels 
zweiter Ordnung. 
3) Will man die Gleichung dieses Biischels nach (§ 1, Gl. (9)) 
direct aufstellen, so hat man zuniichst die Form sechster Ordnung zu 


bilden, deren erste Polaren conjugirt sind den geraden Schnitten der R,. 
Ist: 


6 
dann gelten die Gleichungen: 
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5 


Di(~ 1P mais» 0 


0 


und 
6 
> 1)? Mp Qi, 5—pi = 0. 
Daher ist: : 

A®& —6A5 2044 — 2043 1542 —6A 1 

As, a4 As G2 a a, O 

. Qs, G4 Ao Ao» Qo Ga 0 

F(a) =| %; 33 G32 31 Gy 0 
0 G5 G4 G3 G2 GQ, Ay 
0 Qos, Ay4 Ao Aq Aq, Ag 
0 35 O34 A33 A39 43, — A30 








Nach (§ 1, Gl. (9)) erhalten wir nun folgende Darstellung des zu 
R, perspectiven Biischels zweiter Ordnung: 


| Mo my mM, Ms m4 
m, Ms Ms mM, m, 
Y= My Ms my m, Me = 0 


by 4+ds,, by, 4+ d50, by. 4+ dys, bs34 + b,,, by, 4+ Dg, 
| Dy A+ Oy, by A+ Dye, bypA+h;, bys A+ dy, by A +04; 





6 
oder symbolisch, wenn F'(A) = m,® = m,'° = m,"® 


)? (mma)? (may) (my) (my) (md) (m’d) (m"S) (78) 728, =O. 

4) Dieser Biischel reducirt sich auf einen zweimal zahlenden 
Biischel erster Ordnung, wenn R, einen dreifachen Punkt hat; letzterer 
fallt mit dem Mittelpunkte desselben zusammen. Nach (§ 4, 4) muss 


’ ” 


Y =(mm’')? (mm 


dann F(a) als eine Summe von drei sechsten Potenzen darstellbar 


6 

sein d. h. die Katalectikante von F(A) muss verschwinden. Schreibt 
man die Gleichung des Biischels zweiter Ordnung in der Form: 

8 8 3 

aS ii aa A 12,0; + 12,0; = 0, 

1 1 1 
so folgt: 
M, Ms, M, Mz 
mm Hm MH ) Le. 
m Mm, Mm, M, 
Mm, M, M My 


t|uvw| = 
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E =O ist die Bedingung dafiir, dass R, einen dreifachen Punkt 
hat und stellt zugleich die Gleichung der Fliiche achter Ordnung dar, 
welche von den dreifachen Secanten einer rationalen Raumcurve fiinfter 
Ordnung gebildet wird. 

5) Die ebene Curve R,; erhalt einen vierfachen Punkt oder es 
giebt einen zu R, perspectiven Biischel erster Ordnung, sobald die 
drei Formen f,, f2, f, die zweiten Polaren einer Form siebenter Ord- 
nung sind. Es sind zwei Bedingungen zu erfiillen, welche sich in 
den a;, und den 0b, schreiben lassen, wie folgt: 


ie Gy, Az Ay Ay A. O || 











| O yy Ay yg Gyn Gy Ayo | 7 
| O Gg, ag a3 Ugg Ay, Agy | 
|| O dg, gq G33 Ggq Gy, gq || 
oder auch: 

| Oi Big Big Dyn yy 

i Dy, Day Dy, Day by 

} Dy; 3, O53 bgp Dg, =. *) 

| Diy ys Dyn Dy Oyo 

! bey do5 Dae by, deo 

|| Bs, B33 Dyy bg, gy 

§ 8. 


Ueber die zu R, perspectiven Curvenbiischel. 


1) Die Geraden eines Strahlenbiischels mit dem Mittelpunkte ¢ 
schneiden R, in co' Punktgruppen, welchen oo! Formen g;(A) ent- 
sprechen. Diesen sind nun conjugirt (w — 1) linear unabhangige 
Functionen /,(4), welche bekanntlich**) im Allgemeinen die (n— 2)ten 


2n—2 
Polaren einer bestimmten Form F (4), (2n—2)ter Ordnung in 4 sind. 
Aus der Beziehung (§ 1, (5): 


Qf = Pp (— 1) Aip bn-1,0—9 
0 
folgt nun, wenn: 


*) Vergl. Journal fiir Mathem. Bd. 104, S. 55. 

**) Vergl. Friedrich: Die rat, Plancurve [V. Ord. im Zusammenhang wit 
der biniren Form 6ter Ord. Giessen 1886 und W. Stahl: Ueber eine neue 
Darst. der Resultante zweier Formen gleicher Ord. D. Ann. Bd. XXXV, 8, 395, 
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an—2 "a (2n — 2 
F(a)= >( ‘ ) M, 2*"-2-?, 
0 


0% = >(- 1)? Metp Gi, n—p 
fiir . 
t=0,1,2,...,(n—2); t—1, 2,3. 
Wir haben somit (8x — 3) lineare Gleichungen zwischen den 
(n — 1) Gréssen g, und den (2n — 1) Gréssen M,. Die Form F (2) 


ist folglich bestimmt und ihre Coefficienten sind Functionen (m—1) ter 
Orduung der Determinanten |¢a,a,|. 


2n—2 
Fiir jeden Punkt z der Ebene ist die Form F(A) im Allgemeinen 
2n—-2 
eindeutig bestimmt. Liegt 2 auf R, in dem Punkte w, so wird F (A) 


gleich der Potenz (4 — w)**-*. Liegt aber ¢ in einem q- fachen Punkte 
der R,, welchem die Parameterwerthe u,, u....@, zukommen, so 


2n—2 
ist F(A) nicht mehr vollstindig bestimmt, sondern es ist: 


Fa) = Sed — a)" 


wobei die k, ganz beliebige Constanten sind. 
2) Die Gleichung: 
"P(a) =0 
stellt nun eine Curve D,_; von der Ordnung (n — 1) dar, welche R, 
in dem Punkte 4 in (2m — 2) unendlich benachbarten Punkten schneidet, 


2n—2 
weil fiir 2; == g;(u) die Form F(A) den Factor (4 — uw)?" erhilt. 
Da die Gleichung: 


> ba — w= 0 


1 


bei gegebenem Werthe von 4 fiir die Gréssen k, unendlich viele 
Lésungen giebt, welche sich aus (q — 1) derselben linear zusammen- 
setzen lassen, so hat die Curve D,_; auch (q — 1) Zweige, welche 
durch den g-fachen Punkt der R, gehen. Sind die Doppelpunkte der 
R, saimmtlich von einander getrennt, so schneidet D,, die Curve 


R,, in den Sa ve=s Doppelpunkten und beriihrt sie in einem 
Punkte (2m — 3)-fach. Hierdurch sind, da: 
2m — DO) + on —2— n(n — 1), 


alle gemeinsamen Punkte beider Curven erschdpft. 
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2n—2 
Ersetzt man in F'(4)= 0 die Potenzen 4” durch die Gréssen 


(— 1)’ s, und setzt dann 2; = g;(u), so reducirt sich die Gleichung auf: 
2n—2 


> ay *) Sp U2"-2-P = y(u) = 0. 


2n—2 
D.h. Wird F(A) =O polarisirt nach den (2n — 2) Wurzeln einer 
Gleichung z4(u) = 0, so erhilt man die Gleichung einer Curve D,_,, 


welche R, abgesehen von den Doppelpunkten in Punkten schneidet, 
deren Parameter gegeben sind, durch y(u) = 0.*) 


2n—2 
3) Unter den Polaren der F(A) befinden sich nun auch alle 


Functionen "F (a), deren simmtliche rten Polaren conjugirt sind zu 


den drei Functionen ,(4) und zwar gilt folgender Satz, dessen Beweis 
ich seiner Einfachheit wegen unterdriicke: 


2n—2 
Polarisirt man die Function F’(A) nach den (n — r — 2) Para- 
metern, welche den durch den Punkt ¢ gehenden Strahlen eines zu 
R, perspectiven Strahlenbiischels (n — r — 2)ter Ordnung zukommen, 


so erhalt man die Function F(a) , zu welcher der Strahlenbiischel ge- 
hort. Dies gilt auch noch fir r= — 1. 


2n—2 
4) Polarisirt man F(A) nach den m Parametern von Punkten 
der R,, welche auf einer Geraden uw liegen, so lést sich der Factor 


(ws) ab, da F (A) conjugirt ist zu alien durch ¢ gehenden geraden 


n—2 
Schnitten. Es ergiebt sich eine Function F,(4) von der Ordnung 
(m — 2) in 4 und den Coordinaten 4;. 


n—2 
F,(4)=0 


ist die Gleichung einer Curve D,-2, welche R, in den Doppelpunkten 
schneidet und (m — 3)-fach in dem Punkte 4 berihrt. 


Polarisirt man ferner F(a) = 0 nach beliebigen (n — 2) Para- 
metern, so erhilt man die Gleichung einer Curve D,-2, welche R, 
abgesehen von den Doppelpunkten in den (m — 2) Punkten schneidet, 
zu welchen die Parameter gehéren. Wir haben somit co"*-*? Curven 
(m — 2)ter Ordnung, welche durch die Doppelpunkte der R, gehen. 

Nimmt man (» — 3) Punkte auf R, fest an, so gehen durch sie 
noch oo! Curven D,_:, welche einen zu R, perspectiven Curvenbiischel 
(m — 2)ter Ordnung bilden. Die Grundpunkte des Biischels bestehen 


*) Herr Friedrich hat von andern Gesichtspunkten ausgehend die Glei- 
chung von D,,_, aufgestellt. a, a. O. 
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aus den (w — 3) festen Punkten und den Doppelpunkten der R,. Es 
finden sich somit noch Saas Grundpunkte, welche ausserhalb 
R,, liegen. Zu je (n — 3) Punkten der R, gehért somit eine Gruppe 
von =e Punkten ausserhalb der R,. 


5) Zwei verschiedene zu R, perspective Curvenbiischel erzeugen 
eine Curve (2m — 4)ter Ordnung, von welcher R, ein Theil ist. Der 
andere Theil ist deshalb eine Curve C,, (m — 4)ter Ordnung, auf 


welcher zwei Gruppen von Sse Punkten liegen. Da die 


beiden Curvenbiischel durch lineare Combination oo! Curvenbiischel 
ergeben, welche dieselbe Curve (2m — 4)ter Ord, erzeugen und jeder 
derselben auf R, (nm — 3) Grundpunkte besitzt, welche mit den beiden 
ersten Gruppen von (n — 3) Punkten zu einer Involution erster Stufe 
gehéren, so enthilt die Curve C,4 einfach unendlich viele Gruppen 


von je Soden o Punkten. In dieser Weise gehért zu jeder In- 


volution (»—3)ter Ordnung erster Stufe auf R, eine Curve (m—4)ter 
Ordnung. 


6) Fiir die geometrische Bedeutung dieser Gruppen von e~He-4 


Punkten ergiebt sich noch Folgendes. 

Sind die (n — 3) Parameter der auf R, angenommenen Punkte 
identisch mit den (n — 3) Parametern der durch z gehenden Strahlen 
eines zu R, perspectiven Strahlenbiischels (n — 3)ter Ordnung, so ist 
die Gleichung von D,_: fiir jeden Werth des (m — 2)ten Parameters 


2n—2 
identisch erfiillt, weil die (n—3)'* Polare von F(A) nach den ersten 
Parametern conjugirt ist zu allen geraden Schnitten der R,. 

Die ausserhalb der R,, gelegenen a= ens Grundpunkte eines 
Curvenbiischels (n — 2)ter Ordnung haben also die Kigenschaft, dass 
durch jeden derselben (n — 3) Strahlen an einen zu R, perspectiven 
Biischel (n — 3)ter Ordnung gehen, deren Parameter iibereinstimmen 


mit denjenigen der auf R, gewahlten Grundpunkte, welche also diese 
Punkte enthalten. 


7) Fir die Curve R, erhalten wir z. B. 


(0 0 0 O 1 —8A 284? —5643 7044 —56A5 284° —8A7 as 


z0O00aqm a, @ Ga, a as, 0 0 0 
Fay—|92000 a a a a @& a OO 0 
00200 0 aw ay a, ay a, a, O 
00020 0 90 % % Ay a5 & 4, 
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und hieraus: 


\1—~3232-2400000000 0! 


|* 0 0 0 aawy-:+-+-:a; 000) 

8 

(4) =| ° x 0 0 Oaa-+ ++ a0 0): 
19 0 2« 0 OO@q--:--+a@ 90] 
10 0 0 # 00 0a4--.--a 


Hierbei sind die vier letzten Horizontalreihen je dreimal zu schreiben 
unter Hinzufiigen der Indices i (¢ = 1, 2, 3). 

Zu je zwei Punkten der R, gehért ein dritter P ausserhalb R,, 
welcher mit den beiden ersten und den sechs Doppelpunkten die neun 
Grundpunkte eines Curvenbiischels dritter Ordnung bilden. Der Punkt 
P ist nach dem Vorhergehenden der Schnittpunkt der beiden durch 
die ersten Punkte gehenden und ihnen entsprechenden Strahlen des 
zu Ki, perspectiven Biischels zweiter Ordnung. Fallen die beiden 
ersten Punkte zusammen, so fallt P auf den von dem Strahlenbiischel 
zweiter Ordnung eingehiillten Kegelschnitt. 

Wir finden leicht Folgendes, wenn wir die beiden auf R, zu 
wahlenden Punkte in einer Geraden mit einem Doppelpunkt der R, 
annehmen. Dem durch fiinf Doppelpunkte der R, gelegten Kegel- 
schnitt kénnen oo' Dreiecke einbeschrieben werden, welche dem zu 
R, perspectiven Strahlenbiischel zweiter Ordnung umschrieben sind. 

8) Bei der R, gehéren zu je drei Punkten der Curve drei Punkte 
ausserhalb derselben, welche mit den ersten und den 10 Doppelpunkten 
die 16 Grundpunkte eines zu R, perspectiven Curvenbiischels vierter 
Ordnung bilden. 

Die Dreiecke, deren Ecken die drei ausserhalb R, gelegenen 
Punkte sind, haben folgende Eigenschaften. Je zwei derselben sind 
einem Kegelschnitt einbeschrieben. Alle Dreiecke sind einem und 
demselben Kegelschnitt K umschrieben, dessen Tangenten projectiv 
sind zu der Schaar von Strahlenbiischeln dritter Ordnung, welche 
perspectiv sind zu R,. Liegen die drei Punkte auf R, so, dass die 
ihnen entsprechenden Strahlen eines bestimmten dieser Biischel durch 
einen Punkt gehen, so kann dieser Punkt noch jede beliebige Lage 
haben und ist Eckpunkt eines der betrachteten Dreiecke. Die diesem 
Eckpunkte gegentiberstehende Seite des Dreiecks ist aber eine be- 
stimmte Tangente von K. 

Fallen die drei Punkte von R, zusammen, so sind die Punkte 
des entsprechenden Dreieckes die Riickkehrpunkte von drei Strahlen- 
biischeln dritter Ordnung. Der Ort dieser Riickkehrpunkte ist eine 
Curve sechster Ordnung, welche von einer Tangente ¢ des Kegel- 
schnittes K in drei solchen Punktepaaren geschnitten wird, dass die 
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durch je ein Paar gelegten Tangenten von K sich treffen in einem 
Riickkehrpunkte des zu ¢ gehérenden Strahlenbiischels dritter Ordnung. 

Die durch neun Doppelpunkte der R, gelegte Curve dritter Ord- 
nung L, steht mit K in der Beziehung, dass es oo! vollstiindige Vier- 
seite giebt, welche K umschrieben und L, einbeschrieben sind. Ist 
die Curve R, von der vierten Classe, so sind dem Kegelschnitte K 
die unendlich vielen Dreiecke umschrieben , deren Eckpunkte die Riick- 


kehrpunkte jedes zu R, perspectiven Strahlenbiischels dritter Ord- 
nung sind, 


Aachen, Januar 1891. 


Nachtragliche Bemerkung: In Bd. XXXVIII, 8. 303 d. Ann. hat 
Herr Schumacher einen Satz tiber die Grundpunkte der zu speciellen 
R, perspectiven Curvenbiischel (n—2)'*" Ordnung verdffentlicht. Man 
erkennt leicht, dass derselbe aus den in § 8, (6) dieses Aufsatzes 
gegebenen allgemeinen Eigenschaften dieser Grundpunkte folgt. 


Mai 1891. 














Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren F-Reihe. 
Von 


L. PocnHammer in Kiel. 


§ 1. 


Die Bezeichnung F'(a, B, y, x), welche Gauss fiir die hypergeo- 
metrische Reihe 


14+ h e+ (oF) BCE) 24... 4 inf, 


1.2.¥(y-+1) 
angewendet hat, mége in der Art verallgemeinert werden, dass 
(1) F( ee, 5 hay «+ + hm} Oy» Ony © + o> Qn—15 2) 


Oly Og... O 


on Oty (0g 1) ey (eg 1)... (4+ 1) ’ 
1+ Tent t 18-elntleletl).-0alat? tte 
gesetzt, und der letztere Ausdruck eine F-Reihe genannt wird*). Die 
in der Reihe (1) vorkommenden Constanten zerfallen in die zwei 
Gruppen @,, @,,..-, @m(Zihlergruppe) und g,, @,.. +) Qn—1 (Nenner- 
gruppe), welche bei der obigen abgekiirzten Bezeichnung sowohl von 
einander als vom Argumente x durch je ein Semicolon getrennt sind. 
In Bezug auf die positiven ganzen Zahlen m und m setzt man voraus, 
dass m< mn sei. Fiir m > m wird die Reihe (1) divergent. Der Fall 
m==n ist vom Verfasser in der Abhandlung ,,Ueber die Differentialglei- 
chung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe mit zwei endlichen 
singuliren Punkten “**), und der Fall m —m — 1 in der Abhandlung 
Ueber eine lineare Differentialgleichung n‘** Ordnung mit einem end- 





*) In einer im Jahre 187i verdffentlichten Arbeit ,,Ueber Relationen zwischen 
hypergeometrischen Integralen n'** Ordnung“ (Crelle’s Journal, Bd. 73, pag. 135) 
habe ich fiir eine hypergeometrische Reihe n't Ordnung (mit » endlichen singu- 
laren Punkten) das Functionszeichen F' mit dem Index n angewendet (I. c. p. 137). 
Es ist zu bemerken, dass diese Bezeichnung mit dem hier definirten Symbol 


F(a,..+, Gnd Ctr + + +r On—13 &) 
in keiner Beziehung steht. 
**) Crelle’s Journal, Bd. 102. 
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lichen singuléren Punkte“*) behandelt worden. Im Fall m= ist 
die Reihe (1) — die dann als eine hypergeometrische Reihe bezeichnet 
wird — innerhalb des um den Nullpunkt mit dem Radius 1 gezogenen 
Kreises convergent, wihrend sie fiir mod. z > 1 divergirt. Ist m <n, 
so stellt die Reihe (1), unter der Voraussetzung, dass keine der Con- 
stanten @,, Q2, +++, Qx—1 gleich Null oder gleich einer negativen ganzen 
Zahl ist, eine transcendente ganze Function von « dar. Denn die 
bekannten Kriterien ergeben, dass die Reihe fiir jeden endlichen Werth 
von £ convergirt. 

Die Reihe (1) geniigt, wie im Folgenden gezeigt wird, einer 
linearen Differentialgleichung m'** Ordnung mit rationalen Coefficienten. 
Fiir diese Gleichung ist im Falle m < m der Punkt 2 = 0 der einzige 
endliche singulire Werth, wahrend im Falle m =m der singulire 
Werth z= 1 hinzutritt. Die Zahl m hat auf die Ordnung der Dif- 
ferentialgleichung keinen Einfluss, Die Betrachtung wird auch auf 
den Fall ausgedehnt, wo die erste Constantengruppe a,, a, .. +, Gm 
ganz fehlt, die Zahl m also gleich Null ist. Indem man als Functions- 
zeichen dann den Buchstaben ¥ anwendet, definirt man 


& (01, Qo» ++ +» Ont} %) 
als die unendliche Reihe 
(2) B01) Qos + + +> Qn—13 4) = 


x Prd ‘ 
— 1.01 02++-n—1 + TeeFiveleti)ten@eatt) + or 


Fir dieselbe ergiebt sich ebenfalls eine lineare Differentialgleichung 
n' Ordnung mit rationalen Coefficienten, worauf in § 5 niher ein- 
gegangen wird. 


Im Anschluss an die bekannte Bezeichnung des Binomialcoefficien- 
ten (r beliebig, & eine positive ganze Zahl) 


(3) (ry = ed 


wird hier (wie in den friiheren Arbeiten des Verfassers) der Ziahler 
von (7), kurz [r], genannt; man setzt also 


(4) [r]l,k = r(r—1)(r—2)...(r—k+1), [7], = 1. 
Ausserdem wird unter aN , ebenfalls fir ein beliebiges r und ein 
positives ganzzahliges k, das Product 

(6) (If =rr+G+2)...¢+k—-D, [ry =—1, 


verstanden. Bei Anwendung dieser Bezeichnung nehmen die Glei- 
chungen (1) und (2) die Gestalt 








*) Crelle’s Journal, Bd. 108, 
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F (iy, Gq, ++) Gms Oy) Oar +++» Ont} 7) 








(1a) -> [old (old. . « [on] 
— [if Cole Colt... [en—alt 
k=@ ot 
2 > Ocr > s+) Gent; 2) = . 
(2a) Fei, e% Qn—13 2) 2 (1 Cet Coele- - « fens} 


an. 


§ 2. 


Es mige die lineare 3 bk gains ne Ordnung 


fant £Y 4 Lye & ae 


ae. 2 


+: -+ hice = ah ~ ew n.§ <t 
(6) 
Y 4. K, am? $ oy 


a”™ 
= wm = a K, gn — ‘ 


a” 


da m—1 
. + Ky-22" oe + K 12 $2 ian Eny 


betrachtet werden, in welcher K,,..., Kn, *% . ++, Ln. Constante 
bedeuten, und m<™m vorausgesetzt wird. Integrirt man diese Glei- 
chung durch einen Ausdruck von der Form 

(7) yet cart f...f catty poe, 

so findet man die Reihe (1) als eine particulire Lésung derselben, 
falls die Constanten K,,..., Kn» mit @,,..., @m, die Constanten 


D,,.-+, Dn. mit 0,,-.., Qn—1 durch gewisse algebraische Gleichungen 
verbunden werden. 


Durch die Substitution der Potenzreihe (7) entsteht aus (6), da 
(cfr. (4) 
gi- os 22-1 oe, [q+ 1]at+-- +e, [q+v]j art? +--- 
ist, die Gleichung 








Dl {(q]at Fe, [9+ 1at+----+o [a+r] ctr} 
™ > Kn-{{gha*+¢, [a+ lat +--+ ea [q--v—l attr +--+}, 


} 
i=m 


woselbst man 


zu nehmen hat. 
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Indem man den Coefficienten der Potenz a?-!, der niedrigsten 
vorkommenden Potenz von 2, gleich Null setzt, erhilt man die den 
Exponenten q bestimmende Gleichung 
(8) (a)n + Ly [ana + Ly[q]n—2 + +++ + Ln—a[dle + Lns[a], = 9- 
Kine Wurzel der letzteren Gleichung ist g==0. Die iibrigen n — 1 
Wurzeln derselben werden, da nach (4) die Factorielle [q]; gleich dem 
Producte aus g und [q—1],-: ist, durch die Gleichung 
[¢—1 x1 Ly fq —1 2+ L(g —1 nsf +++ Ln2[Q—1], + Ln 1 =0 
bestimmt. Man bezeichne die » — 1 Wurzeln durch 

— S45 —— Sqy* > *y — Sn—ty 
so dass fiir einen beliebigen Werth von € die Relation 
(9) . — Vn-1 + L, [6 — 1jne+---+ L,,-2|€ i) + Ln~1 
= (6 + 5) (E + 82) +++ (6 + Sn) 
besteht. 


Durch Vergleichung der Coefficienten von 2?+-1 auf der linken 
und der rechten Seite der oben angegebenen Gleichung findet man 


(fiir v = 1, 2 etc.) 
{(9+v]n +L, [G+ yn t+ + Ln-2[9+ 4]. + Lai [9+], } 
= {(g+v—1)n+K, [¢e—U mrt ++ + Km—1[¢-+v—1], + Kn} Cy—1. 
Der Factor von ¢, ist hierin gleich dem Producte 
(Q+%) G+4+5) G+Y+8) +++ (G++ 50-1). 


Denn derselbe unterscheidet sich von der linken Seite der Gleichung (8) 
nur dadurch, dass g + v an Stelle von qg steht. Man nenne ferner 


—b,, —b,+-°; — bn 

die Wurzeln der Gleichung m'*" Grades in § 

[$— Vm Ky [6 — 1 )m—1 + Ky [8 — m2 +++ + Km—1[6 — 1], + Kn =0, 
woraus (fiir ein beliebiges €) die Identitit 
(10) r _ 1m + K, (§ _ V}m—1 + thay + Kn [§ i 1), + Kn 

= (6 + by) (8 + 02) «+ + (E + Om) 

folgt. Wird die letztere Gleichung fiir §—gq-+ » angewendet, so 
ergiebt sich 

0 (Q+9+,) (g-+-e+b) ..-(d+7+6,) 
*= G+) @+o+8) G+9+%)...(+°48,4) OY 
woselbst q einen der Werthe 0, —s,, — s,, ++-, — S,-1 bedeutet. 
Um diejenige particuliire Lésung von (6), die zum Anfangsexponenten 
q = 0 gehdrt, auch in Bezug auf die Bezeichnung mit der Reihe (1) 


Mathematische Annalen, XXXVIIT. 39 


Cc 
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iibereinstimmen zu lassen, definirt man die Constanten a,,..., @m, 
@:, +++) @n-1 durch die Gleichungen 
(11) b, =a, —1, bb — a, —1,--+, by = om — 1, 
(12) 8 = 0,—1, = —1,°°+, & 1 — Ou — 1, 
so dass die Werthe 
0, 1—e,, 1— @,.-..,1 — Ona 
die Wurzeln der Gleichung (8) sind. Dann ist ¢c, mit ¢,, durch die 
Relation 
Oh se ee es CFO 8 
(13) = G4ey@te+o—NG+eat—1)...G+eante) oO 
verbunden. 
Im Fall gq = 0 folgt hieraus 
ay ae ote an 
1. Op Oe++- On_y 


ee a Cee 
"WF Cel Leal «= [eas 
Mithin ist die Reihe (1) 
P(e), 5. + +) ms Ors Oxy +++) Qu-13 2) 
eine particuliire Lésung der Differentialgleichung (6). 
Die iibrigen particuliren Integrale haben, nach (8) und (12), die 


Anfangsexponenten 1 — g,, 1—@,,..-.1— Qa. Ist g=1—a,, 
so wird 





“>= 


? 


(%1— e+) (@— e+) te + (4m — @: + ¥) P 
v(v-+1—e,)(Q2—e1 +») (Os—er +)... (Ona)? 
und eine analoge Gleichung gilt in den Fillen gq=1—Q,,...,1—@n-1. 
Die Gleichung (6) hat also die » — 1 mehrdeutigen Integrale 
@—O, +1, &—O+1,:..,¢m—Q,+1; ) 
2— 01, C2—O+1, C3—O+1, ~~.) Ona— +1; 2/7” 


Y= 





n-oF ( 


gen BP . —On-1$ 1, &, — Oni tL, +. ¢m— Ona + 1; ) 
2— On—1, Qy— On-1 +1, 0. — On—r FI, «+1 On-2— On + 1; & 
Ks wird vorausgesetzt, dass keiner der Werthe 9;, e; — ox gleich 
einer positiven oder negativen ganzen Zahl oder gleich Null sei. Dann 


stellen die obigen » Reihen das vollstindige Integral der Gleichung 
(6) dar. 
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§ 3. 

Die Beziehungen zwischen den Constanten K,,..., K, und 
@,, .++) @m Werden durch (10) und (11), die Beziehungen zwischen 
DT,, +++, Ln-1 und @, ..., Qn durch (9) und (12) angegeben. Es 
bleibt tibrig, die Werthe K,, ..., Kn, Z,,..., Dai als Functionen 
VON @,,..+, &m, TESp. VON Q,,-.-.-, On—1 herzustellen. 

Man bezeichne durch A,, A,,...,Am die elementaren symmetrischen 
Functionen der Gréssen a@,,..., @m, durch R,, R,,..., Ras die der 
Gréssen. @,,...-, Qn-1, SO dass fiir ein beliebiges ¢ die Gleichungen 


‘a epee: ty)... (2 + Om) 
(14) =e + Age... te An it + Am; 
ne feted o--- 64 009 

) = g-14 Rigt24... + Ry se + Ry 


bestehen. Wird in die aus (10) und (11) folgende Identitiit 


[€ ~ Wm + Ky [E — Vm +: ++ Kmail — 1], + Kn 
= (€—1-+ 4) (€ —1+44,)-+-(€—1+ an) 


€ — 1 —g¢ substituirt, und die Gleichung (14) beriicksichtigt, so hat 
man 


16 ye + K,[2)m-1 + +++ + Kn-i[4], + Kn 
(7 = at Ayam tees + Anis + Am. 


In derselben Weise wird aus (9), (12) und (15) mittelst der Substitu- 
tion § — 1 — ge die Gleichung 


a + DL, [2]n-2 + +++ + Ln-2[2], + Lr 
=e tt Re? t.--+ Re + Ras 
abgeleitet. Da die Gleichungen (16) und (17) fiir jeden Werth von ¢ 
gelten, so kann man durch Vergleichung entsprechender Ausdriicke 
der betreffenden linken und rechten Seiten Relationen zwischen den 
Constanten gewinuen. Allerdings wiirde die Vergleichung der Coef- 
ficienten der einzelnen Potenzen von z (nachdem man die Factoriellen 
[2]; ausmultiplicirt hat) nicht die gesuchten Werthe von K,,..., Z,,... 
ergeben, da vielmehr Gleichungen fiir A,,..., R,,.., entstehen 
wiirden, Um die Ausdricke von K,,...,Z,,... als Functionen von 
A,,..., R,,... 2u erhalten, entwickelt man in (16) und (17) die 
rechts stehenden Potenzen von zg nach Factoriellen und setzt dann die 
Coefficienten der einzelnen Factoriellen links und rechts einander gleich. 
Zunichst wird aus den genannten Gleichungen, indem man den 
Werth 2 = 0 benutzt, der Schluss gezogen, dass 


Kn = An = GG, +++ Gp, 
L,-1 = R= Q, 02° ° * On-1 


(17) 


(18) 


89* 
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ist. Nach Forthebung der Summanden K,,, An, In-1, Ra: lassen 
sich die Gleichungen (16), (17) durch ¢ dividiren, da nach (4) 


[2]: == e[¢ — 1-4 
gesetzt werden kann. Man gelangt auf diese Weise zu den Identitiiten 
19 re + K,|¢—1)m-2 + +--+ Kn-2[#@—1), + Kn-1 
( ) = 21+ Agr? +--+ + Anot + An-i, 
20 {Y —Vn-2 + LD, [@— Ins + +++ + La-sl@—1], + Ln-2 
OO) arte Rete. + Rese + Bae. 
Nun besteht, wenn p eine positive ganze Zah!, und ¢ eine beliebige 
Grésse ist, die Gleichung 
dy? + d& [e—1), + A? [e—1}, +--+ 
+d” [e—1]p + +--+ GPafe—1]p-1 + G” [2-1], 
in der di”), d”,..., a.” positive ganzzahlige Constanten sind, und 
z—1}, nach (4) das Product 
{[e—1], = (e—1) (e—2)-- + (e—») 
bedeutet. Fir die Gréssen ad”) hat man, bei Anwendung der Bezeich- 
nungen (3) und (4), den Ausdruck*) 
| (CHEM? — he? + @—1)? — + 
(22) dy? — + (— IK e 8+ PH. + (= IY (a2, 


(21) 2? -| 


+(-1yl? 
und es gilt die Gleichung 
(23) dP = (v1) dh + a, 


welche die Grundlage weiterer Formeln fiir diese Constanten bildet**). 
Die rechte Seite der Gleichung (19) nimmt, wenn man gemiiss (21) 
die Potenzen von zg nach den Factoriellen [z — 1], entwickelt, die 
Gestalt 


*) Cfr. Th. Clausen, ,,Beweise der ersten Saitze der numerischen Facultiten“, 
Crelle’s Journal, Bd. 7, pag. 234. _ 


**) Man vergleiche § 8 der Abhandlung des Verfassers ,,Ueber die Differential- 
gleichung der allgemeineren hypergeometrischen Reihe etc.‘', Crelle’s Journal, 


Bd, 102, S. 114—123, woselbst auch der Anfang der Tafel der Coefficienten d‘?) 
angegeben ist. Man bemerke die Gleichungen 


AP) — 1, di?) 2? —1, di?) a1, d= (eroe, 


ap), — (P+ P(P—1)3p—2 gp) _ (P+1)p(p—1)(p—2) (p—1)(p—2) | 
p-2 1.2.3 a * 1.2.3.4 2 





Fir »>p ist di?) =o. 
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dima [8 — Un + {dea + Ay dea? } [2—1n—s 
t+ {dns? + Ay as? + Ay dn=s)} [2 —1m—s + - 
Hd? AGI? + AGI? ++ + Anne “P} [2M 
+++-+ ta + Aan fos ep Anca! } [eth 
+ ee + A, ay + A, dy" + peels + An—s dy’ + An—1dy” 
an. Der Vergleich mit der linken Seite von (19) 
© [@—Vm—1 + Ky [2 —1m—2 + K,[¢ —1m-s +: 
+ Kn—u(@—Vy-r ee Kn-2|¢—1), + Kn- 
liefert also fiir K,, K,,..., Kn-1 die Ausdriicke 
= dng) A, + ders? = A, + ES, 


ar, + or, “ P29, 





Ky- ,-— a 4a 1 -b i Am—2 +- ~+ i A, of er 
= An_1 + Ana +: ea et. 
Man fasst dieses Resultat in die Ghitsbue 


r.-> OT hes 
(24) 5 
ee ee pat ae? , + = 
+ dea? A, + ds, 
die fir w—1,2,...,m—1 gilt, zusammen, wobei 
(25) A, = R, =1 


gesetzt wird. 

Durch das namliche Verfahren formt man die rechte Seite der 
Gleichung (20) um. Da dieselbe aus der rechten Seite von (19) erhalten 
wird, wenn man m durch m —1 und A,, A,,... durch R,, R,,... 
ersetzt, so folgt aus (24) auch die Gleichung 


Dn—y—1 = A” Ray + a, Ry-»-2+ bib +d R, + ay";” 

fir v= 1,2,...,~—2. Man substituirt hierin y= —1; dann 
entsteht die Formel 

i=n 

Dn—~u =» d-> Rows 
(26) _ ‘ 
= Te Bai + GD? Bap Ges Ry—p-a + ++ 
+ dia R i + ap 
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in der die Zahl uw nach einander die Werthe 2,3, ..., » — 1 annimmt. 
Es ist also 


L, = dv R, + ae = R, dp Sen) | 
L, a= di"; OR, + (s—9) R Ry + a" #, 


“ages a ae ES 4B, +B 41. 


Die Gleichungen (18), (24) und r™ geben die gesuchten Aus- 
driicke fiir die in (6) vorkommenden Coefficienten K,,..., Ku» 
D,,. ++, Dn: vollstandig an. 


§ 4. 
Es soll fiir die Gréssen K;, LZ; noch je ein zweiter Ausdruck, der 
dieselben als Functionen von @,,..., @m, Tesp. Q,,-.+) Qx—1 Carstellt, 


abgeleitet werden. 
Nach (11) und (12) bedeuten b,, ..., Du, 8;,-.+) Sa—1 die Werthe 
@,—1,...,@_— 1, @, —1,...-, Qa — 1. 
Es mégen nun unter B,, B,,..., By und 8§,, S,,..., Sra die 
elementaren symmetrischen Functionen der Gréssen b,,..., bm, resp. 
S$}, +++) Sn-a Verstanden werden, so dass fiir jeden Werth von ¢ 


27 e + 6,) (é + by)... (8 + On) 
( ) = + Bom tt ee + Bad + Bu, 
(28) (€ + 8) (§ + 5.) .-- (8 + Sar) 


HOH SOPH + Sed + Ses 


ist. Durch Combination der letzteren Gleichungen mit (10) und (9) 
findet man die Identitaten 


99 al Im + K, oes +:+++ Kn [€—1], + Kn 
OO) Hert Bet +e + Buk + Bu, 


(30) sas n—1 + L, [g¢— 1) n-2 -f eee a L,»-2([§— 1], 4e _ 
= f-14+ S$ f?4+...4 5,064 8,1. 


Die rechte Seite von (29) geht aber, wenn die Formel (21) auf , 
¢”—' ete. angewendet wird, in die Summe 


dn” (E— Uw {es +B, AS} [8— Vn 
+ {dn s+ By dia? + By da } (E—Vm-2-+ + 
HG +B, Ge + Bad? fo + Bue [é—1]. 
tee { a + Bd $ ++ + Br} [F— 1), 
+ dy” + Bid? + Brad? + +++ Bus dy’ + Bud” 
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iiber. Da dieselbe fiir ein beliebiges gleich der Function 


[$—1]m + K,(g- Vm ss + K, —~u(E—1]u ++ Kn 
ist, so werden fiir K,, K,,..., Kn, die Werthe 


K, = a B, + d@, =B, + @rie 


K, = & B, + a B, + ds, ete. 
erhalten. Indem man 
(31) B, = 8, = 1 
setzt, hat man fiir w — 0, 1,2,...,m—1 die Gleichung 


Kn- “ -> dh Bn 


i=e 
= de Bent dt Bags He a, + a. 


Analoge Ausdriicke werden fiir L,, L,,..., Dn—1 mit Hiilfe der 
Gleichung (30) abgeleitet, deren rechte Seite sich aus der von (29) 
ergiebt, wenn man m, B,, B,,... durch n— 1, 8,,8,,... ersetzt. 
Die rechte Seite der Formel (32) stellt, wenn m — 1, v, S,,... an die 
“telle von m, uw, B,,... treten, den Werth von Z,_,-; dar; d. h. es 
ist, fiir v =0, 1,2,...,n— 2, 


(32) 


Lyra = Oy Spy + PS, ng foes aS, + dr”. 


Wird alsu » = w — | gesetzt, so hat man die Gleichung 


Law = >) dt Bu 
(33) = 


_ 4. + yt Sp pa +a’ S, + cS. 


die fir w= 1,2,...,n—1 gilt. 

Der Vergleich der Formeln (24) und (32) zeigt, dass wenn m 
beliebige Gréssen @,, a@,..-, %m mit m anderen Grossen 6,, b,,..., Um 
durch die Beziehungen 


a, = b, +1, a, == by + Dy e665 Om = Vm + 1 
verbunden sind, und A,, A,,..-, Am, B,, B,,..., Bn die oben 
angegebenen symmetrischen Summen bedeuten, die Gleichung 


i=m i=m 


(34) > @ Bri = > a? An 


i=“ i= 
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besteht, in der w irgend einer der Werthe 1, 2,..., m — 1 ist*). Im 
Fall w = 0 lautet (da di”) — 1 ist) die Gleichung (32) 

Kn = Bu + Bua + Bu-a+ +++ + B, +1. 
Andererseits hat man nach (18) fiir KX, den Ausdruck 


eons An == @,@,°°: a, = (6,+1) (b, +1) sat (On+ 1), 
der in der That mit B, + Bat +----+ 1 identisch ist. 


§ 5. 
Die Reihe (2) 
8 (1, Qo5 ++ +» On—1; 2) 
stellt, wie bereits in § 1 angefiihrt wurde, einen dem Werthe m = 0 
entsprechenden Grenzfall der Reihe F(a,, ..., Gm; Q,, - ++) Qn—13 %) 
dar. Setzt man in die Differentialgleichung (6) fir m den Werth Null 
ein, so reducirt sich die rechte Seite derselben auf den Summandus 
K,y. Es mige K,—=1 genommen werden, was keine Beschriinkung 
ist, da die genannte Constante durch Anwendung einer Substitution 


z= yx stets gleich 1 gemacht werden kann. Man betrachtet also 
die Differentialgleichung 











pi £Y +L, ie + L, x arty 
” a— n—2 
(35) dz dz da —_ 


a d 
tees Dnt $+ Dri sty 
in der L,, L,,..,, Ln-1 Constante bedeuten. 
Die Substitution der Potenzreihe 
(362) y—at ft Car 4 Oar 4... 4 Cart p... 


lisst aus (35), wenn unter Z, wieder der Werth 1 verstanden wird, 
die Gleichung 


? 


i=1 
D> Eni {ghee +0, [gt heat $+ + Gog okartt 4 ...} 
— {t+ C, 201 + +--+ CO, arte + Car +--+) = 0 
entstehen. Fiir den Anfangsexponenten q gilt wiederum die Gleichung 
(8). Hiner der Werthe von q ist also gleich Null; die tibrigen werden, 
wie in § 2, durch — s,, — 8, +++, — Sy. bezeichnet, so dass auch 





*) Dieses Resultat ist vom Verfasser auf einem etwas anderen Wege bereits 
in der obenerwihnten Abh. ,,Ueber die Differentialgleichung der allgemeineren 
hyp2rgeometrischen Reihe etc.“, Crelle’s Journal, Bd. 102, abgeleitet worden 
(Gleichungen (87) und (96), p, 128 und 134, woselbst m — 1 statt m steht). 
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hier die Identitét (9) gilt. Werden an Stelle von s,,s,,..., Sa—1 die 
Constanten @,, @,,-.- +) Qn—1 mittelst der Gleichungen (12) 

8, = @, — 1, 8. = — 1, - +, Sar = Oni — 1 
eingefiihrt, so findet man he 
‘ C,_1 
(37) alae +») @+ei+e—1)...@+e,ite—)) | 
Es sei zuniichst g = 0. Dann ergiebt sich die Reihe (2) als particu- 
lare Lésung von (35). Durch Benutzung der iibrigen Werthe von q, 

1— Q,, L—@,..-, 1— Qn, 

erhilt man die »— 1 mehrdeutigen particuléren Integrale der Glei- 
chung (35) 


B-OF(Z — OH, OC — At Os — +1 Ora — Oy +1; 2), 





a1 F (2b On—1, Oy — Ona + 1, Oy — Ona F 1, «++ On-2— On-1F 1} 2). 

Die Ausdriicke, welche in §§ 3 und 4 fiir Z,,..,, Dns abgeleitet 
wurden, bleiben auch fiir die Differentialgleichung (35) in Giiltigkeit, 
da die betreffenden Rechnungen ausschliesslich auf den Gleichungen (9) 
und (12) beruhen. Die Constanten Z,,..., Z,-1 werden also durch 
(26) und (18) oder auch durch (33) als Functionen der Gréssen 
O1> Qo»+ + +> Qn—1 dargestellt. : 


Kiel, im Januar 1891. 











Beziehungen zwischen den linearen Raiumen auferlegbaren 
charakteristischen Bedingungen. 


Von 


H. Scuusert in Hamburg. 


Wenn eine eckige Klammer einen linearen Raum bezeichnet, dessen 
Dimension gleich der in dieser Klammer befindlichen Zahl ist, wenn 
ferner durch das Bedingungssymbol (a), a,, @),-.., @p) vorausgesetat 
wird, dass ein [a,], in ihm liegend ein [a,_:], in diesem liegend ein 
[a@p-2] u. 8. f. bis [a,] gegeben ist, und wenn die einem [p] auferlegte 
Bedingung (a), @,, @,...-, @p) bedeutet, dass der [p] mit jedem [a;] 
einen [#} gemeinsam habe, so muss: 

(1) 0 Sa Ca, <a, < +++ <Caysn 

sein, damit fiir einen in einem [m] gedachten [p] die Bedingung 
(@), @,, @,..., @) Sinn hat. Wenn man aber den a alle mit (1) 
vertraglichen ganzzahligen Werthe ertheilt, so erhalt man, wie ich 
schon friiher gezeigt habe*), die Gesammtheit der charakteristischen 
Bedingungen des [p], d. h. derjenigen Bedingungen, durch welche 
allein sich jede sonstige einem [p] auferlegbare Bedingung bei Zu- 
grundelegung eines beliebigen Systems von [p] ausdriicken liisst. Anders 
ausgedriickt, die endliche Zah] der gemeinsamen Elemente zweier Systeme 
= und 2” von [p] ist eine Summe von Producten je zweier Factoren 
(Gradzahlen) derartig, dass immer der eine Factor angiebt, wieviel 
[p] des J eine gewisse Bedingung (a), a,,..., ap) erfiillen, wahrend 
der andere Factor eine analoge Bedeutung fiir >’ hat. Wegen der 
fundamentalen Rolle, die hiernach in der Theorie der linearen Riume 
diejenigen Zahlen spielen miissen, welche angeben, wieviel [p] keine 
andere als charakteristische Bedingungen erfiillen, habe ich schon 
1886**) alle Zahlen durch eine Formel zusammengefasst, welche zihlen, 


wieviel [p] ausser der allgemein gelassenen Bedingung (ap, a, Go, .-., @p) 
noch h Mal die einfache Bedingung 


*) Mitt. der Math. Ges. in Hamburg. Band I, 8. 134 bis 155, 
**) Acta Mathematica, Band 8, S. 117, 
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(n—p—1, n—p+1, n—p+2,---, n) 
erfiillen, wo 


h = dy + ay + a, +++ + dy — 5 P(p +1) 


sein muss, damit die Frage nach der gesuchten Anzahl x Sinn hat. 
Fiir diese Anzahl erhielt ich damals: 


(2) eae ht D 


! a! a! '? 
Ag: Ay: Agi... ay: 





wo D die bekannte Determinante ist, welche gleich dem Producte aller 
modglichen positiven Differenzen je zweier der Zahlen a), d,,d.,...)@p ist. 

Im Folgenden soll nun eine Verallgemeinerung dieses Resultats 
mitgetheilt werden, die der Verfasser gelegentlich seiner Aufsuchung 
allgemeiner Anzahlfunctionen fiir Riume zweiten Grades fand. Durch 
Vergleichung des neuen Resultats mit dem alten durch F. (2) aus- 
gedriickten, erhilt man eine interessante Relation zwischen der Deter- 
minante D und einer auf Binomialcoefficienten beziiglichen Determinaute. 


Fiigt man der einem [p] auferlegten Bedingung (ay, a,, a,, -.-) 4p) 

die schon oben erwaihnte einfache Bedingung ‘ 
(n—p—1, n—p+1, n—p+2,...,n), 
die wir kurz w nennen wollen, hinzu, so erhailt man*): 
(3B) (Ao) Gy) Boy « 0+) Up) Mh = (Ay — 1, Gy, Gg, .. +, Ap) + (Aq, @, —1, Gy, . «+, Ap) 
+ . =" -f- (ay; a) Oyy a | dp — 1). 

Fiigt man nun diese Bedingung wu immer wieder von Neuem hinzu, 
so gelangt man schliesslich nach h-maligem Hinzufiigen, wenn 


hay +a, +++ ++ dy — 5 P(p +1) 

ist, zu einem Vielfachen der Bedingung (0, 1, 2,..., p), die ausdriickt, 
dass der [p] gegeben ist, und dieses Vielfache ist dann die oben mit 
(2) bezeichnete Anzahl. Es hat aber das h-malige Hinzuftgen der 
Bedingung w auch dann Sinn, wenn h kleiner bleibt als die eben an- 
gegebene obere Grenze. In diesem Falle ergiebt sich eine Summe von 
Vielfachen von Bedingungen (b,, b,, b,,..., bp), wo nunmehr: 

(4) bo +b, +b, + +--+ bp =a +a, +a, +--+ +a—h 


sein muss. Wir kénnen also ansetzen: 


(5) (gy Ay, Go, -. 4 Gp) w* -> Lp + (Do, Dy, bg, .~ +) Dp), 


wo die Summirung auf alle Zahlengruppen b zu erstrecken ist, die 
ausser dem selbstverstiandlichen: 


*) Acta Mathem. Band 8, S. 104. 
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OS <b <b +-<h<n 


auch der Gleichung (4) gehorchen. Unsere Aufgabe besteht nun darin, 
den Coefficienten x, allgemein als Function der Zahlen a und b dar- 
zustellen. : 

Zunachst ergiebt sich aus § 5 meiner im 26. Bande der Math. 
Ann. (8. 44) enthaltenen Abhandlung, dass fiir p= 1 die gesuchte 
Function x, eine Differenz zweier Binomialcoefficienten wird, namlich: 

A +a,—bo—d,)! y+ a, — by — B,)! 

(6) Bann — Ian, oder Te ay — ecb aia bOE 
Von hier aus kann man mit Benutzung meiner im 8, Bande der Acta 
Mathematica angestellten Erérterungen zu dem Falle » = 2 empor- 
steigen. Dann erhalt man eine aus 6 Trinomial-Coefficienten be- 
stehende algebraische Summe, deren Basen sémmtlich h sind und deren 
Indices die Differenzen zwischen den a und den b sind. Hiernach lag 
es nahe, 2 allgemein als ein gewisses Vielfaches einer aus Binomial- 
coefficienten bestehenden Determinante hinzuschreiben, so dass jeder 
Binomialcoefficient ein a zur Basis und ein 6 zum Index hat. War 
aber so die Form der Function 2 erst gefunden, so bot der Beweis 
keine Schwierigkeit mehr, da es nur darauf ankam, aus der Annahme 
der Richtigkeit fiir w” die Richtigkeit fiir w+ zu erkennen, was durch 
Formel (3) gelingt. So erhilt man 2 in folgender Gestalt: 


| (@o)o0» (Gou» ***s (ao)op 
| (4:)0 (G)o. ++ % (4;)o, 
Ta! Do! By! Dg!» bp! | , aie 
Gy! iy! dg! ... ay! ‘ ) |? 








(7) Ly = 








fis (p)oxs os (a), | 


wofiir auch geschrieben werden kann: 


Pr 7 1 1 

(ob)? “(y—B)t?  ” ? (a —,)F 
1 1 1 

@—b)!? @—b)!? °? (a,—6,)! 








(8) ay = hl - 





1 1 1 
| (@p—%o)!? (a—bi)!? =? (4p — by)! 


Lést man diese Determinante in ihre (p + 1)! Glieder auf, so erhilt 
man 2 als eine algebraische Summe von gewissen Polynomialcoeffi- 
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cienten, die zur hk‘ Potenz einer (py + 1)-gliedrigen Summe gehiren. 
Beispielsweise sei p—=2, a, =2, a, —=6, ag=T7, h=6. Dann 
kommt fiir (2,6, 7) u®, d.h. fiir die Bedingung, dass eine Ebene, in 
einem 7-dimensionalen linearen Raume liegend, eine gegebene Ebene 
in einem Punkte schneidet, und ausserdem 6 gegebene 4-dimensionale 
lineare Raume in je einem Punkte schneidet, eine Summe von Viel- 
fachen der Bedingungen (0, 1, 8), (0, 2, 7), (0, 3, 6), (0, 4, 5), 
(1, 2,6), (1,3, 5), (2, 3,4) und fir diese Vielfachen ergiebt sich 
aus (7) oder (8) beziehungsweise 0, 14, 45, 30, 19, 30, 5. Durch 
sechsmalige Anwendung der Formel (3) findet man diese Coefficienten 
bestatigt, niimlich: 
(2,6,7 w= (1,6,7)+ (2,5,%), 
(2,6,7) w= (0,6,7)+ 2(1,5,7)+ (2,4, + (2,5, 6), 
(2,6,7) w= 30,5,7)+ 3(1,4,7) + 3(1,5,6)+ (2,3, 7) 
+ 2(2, 4,6), 
(2,6,7) ut=— 6(0,4,7) + 6(0,5,6)+ 4(1,3,7)+ 8(1, 4, 6) 
+ 3(2,3,6)+ 2(2,4, 5), 
(2,6, 7) uw = 10(0, 3, 7) + 20(0, 4, 6) + 4(1, 2, 7) + 15(1, 3, 6) 
+ 10(1, 4,5) + 5(2, 3,5), 
(2,6, 7) uw’ = 14(0, 2, 7) + 4500, 3, 6) + 30(0, 4, 5) + 19(1, 2, 6) 
4 30(1, 3,5) + 5(2, 3, 4). 
Es bleibt noch tibrig, die Formel (7) mit der friiher gefundenen 
Forme! (2) zu vergleichen. Behufs dessen haben wir in (7) speciell 


b= 0, b = 1, b= 2, +--+ =p 





; . h! D 
anzunehmen, und das Ergebniss gleich ata al al zu setzen. 


Auf diese Weise erhalten wir, da D die aus den 0" bis p'e" Potenzen 


der Zahlen a), @,, .. +) Gp gebildete Determinante ist, die folgende 
interessante Relation: 


(@y)°, (a)', «++ (ay)”, (Go)o» (Go)1 * + *» (Bo)p 


(@y)°, (ay), += +5 (y)?| yor Cadar > (Gr)p 


(9) | - =O! 1!2131..-p!, 
| 

















(ap), (ap)', +++, (ap)? (Gp)oy (Gp), > + * *» (Ap)p 
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Diese Relation zwischen den O'" bis p' Potenzen von p+ 1 
Zahlen und den Binomialcoefficienten derselben Zahlen mit den Indices 
0 bis p, findet sich auch, wie mir Herr Busche in Bergedorf mit- 
theilte, in Baltzer’s Determinanten (5. Auflage, § 10, K. 3, S. 87) 
und wird dort aus einer von Borchardt in den Abh. der Berl. Aca- 
demie (1860, 8. 4) herriihrenden Interpolationsformel abgeleitet. 


Hamburg, am 5, Marz 1891. 

















Preisaufgabe der Fiurstlich Jablonowsky’schen Gesellschaft. 


(Bekannt gemacht im Jahresbericht der Gesellschaft, Leipzig, im Mirz 1891.) 


Fiir das Jahr 1894. 


Die von Leverrier ausgefiihrte Bestimmung der sicularen Sté- 
rungen der Bahnen, namentlich der inneren Planeten, hat bekanntlich 
unbefriedigende Resultate ergeben, insofern die Glieder der zweiten 
Naherung, welche nur ungenau und unter Umstiinden selbst grisser 
als die Glieder der ersten Niherung gefunden wurden, sich fiir die 
Berechnung der Stérungen als unbrauchbar erwiesen haben. Dieses 
unbefriedigende Ergebniss, das in seinen weiteren Folgen mit gewissen 
Anomalien in der Bewegung des Mercur, beziehungsweise seines Peri- 
hels zusammenzuhiingen scheint, ist Leverrier*) geneigt, der bisher 
befolgten Behandlungsweise zuzuschreiben, bei welcher in erster 
Niherung die Differentialgleichungen des Problems als linear be- 
trachtet werden. Die Gesellschaft wiinscht demgemiiss 


eine neue Bestimmung der sdcularen Storungen wenigstens der 
Bahnen von Mercur, Venus, Erde und Mars unter Beriick- 
sichtigung der Glieder hiherer Ordnung 


mittelst einer einwurfsfreien Methode, bei welcher die von Leverrier 
angetroffene Schwierigkeit, welche gegen die Brauchbarkeit der er- 
haltenen Resultate sprechen wiirde, als beseitigt betrachtet werden 
kann. — Preis 1000 Mark. 


Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht 
die Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer 
andern Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzdsischer 
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner 
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Umschlag be- 
gleitet sein, welcher auf der Aussenseite das Motto der Arbeit triigt, 
inwendig den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Jede 


*) Recherches astronomiques, Chap. IX, art. 16 und Additions III, S. 51, 
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Bewerbungsschrift muss auf dem Titelblatte die Angabe einer Adresse 
enthalten, an welche die Arbeit fiir den Fall, dass sie nicht preis- 
wiirdig befunden wiirde, zuriickzusenden ist. Die Zeit der Kinsendung 
endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die Zu- 
sendung ist an den Secretiir der Gesellschaft zu richten. Die Resultate 
der Priifung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger 
Zeitung im Marz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht. 
Die gekrénten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft. 





Berichtigungen. 
S. 27, Z. 3 v.u, lies dx, statt xa. 


9 2 pwllv.o , AA stat Ad. 

» 38 , 17 v.0. , Om CUrv,, Y= CU, f(é2). 

» 44 » Sv.0. ,, © statt o. 

» 44 4 30 v.0. , f(x) statt f(ry). 

» 47 4 Ov. ,, (wv), statt (wv,). 

» 48 ,, 13 v.0. , Agf statt A,f,. 

» 48 ,, 23 v.o. hinter ,,beliebiges n ist einzuschieben: ,,welche u. A. bei Herrn 


Frobenius, Journal f. Math, 1878 Bd, 84 S.11f. herge- 
leitet ist‘. 

» 48 ,, 25 v.0. statt ,,gefunden und nebst seinem Beweise“ lies: ,,weiter ver- 
folgt und seinen Beweis". 

» 226 ,, 9 v. 0. ist die Zahl (7) als Nummer der Gleichung hinzuzufiigen. 

¥ Lee 


_ ‘2’ —_ 
» 241 , 11 vio. lies y=e n statt ye 











R.Fricke: Uber besondere Gruppen linearer Substitutionen II. 
— ~~} - 

= 

f — =— 
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